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スピングラス理論による制限等長定数評価
Evaluation of restricted isometry constants

using spin-glass theory

数理・推論研究系　坂田 綾香（Ayaka Sakata）

要 旨

制限等長定数は、圧縮センシングにおける完全再構成条件を与えるが、その厳密評価は困難
である。我々は統計物理学におけるスピングラス理論を用いて、制限等長定数を制度よく見積
もる方法を提案した。
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原信号がゼロ成分を多く持つ (スパース性)という事前知識の下で、次元より少ない観測か
ら信号を復元する枠組みである圧縮センシング (CS) は、様々な分野において利用されてい
る。A ∈ RM×N を観測行列とすると、線形観測 y = Axから S(< N)個の非ゼロ要素を持つ
信号 x(S スパースベクトル)を再構成する問題として CSは定式化される。ℓ0, ℓ1 再構成法は
代表的手法であり、S スパースベクトル xが完全復元される十分条件は制限等長定数により
与えられる [Candés and Tao（2005）]。ここでは、観測行列 ∀A ∈ RM×N はコラムが典型的に
(ATA)ii = 1 (i ∈ {1, · · · , N})を満たすように規格化されているとする。全ての S スパースベ
クトル xに対して次の不等式が成立するとき、行列Aは制限等長性を満たす。

(1 − δmin
S )||x||2F ≤ ||Ax||2F ≤ (1 + δmax

S )||x||2F(0.1)

また 0 < δmin
S ≤ δmax

S を制限等長定数 (RIC)と呼ぶ。RICが与える ℓ0、ℓ1 再構成による完全復
元条件は [Candés et al.（2006）]等に示されている。

RICは Aのグラム行列の固有値と関係づけられる。S スパースベクトル xの非ゼロ要素の
位置を T ⊆ V = {1, · · · , N}, |T | = S として表現し、Aの i ∈ T コラムからなる行列をAT、ま
た xT = {xi|i ∈ T }とすると、Ax = AT xT である。そして全ての T について、次の不等式が
成立する。

λmin(AT
T AT )||xT ||2F ≤ ||AT xT ||2F ≤ λmax(AT

T AT )||xT ||2F

λmin(B)，λmax(B) は B の最小・最大固有値を表し、上付きの T は転置を表す。
(0.1) との比較から，λ∗

min(A; S) = minT :T ⊆V,|T |=S λmin(AT
T AT ) および λ∗

max(A; S) =
maxT :T ⊆V,|T |=S λmax(AT

T AT )を用いて、RICは次のように表現される．

δmin
S = 1 − λ∗

min(A; S), δmax
S = λ∗

max(A; S) − 1(0.2)

(0.2)を厳密に評価するには、あらゆる T について固有値を評価しなくてはならない。これは
計算量的に困難であるため、様々な近似方法が考えられてきた [Bah and Tanner（2010）]。我々
は統計物理学におけるスピングラス理論を用いて、RICの評価を改善することに成功した。そ
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図 1．α = 0.5での RICの ρ/α依存性。

の際、M = Nα, S = Nρ (α, ρ ∼ O(1)) として N → ∞極限を考えた。
図 1は、観測行列がガウシアンランダム行列の場合の δmax

S について、先行研究と我々の評
価法を比較したものである。垂直点線の ρ/αにおいて、レプリカ対称性の破れに伴った相転
移現象が起きる。"Numerical lower bound"とは数値的に評価された RICの下界であり、RIC
がこれより大きいことを保証している。"Bah-Tanner"は先行研究による RICの上界評価であ
る。我々の"1RSB bound", "RS bound"も上界評価であるが、先行研究よりも精度の高い上界評
価となっている。1RSB boundとは、レプリカ対称性の破れを 1段階考慮した評価となってお
り、逐次的に対称性の破れを考慮していくことで上界評価が正しい値に近づいていくことが数
学的に保証される。また δmin

S に関しても精度の良い評価を達成し、更にランダム一次転移や
Gardner転移と呼ばれる相転移現象が見られることも発見した。具体的評価法は [Sakata and
Kabashima（2015）]に示されている。
提案手法は、ランダム直交行列から構成された観測行列に対しても適用可能である。様々な
行列に対して RICを評価することで、効率的観測方法などが提案できると考えられる。
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