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拡散過程の非同期・ノイズ付観測データに対する
最尤型推定法

Maximum likelihood type estimation for diffusion processes with

noisy, nonsynchronous observations

数理・推論研究系　荻原　哲平（Teppei Ogihara）

近年株式市場における一日内の全取引の情報を記録した「高頻度データ」の利用可能性が高
まり，従来のデータに比べて膨大な情報量をもつため，金融市場のミクロ構造のさらなる解明
が期待され，このようなデータを用いたデータ解析手法が活発に研究されている．通常，日内
において株価が観測されるのは株価の約定時であるため, 異なる株式に対して観測時刻が一致
していないという「非同期観測」の問題が必然的に生じ，特にデータの共変動（共分散）の推定
が困難になる．データの線形補完や直前データを用いた補完などによるシンプルな「同期化」
を行ったデータに対する共変動推定量には深刻なバイアスが存在することが知られている.
確率空間 (Ω, F , P )上の二次元確率過程 X = {Xt}0≤t≤T が以下を満たすとする：

dXt = µ(t, Xt, σ∗)dt + b(t, Xt, σ∗)dWt, t ∈ [0, T ].

ここで, σ∗ はモデルの d 次元パラメータ, {Wt}0≤t≤T : 二次元標準ブラウン運動, µ は R2

値，b は R2 ⊗ R2 値既知関数とする. X の成分を X1, X2 と書き, X1, X2 の観測時刻をそれ
ぞれランダム時刻 {Sn

i }ℓ1,n

i=0 , {T n
j }ℓ2,n

j=0 ⊂ [0, T ] で表す. データが高頻度観測になる極限を扱
うため，n → ∞ の時 maxi,j |Sn

i − Sn
i−1| ∨ |T n

j − T n
j−1| →p 0 を仮定する. この時観測データ
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i }i, {T n

j }j , {X1
Sn

i
}i, {X2

T n
j

}j からモデル・パラメータ σ∗ を推定する問題を考える．

非同期観測モデルに対する最尤型推定法
Ogihara and Yoshida (2014)において，σ∗ に対する疑似対数尤度関数を用いた最尤型推定法
が提案されている．µ ≡ 0かつ b, X0 と {Sn

i }i, {T n
j }j が非ランダムの時，{X1

Sn
i

}i, {X2
T n

j
}j は多

変量正規分布に従い，共分散関数を計算することが可能であるため，対数尤度関数を二次形式
で与えることができる．一般の場合でも同様に疑似対数尤度関数 Hn(σ)を近似的に構成可能
であり，Hn(σ)を最大にするパラメータの値として最尤型推定量 σ̂n が定義される．このよう
に定義された σ̂nに対して，µ, bの微分可能性や非退化性等の条件と，観測時刻列 {Sn

i }i, {T n
j }j

の漸近挙動に関する条件の下，漸近混合正規性：

(0.1)
√

n(σ̂n − σ∗) →s-L Γ−1/2N as n → ∞

が示される．ただし，→s-L は stable convergence を表し，∂σ を σ に関する微分，Γ =
P- limn→∞(−∂2

σHn(σ∗)/n)，N を (Ω, F , P )のある拡張上で定義された，F と独立にN(0, Id)に
従う確率変数とする．ここで Id は d次元単位行列である．

非同期観測モデルにおける局所漸近混合正規性
Jeganathan (1983)では，統計モデル {Pθ,n}の局所漸近混合正規性の下，任意の推定量の漸
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近分散の下界を与える minimax不等式が示された．この下界を達成する推定量は漸近有効推
定量と呼ばれる．拡散過程の高頻度観測モデルに対しては，局所漸近混合正規性を示すには
拡散過程の推移確率密度関数の漸近挙動を解析する必要があり，非同期性のない規則的な観
測モデルに対して Gobet (2001)では Malliavin解析の技術を用いて局所漸近混合正規性を示
した．このモデルにおいては Genon-Catalot and Jacod (1993)の最尤型推定量が漸近有効とな
る．Ogihara (2015)では，Gobet (2001)の Malliavin解析を用いた手法を応用し，拡散過程の
非同期観測モデルに対する局所漸近混合正規性を証明し，最尤型推定量 σ̂n が漸近有効である
ことを示した．

非同期・ノイズ付観測モデルに対する最尤型推定法
高頻度データの解析上の問題点として，非同期観測に加えて，拡散過程によるモデリング
における仮想的な観測ノイズの存在が実証研究から示唆されている. このような観測ノイズは
「マーケット・マイクロストラクチャー・ノイズ」と呼ばれる.
観測ノイズ {ϵk

i }k=1,2,i∈Z+ を (Xt, Wt)0≤t≤T と独立で, ある正定数 v1, v2 に対して, E[ϵk
i ] = 0,

E[ϵk
i ϵl

j ] = vkδklδij を満たす確率変数として，観測が {X1
Sn
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j=0 で与えられ

るような統計モデルとして非同期・ノイズ付観測がモデル化される．
この時 Ogihara (2018)において，モデル・パラメータ σ∗ の最尤型推定量が以下のように構
築されている．まず Lnを正整数列で，Ln → ∞, (Ln/

√
n) ∨ (n1/4/Ln) → 0を満たすものとし，

観測区間全体 [0, T ]を Ln 個の区間に等分する．等分された各区間において，ϵk
i が正規分布に

従うと仮定すれば拡散過程 X が局所的に条件付正規分布で近似されることを用いて対数尤度
関数を正規近似し，各区間の近似対数尤度関数を足し合わせることで疑似対数尤度関数Hn(σ)
が構築される．最尤型推定量は σ̌n = argmaxσHn(σ)と計算される．

Ogihara (2018)において，µ, bの微分可能性や非退化性等の条件と，観測時刻列 {Sn
i }i, {T n

j }j

の漸近挙動に関する条件の下，漸近混合正規性：

(0.2) n1/4(σ̌n − σ∗) →s-L Γ̃−1/2N

が示された．ただし，Γ̃ = P- limn→∞(−∂2
σHn(σ∗)/

√
n)である．特にこの結果は ϵk

i が正規分布
に従わない場合でも成立する．
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