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ノンパラメトリックエントロピー推定とその応用
Non-parametric Entropy Estimation
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情報理論において最も基本的な量の一つである情報量は If (x) = − log f(x) で定義される．
ここで f(x)はデータ x ∈ Rd が従う分布の確率密度関数である．情報量の期待値はエントロ
ピーと呼ばれる: H(f) = Ef [If (X)] = −

∫
f(x) log f(x)dx. 情報量，エントロピーあるいはこ

れらを用いて導出できる KLダイバージェンス及び相互情報量は統計学や機械学習など非常に
多くの分野で重要な役割を果たしている．
微分エントロピーの推定方法として最も良く利用されている手法の一つが，k-近傍法

と確率密度関数の１次の展開に基づく推定法である．最近傍法に基づくエントロピー推
定量は, Kozachenko and Leonenko（1987）により提案され，任意の次元の確率変数に対し
て mean square consistency を持つことが示されている．この結果は一般の k-近傍に基づ
く推定量に拡張され（Goria et al., 2005），その後も各種の拡張と理論的解析がなされて
いる（Beirlant et al., 1997; Paninski, 2003）．確率密度関数 f(z) の検査点 z ∈ Rp における
値を観測データ集合 D = {xi}n

i=1 を用いて推定する問題を考える．検査点 z を中心と
する半径 ε の p 次元超球を b(z; ε) = {x ∈ Rp|∥z − x∥ < ε} で表す．この超球の体積は
|b(z; ε)| = cpεp である．ただし，cp = πp/2/Γ(p/2 + 1) である．中心 z の ε 球に含まれる
確率質量を qz(ε) =

∫
x∈b(z;ε) f(x)dx で定義する．この定義式の被積分関数を Taylor 展開す

ると qz(ε) = |b(z; ε)|
(
f(z) + O(ε2)

)
= cpεpf(z) + O(εp+2) を得る．超球の半径 ε を十分小

さいと仮定してその 2 次以上の項を無視し，確率質量を全観測データに占める超球内の
点の割合で近似することで，確率密度関数の推定量 f̂(z; ε) = kε

ncpεp を得る．ここで kε は
観測データ集合 D の中で半径 ε の超球の中に含まれるものの個数である．一方，ε の代
わりに超球に含まれるサンプル数 k を固定した場合，f̂(z; ε) は f̂nn(z; k) = k/(ncpεp

k) のよ
うにかける．ここで超球の半径 εk は検査点 z からその k 番目に近い点までの距離で決定
されることになる．f̂nn

i (xi; k) を，データ集合 D\{xi} を用いて k-近傍法により推定した
推定量として，− ln f̂nn

i (xi; k) の経験期待値を計算することで，k-近傍エントロピー推定量
Ĥnn(D; k) = −

∑n

i=1 ln f̂nn
i (xi; k)を得る（Goria et al., 2005）．この方法は確率質量関数の一次

展開に基づく方法であるが，筆者らはより高次の展開に基づく手法を提案した（Hino et al.,
2015）．検査点 z を中心とした半径 εの超球内の確率質量 qz(ε)は εに関する二次の Taylor展
開をすると，qz(ε) = cpf(z)εp + n

4(p/2+1) cpTr∇2f(z)εp+2 + O(εp+4) の形で表わされる．上式左
辺の qz(ε)を比 kε/nで近似し，両辺を cpεpで割ることで， kε

ncpεp = f(z) + Cε2 + O(ε4) を得る．
ここで C = nTr∇2f(z)/4(p/2 + 1)である．さらに，Yε = kε

ncpεp とXε = ε2 を導入し，εに関す
る 4次以上の項を無視することで，応答変数 Y の説明変数X に関する一次式 Yε ≃ f(z) + CXε

が得られる．この式は説明変数 X による応答変数 Y の線形回帰式とみなせる．複数の半径
E = {εi}m

i=1 と置き，E に含まれる各 εで定まる {(Xε, Yε)}ε∈E の組を観測データとみなして，
二乗誤差 R = 1

m

∑
ε∈E(Yε − f(z) − CXε)2 を最小化するように f(z)と C を求める．これは単

回帰に他ならず，この回帰によって得られた切片が，f(z)の推定量 f̂(z)である．以上より検査
点 zにおける密度の推定量 f̂s(z)が得られたので，leave-one-out推定量としてエントロピーの
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推定量 Ĥs(D) = − 1
n

∑n

i=1 ln f̂s
i (xi), を得る．ここで f̂s

i (xi)は xi を用いずに求めた密度の推定
値である．筆者らは，この推定量を始めとして，より直接的に一度の回帰問題を解くことでエ
ントロピーを推定する手法，誤差構造として Poisson分布を仮定した手法（Hino et al., 2016），
及び確率質量関数の高次展開に基づく局所フラクタル次元推定量（Hino et al., 2017）を提案し，
ノンパラメトリックなアプローチによるデータ分布の特徴付けの方法論の開発を進めている．
また，関連して筆者らは一般にデータに重みが与えられている場合に適用可能な情報量推定

手法を提案している（Hino and Murata, 2013）．例えば観測されたデータそれぞれに対して，そ
の信頼度が与えられている場合や，あるいは同一の事象が重複して観測されるとして個々の事
象を観測した頻度を重みとして表現する場合のように，データ Dx が与えられた上で，各デー
タ点 xi ∈ Dx の重要さとして重みが付与されることが考えられる．過去のデータの重みが小さ
くなっていくような忘却係数付きのオンライン観測データもこうした重み付きデータの一例
である．この重み付き情報量推定量の応用として情報論的クラスタリング（Hino and Murata,
2014），変化点検知（Koshijima et al., 2015）などの方法を開発した．情報論的クラスタリング手
法は同種の手法と比較してより正確なクラスタリングを実現し，変化点検知の手法は従来の手
法では捉えられなかったデータの背後にある構造的な変化を抽出することに成功している．
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