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【概要】
正則な正方型の伝達関数行列全体（正則システム空間）はその Fourier係
数を座標系として無限次元の Lie 群になる. そこでLie 群における左移
動および右移動に関して不変な微分幾何学的構造として,この空間に左
不変および右不変な Riemann計量と線形接続が定義される.これらの構
造は先ず因果的正則システム空間に対する inner-outer factorizationを通
じて最小位相 (outer)システム空間と全域通過 (inner)システム空間に導
入され，さらにこれらのシステムをモジュールとして2次および高次の
キュムラントスペクトル密度空間に構成される.また Riemann計量の積
分可能条件から各システム空間に Bregman型の情報幾何学的ダイバー
ジェンスが生み出され，導入した情報幾何学的諸構造はブロック型の非
線形フィードバック機構の解明に適用される. これらの研究内容につい
て以下の論文から概説する.

Invariant information geometrical structures on system spaces.
ISM Research Memorandum, No. 1210, 2020.

Information geometry of nonlinear feedback systems.
ISM Research Memorandum, No. 1217, 2022.

【正則システム空間の不変な計量と接続】
Σ = {H(z) =

∑∞
u=−∞ h(u)zu, ∃H(z)−1} :正則システム空間

H(z) = H(z, θ) = H(z, ξ) ∈ Σ :無限次元 Lie群
θ = (θI) = (h(u); u = 0,±1, . . . ) : Fourier係数↔ ξ = (ξA) :他の座標系
H, K ∈ Σ LH(K) = HK ∈ Σ :左移動 RH(K) = KH ∈ Σ :右移動

TH(Σ) = {XH =
∑
I x
I(∂I)H , ∂I = ∂/∂θI} : H ∈ Σでの接空間

g
(L)
K (XK, YK) = g

(L)
LH(K)

((LH)∗XK, (LH)∗YK) :計量の左不変条件

g
(R)
K (XK, YK) = g

(R)
RH(K)

((RH)∗XK, (RH)∗YK) :計量の右不変条件

⇒ g
(L)
AB(ξ) = 〈lA(H), lB(H)〉 lA(H) = H−1∂AH :左不変計量

g
(R)
AB (ξ) = 〈rA(H), rB(H)〉 rA(H) = ∂AHH−1 :右不変計量

〈X,Y 〉 = [XY ∗] = 1
2πi

∮
|z|=1 tr(X(z)Y (z)∗)dz

z Y (z)∗ = Y (z̄)′ :内積

X(Σ) = {X =
∑
I x
I(θ)∂I} : Σ上のベクトル場 X = {XH |H ∈ Σ}全体

(X,Y ) ∈ X(Σ)× X(Σ) → ∇XY ∈ X(Σ) : X(Σ)上の共変微分
(LH)∗(∇(L)

X Y )K = (∇(L)
(LH)∗X

(LH)∗Y )LH(K) :共変微分の左不変条件

(RH)∗(∇(R)
X Y )K = (∇(R)

(RH)∗X
(RH)∗Y )RH(K) :共変微分の右不変条件

⇒ Γ
(L,R)
ABC (ξ) = Q

(L,R)
ABC (ξ) +

∑
{ABC} d

(L,R)
ABC T

(L,R)
ABC (ξ) : (左,右)不変接続

Γ
(L,R)
ABC (ξ) : 6パラメータ {d(L,R)

ABC } (左,右)不変接続

Q
(L,R)
ABC (ξ) = [∂Ag

(L,R)
BC (ξ) + ∂Bg

(L,R)
AC (ξ)− ∂Cg

(L,R)
AB (ξ)]/2 : Riemann接続

T
(L)
ABC(ξ) = 〈lA(H)lB(H), lC(H)〉 T

(R)
ABC(ξ) = 〈rA(H)rB(H), rC(H)〉

【最小位相および全域通過システム空間の計量と接続】
Σ+ = {H(z) ∈ Σ|H(z) =

∑∞
u=0 h(u)zu} :因果的正則システム空間

Σ+ = Σ+
O × Σ+

I ; H(z) = A(z)B(z) Σ+ = Σ+
I × Σ+

O ; H(z) = B(z)A(z)

Σ+
O = {A(z) ∈ Σ+|A(z)−1 ∈ Σ+} :最小位相 (outer)システム空間

Σ+
I = {B(z) ∈ Σ+|B(z)B(z)∗ = E} :全域通過 (inner)システム空間
∼ inner-outer factorization A(z, ξO); ξO = (ξα

O) B(z, ξI); ξI = (ξκ
I )

g
(L)
αβ(ξO) = 〈lα(A), lβ(A)〉 g

(R)
αβ(ξO) = 〈rα(A), rβ(A)〉 : (左,右)不変計量

Γ
(L,R)
αβγ (ξO) = Q

(L,R)
αβγ (ξO) +

∑
{αβγ} d

(L,R)
αβγ T

(L,R)
αβγ (ξO) : (左,右)不変接続

B(z) ∈ Σ+
I のパラユニタリ性 (B(z)B(z)∗ = E)より左右の区別なく

g
(I)
κλ(ξI) = 〈∂κB, ∂λB〉 :不変計量

Γ
(I)
κλµ(ξI) = Q

(I)
κλµ(ξI) + d(I)T

(I)
κλµ(ξI) : 1パラメータ不変接続

T
(I)
κλµ(ξI) = 〈∂κBB∗∂λB, ∂µB〉 :完全反対称テンソル

【2次および高次スペクトル密度空間の計量と接続】
Φ2 = {S2(z) = A(z)A(z)∗ or A(z)∗A(z)} ∼= Σ+

O : 2次スペクトル密度空間
S2(z) ∈ Φ2のパラエルミート性 (S2(z) = S2(z)∗)より左右の区別なく
g

(S2)
αβ (ξO) = [lα(S2)lβ(S2)] = [rα(S2)rβ(S2)] :不変計量

Γ
(S2)
αβγ(ξO) = Q

(S2)
αβγ(ξO) + d(S2)T

(S2)
αβγ(ξO) : 1パラメータ不変接続

T
(S2)
αβγ(ξO) = [lα(S2)lβ(S2)lγ(S2)] = [rα(S2)rβ(S2)rγ(S2)]

∼完全対称テンソル

ΦI
k = {Sk(z1, . . . , zk) = B(z1) · · ·B(zk), B(zi) ∈ Σ+

I }∼ k次スペクトル密度空間 (k ≥ 3)

g(SI
k)(ξI) = 〈∂κSI

k, ∂λSI
k〉 :不変計量

Γ
(SI

k)
κλµ(ξI) = Q

(SI
k)

κλµ(ξI) :不変接続 (Riemann接続)

【情報幾何学的ダイバージェンス】
K = {K(z, θ) = [Ka(z, θ)]} :多変量マーティンゲール空間
M = {Q(z, θ) = [Qa(z, θ)]} :多変量測度空間
a = (a1 · · · ak), z = (z1, . . . , zk), θ = (θα) ⊂ Rs

G(θ, θ′) = 〈K(z, θ), Q(z, θ′)〉 :内積関数
gαβ(θ) = 〈∂αK(z, θ), ∂βQ(z, θ)〉 gβα(θ) = gαβ(θ) :計量積分可能条件
⇔ ∃D(θ, θ′) = E(θ) + F (θ′)−G(θ, θ′) : Bregman型ダイバージェンス
D(S2)(θ, θ′) = [S2(z, θ

′)−1S2(z, θ) + log(S2(z, θ
′)−1S2(z, θ))]− c onΦ2

D(SI
k)(θ, θ′) = 1

2‖SI
k(z, θ)− SI

k(z, θ′)‖2 onΦI
k

⇒ Information geometry of multiple martingale models.

【フィードバック機構の情報幾何】
yc = H̃ [uc] H̃ = H ∗ Sl = Sr ∗H :閉ループフィードバック機構
Sl = (I + G ∗H)−1 Sr = (I + H ∗G)−1 :感度演算子
H =

∑∞
n=0 Hn, G =

∑∞
n=1 Gn, Sl =

∑∞
n=0 Sl(n), Sr =

∑∞
n=0 Sr(n)

∼ Volterra級数展開
⇒ lα(H̃1) = lα(H1)Sl(1) − rα(G1)Tl(1) Sl(1) + Tl(1) = E

rα(H̃1) = Sr(1)rα(H1)− Tr(1)lα(G1) Sr(1) + Tr(1) = E

∇(H1,l)
∂α

lβ(H1) = ∂αlβ(H1)− lβ(H1)lα(H1)

∇(G1,r)
∂α

rβ(G1) = ∂αrβ(G1) + rβ(G1)rα(G1)

⇒ ∇(H̃1,l)
∂α

lβ(H̃1) = ∇(H1,l)
∂α

lβ(H1)Sl(1) −∇(G1,r)
∂α

rβ(G1)Tl(1)

∇(H1,r)
∂α

rβ(H1) = ∂αrβ(H1)− rα(H1)rβ(H1)

∇(G1,l)
∂α

lβ(G1) = ∂αlβ(G1) + lα(G1)lβ(G1)

⇒ ∇(H̃1,r)
∂α

rβ(H̃1) = Sr(1)∇(H1,r)
∂α

rβ(H1)− Tr(1)∇(G1,l)
∂α

lβ(G1)

H1 : AR (自己回帰)型 G1 : MA (移動平均)型
⇒ ∇(H1,l)

∂α
lβ(H1), ∇(H1,r)

∂α
rβ(H1), ∇(G1,r)

∂α
rβ(G1), ∇(G1,l)

∂α
lβ(G1) ≡ 0

⇒ ∇(H̃1,l)
∂α

lβ(H̃1), ∇(H̃1,r)
∂α

rβ(H̃1) ≡ 0

Σ+ :因果的正則システム空間
g

(L,R)
AB (ξ) : (左,右)不変計量

Γ
(L,R)
ABC (ξ) : 6パラメータ (左,右)不変接続

↙ ↘
Σ+

O :最小位相システム空間 Σ+
I :全域通過システム空間

g
(L,R)
¸˛ (ξO) : (左,右)不変計量 g

(I)
»–(ξI) :不変計量

Γ
(L,R)
¸˛‚ (ξO) : 6パラメータ (左,右)不変接続 Γ

(I)
»–—(ξI) : 1パラメータ不変接続

↓ ↓
Φ2 : 2次スペクトル密度空間 ΦI

k : k次スペクトル密度空間

g
(S2)
¸˛ (ξO) :不変計量 g

(SI
k)

»– (ξI) :不変計量

Γ
(S2)
¸˛‚(ξO) : 1パラメータ不変接続 Γ

(SI
k)

»–—(ξI) : Riemann接続
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図 1: 各システム空間の幾何学的構造

yc = H̃[uc] H̃ = H ∗ Sl = Sr ∗H :閉ループフィードバック機構
Sl = (I + G ∗H)−1 Sr = (I + H ∗G)−1 :感度演算子
H =

∑∞
n=0 Hn, G =

∑∞
n=1 Gn, Sl =

∑∞
n=0 Sl(n), Sr =

∑∞
n=0 Sr(n)

∼ Volterra級数展開

lα(H̃1) = lα(H1)Sl(1) − rα(G1)Tl(1)

∇(H̃1,l)
∂α

lβ(H̃1) = ∇(H1,l)
∂α

lβ(H1)Sl(1) −∇(G1,r)
∂α

rβ(G1)Tl(1)

Sl(1) :左不変構造と共変な感度行列

rα(H̃1) = Sr(1)rα(H1)− Tr(1)lα(G1)

∇(H̃1,r)
∂α

rβ(H̃1) = Sr(1)∇(H1,r)
∂α

rβ(H1)− Tr(1)∇(G1,l)
∂α

lβ(G1)
Sr(1) :右不変構造と共変な感度行列

H

G

cu cy

図 2: 閉ループフィードバック機構


