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トーリックモデルと多変数超幾何函数
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1 トーリックモデルの抽出

定義 1.状態空間 [m] := {1, 2, . . . , m}, m ∈ N，行空間に(1, . . . , 1)を含
む行列B = (bi j) ∈ Zd×mとh ∈ Rm>0を考える．Bに付随するトーリッ
クモデルとは確率分布の集合

MA,h := {p ∈ int(∆m−1) : log p ∈ log h + rowspan(B)}.

をいう．特にh = 1のトーリックモデルを対数線形モデルという．

母数ψ ∈ Rd ′
>0
とϕ ∈ Rd

>0
があり，ϕを局外母数とする．

B =

(
A

Ã

)
∈ Z(d+d

′)×m, A = (ai j) ∈ Zd×m, Ã = (ãi j) ∈ Zd
′×m,

(1, . . . , 1) ∈ rowspan(A)に対し，トーリックモデルMA,hを
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とパラメトライズする．多項抽出，もしくはポアソン抽出された標本に
おける状態 jのカウントをuj , j ∈ [m] で表すとき，A, bが定める集合

Fb(A) := {u : Au = b, u ∈ Nm0 }, N0 := {0} ∪ N

をϕに対する最小十分統計量b ∈ N0A :=
∑
j∈[m]N0aj に付随するファイ

バーと呼ぶ．ここでajはAの j列ベクトルである．条件付き確率分布は
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, u ∈ Fb(A),
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である．正規化定数ZA(b; y) :=
∑
u∈Fb(A)

y u

u! をGKZ超幾何多項式，ま
たはA超幾何多項式と呼ぶ．b < N0AのときZA(b; y) = 0と規約する．
Diaconis–Sturmfels (1998)は(1)の分布のメトロポリス連鎖による近似抽
出に多項式環のトーリックイデアルを用いることを提案し，代数統計と
呼ばれる分野の起源の一つになった．一方，微分作用素環を用いて(1)の
分布に厳密に従う独立標本を抽出できることが示されている(M 2017)．

2 マルコフ束と計算複雑性

微分作用素の環R = C(y1, ..., ym)⟨∂1, ..., ∂m⟩ と交換関係

∂j • h(y) = h(y) • ∂j + ∂jh(y), h(y) ∈ C(y1, . . . , ym),

A超幾何系HA(b)(A超幾何級数を解とするある多変数線形偏微分方程式
系が生成する左イデアル)による剰余類R/HA(b)を考える．イニシャル
イデアル in≺(HA(b))に関する標準単項式u < in≺(HA(b))の集合{∂u(0) =
1, ∂u(1), . . . , ∂u(r−1)}はR/HA(b)のベクトル空間としての基底をなし，r
は{0, a1, . . . , am}の凸包を単位単体{0, e1, . . . , ed}で測った体積である．
HA(b)のPfaffian系(一階偏微分方程式系による表現)

yj∂j • q(b; y) = Pj(b; y)q(b; y), j ∈ [m]

においてq(b; y) := (θu(k)ZA(b; y) : k ∈ 0 ∪ [r − 1])⊤ をGauss–Maninベ
クトルとよぶ．Pfaffian系はHA(b)のGröebner基底に対する標準形の計
算により得られる(Saito et al. 2000)．

定義 2 (M–Takayama). A = (ai j) ∈ Zd×mとb ∈ N0A =
∑
j∈[m]N0aj ⊂

Nd
0
について，N0Aに埋め込まれた有界な整数格子で半順序

v ∈ N0A and v − aj ∈ N0A ⇒ v − aj ≺ v

を備え，最大元bと最小元0を持つものをマルコフ束LA(b)と呼ぶ．

アルゴリズム 1 (M 2017). 入力: 行列A ∈ Zd×m, 十分統計量b ∈
N0A, パラメタy ∈ Rm>0, A超幾何多項式．
出力: A, bが定める(1)の分布に従うランダムベクトルu.

Step 1: t = 1, n = deg(b)とする．

Step 2: ẽ(b, b − aj ; y) = ZA(b − aj ; y)yj , ∀j ∈ [m]を計算．
Step 3: [0, 1]を比 ẽ(b, b − a1; y) : ẽ(b, b − a2; y) : · · · : ẽ(b, b − am; y)
に分割．b − aj < LA(b)のとき j番目は0.
Step 4: [0, 1]の一様乱数をとり，区間 ẽ(b, b − aj ; y)に入れば jt = j .
Step 5: deg(b − ajt) = 0であればStep 6, そうでなければt ← t + 1,

b ← b − ajtとし，Step 2.
Step 6: (u1, . . . , um), uj := |{t : jt = j, t ∈ [n]}| を出力．
Step 5でGauss–ManinベクトルをPfaffian系に現れる行列を用いて更

新することでA超幾何多項式を入力することなく同等の出力を標本経路
に沿った計算のみで得ることができる(M-Takayama, アルゴリズム2)．

A =

(
1 2 3 4
1 1 1 1

)
と最大元b =

(
6
3

)
が生成するマル

コフ束．近傍を有向辺，ある標本経路を実線で示す．

定理 1 (M–Takayama). (1)の分布に従うランダムベクトルの抽出の計算
複雑性は，有理数演算のコストをO(1)として，アルゴリズム1によれば
O(mdn), アルゴリズム2によればO(max{m, r}rn)である．
注意 1.長さNのメトロポリス連鎖の複雑性はO(max{U, |B|}N). |B| は
マルコフ基底Bのサイズ，Uは連鎖の推移において更新する成分の数．

3 統計的興味が導く多変数超幾何級数

3.1 コーダルグラフに付随するA超幾何級数

a, b, c ∈ Cに対し，Euler–Gaussの超幾何級数

2F1(a, b; c ; z) :=
∑
u≥0

(a)u(b)u

(c)u

zu

u!
, z ∈ C, (a)u := a(a+1) · · · (a+u−1)

は |z | < 1で絶対収束し，特殊値z = 1においてRe(c − a − b) > 0,
−c < N0に対し和公式がある．一方，A超幾何積分(2F1におけるEuler積
分の類似)は次の和公式を与える．

定理 2 (Sundberg 1975; M–Takayama).コーダル無向グラフG = (V, E)
が定めるグラフィカルモデルにおいて，極大クリークの状態のカウント
を与えた分布函数の規格化定数は

∑
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.

C,SはそれぞれGの極大クリーク，セパレータの集合，ν(S)は任意の完
全列におけるセパレータSの出現数，v(iV ) ∈ N0, iV ∈ IV は変数．

3.2 青本–Gel’fandの超幾何級数の一般化

青本–Gel’fandの超幾何級数はEuler–Gaussの超幾何級数の多変数版で，
(r1, r1 + r2)型は r1 × r2分割表の規格化定数として現れる．古典一変数
超幾何多項式 2k−1F2k−1−1, k ≥ 3は2k分割表の無k因子交互作用モデ
ルの交互作用を含む条件付き分布の規格化定数として現れ，k元分割表
(r1, r1+ r2, . . . , r1+ · · ·+ rk) の規格化定数を与える古典一変数超幾何級
数の多変数版を定義できる．
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