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本研究は，松原隆彦 (KEK)，日影千秋 (IPMU) 両氏との共同研究です．

1 等方的弱非ガウス確率場と宇宙論
ここではサンプルパスが滑らかな等方的弱非ガウス確率場

X(t), t ∈ E ⊂ Rn

を扱う．このような信号は，宇宙の大規模構造 (the large-scale structure
of the universe) や宇宙マイクロ波背景放射 (CMB) として観測される．
ここで弱非ガウス性は

cum(X(t1), . . . , X(tk)) = O
(
νk−2

)
, k ≥ 2, (1.1)

(ν ≪ 1) と記述される．ここではこの関係をみたすものとして，中心極
限確率場 (central limit random field)

X(t) = XN(t) =
1√
N

N∑
i=1

Z(i)(t), t ∈ E ⊂ R
n,

を考える．ただしZ(i)は滑らかなサンプルパスを持つ平均 0の等方的
i.i.d.非ガウス確率場で，関係式 (1.1) はν = 1/√Nでなりたつ．
宇宙論研究ではレベル集合 (イクスカージョン集合)

Ex = {t ∈ E |X(t) ≥ x} = X−1([x,∞))

のミンコフスキー汎関数の理論値と観測値，あるいはシミュレータによ
る値を比較し，理論の妥当性を確認する．ここで集合M ⊂ Rnのミンコ
フスキー汎関数Mj(M), j = 1, . . . , nとはMのまわりの半径ρ > 0の
チューブの体積多項式

Voln(Tube(M, ρ)) =

n∑
j=0

ωn−jρ
n−jLj(M)

の係数として定義される．ただしωjはRjの単位球の体積．Mj(M) =(n
j

)−1
ωjLn−j(M) をMの j次ミンコフスキー汎関数という．

一般に確率場が等方的の場合，

E[Lk(Ex)] =
n−k∑
j=0

[
k + j

k

]
Lk+j(E) Ξj,N(x)

がなりたつ．さらにガウス確率場の場合は関数Ξj,N(x)はエルミート多
項式を用いて陽に表されることが知られている．中心極限確率場の場合
のΞj,N(x)の導出が，ここでの問題である．

2 主結果
次の公式 (Kac-Rice公式)を出発点とする．E[X(t)] = 0, E[X(s)X(t)] =
ρ(12∥s − t∥

2), ρ(0) = 1, γ = −ρ′(0)とおく．
命題 1. (X(t),∇X(t),∇2X(t))（t固定）の密度関数pNが存在するとき，
正則条件の下で

Ξn,N(x) =

∫ ∞
x

[∫
Sym(n)

det
(
−R + γxIn

)
pN(x, 0, R)dR

]
dx.

主結果を述べるために等方的キュムラントを定義する．

cum(X(t1), . . . , X(tk)) = N
−12(k−2)κ(k)(x12, x13, . . . , xk−1,k),

ただしxab = 12∥ta− tb∥2．ここでκ(k)はZ(i)の等方的k次キュムラント，
κ
(k)
(a,b),...,(c,d)

= (∂/∂xab) · · · (∂/∂xcd)κ(k),またHk(x)をエルミート多項
式とする．
定理 2.N →∞のとき，正則条件の下で

γ−n/2Ξn,N(x) =
ϕ(x)

(2π)n/2

(
Hn−1(x) +

1√
N
∆1,n(x) +

1

N
∆2,n(x)

)
+ o(N−1),

ただし

∆1,n(x) =
1
2γ
−2κ11n(n − 1)Hn−2(x)− 12γ

−1κ1nHn(x) +
1
6κ0Hn+2(x),

∆2,n(x) =
(
−16γ

−3(3κ̃a111 + κ̃
d
111) +

1
8γ
−4κ211(n − 7)

)
n(n − 1)(n − 2)

×Hn−3(x) +
(
1
8γ
−2(κ̃aa11(n − 2) + 4κ̃a11(n − 1))

− 14γ
−3κ1κ11(n − 1)(n − 4)

)
nHn−1(x)

+
(
−14γ

−1κ̃1 +
1
24γ
−2(3κ21(n − 2) + 2κ0κ11(n − 1)))nHn+1(x)

+
(
1
24κ0 −

1
12γ
−1κ0κ1n

)
Hn+3(x) +

1
72κ
2
0Hn+5(x).

ここでκ0 = κ(3)(0), κ1 = κ(3)(12)(0), κ11 = κ
(3)
(12),(13)

(0), κ̃0 = κ
(4)(0),

κ̃1 = κ
(4)
(12)
(0), κ̃a11 = κ

(4)
(12),(13)

(0), κ̃aa11 = κ
(4)
(12),(34)

(0), κ̃d111 =

κ
(4)
(12),(13),(14)

(0), κ̃a111 = κ
(4)
(12),(13),(24)

(0).

3 カイ2乗確率場
Z(i)(t), t ∈ E ⊂ R4を平均0，E[Z(i)(s)Z(i)(t)] = ρZ(12∥s − t∥2) s.t.
ρZ(0) = 1, ρ

′
Z(0) = −g < 0の等方的ガウス確率場とし，中心極限確率

場を構成する．

Y (t) = YN(t) =
1√
2N

N∑
i=1

(
Z(i)(t)

2 − 1
)
.

1 2 3 4 5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.1

1 2 3 4 5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.1

1 2 3 4 5

-0.03

-0.02

-0.01

0.01

0.02

左: 期待EC (点線: N = 10, 破線: N = 100, 実線: N =∞)
中: 期待EC, N = 100 (一点鎖線: 真値, 点線: ガウス近似, 破線: 1次近似, 実線: 2次
近似)

右: 真値からの乖離, N = 100 (点線: ガウス近似, 破線: 1次近似, 実線: 2次近似)
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