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背景：動的モード分解

動的モード分解 (DMD)は行列分解に基づいて多次元（時）系列データからダイナ

ミクスを抽出する手法である [1]．D次元のデータ系列{yt}Tt=1の時間発展が未知の
ダイナミクスf ∶ CD → CDによってyt = f(yt−1)と書けるとすると，DMDはfを
近似する線形ダイナミクスA ∈ CD×DのK組の固有対{λk, wk}Kk=1を効率的に計算
することができる．

DMDのアルゴリズム

1. データ行列の作成

D × (T − 1)行列Y 0 = (y1, . . . , yT−1), Y 1 = (y2, . . . , yT)を定義．線形ダイナミ
クスはY 1 =AY 0と書ける．

2. 主部分空間とその上でのダイナミクスの推定

KランクのSVDを実行し（Y 0 ≈ UKLKV ∗K），以下のK ×K行列Ãを考
える：

Ã ∶= U ∗KY 1V KL−1K (≈ U ∗KY 1Y
−
0UK ≈ U ∗KAUK).

Ãは主部分空間上の時間発展行列と解釈できることに注意．

3. 固有値分解

主部分空間上の時間発展行列の固有値分解Ãw̃k = λkw̃kを計算．

4. もとの空間上の固有対に変換

AのK組の支配的な固有対を{(λk, UKw̃k)}Kk=1として得る．

事前準備：変分行列分解

変分行列分解 (VMF)はSVDライクな行列分解を変分ベイズ的に実現する方法であ

る [3]．VMFの確率モデルは行列複素正規分布MCNによって
p(Y ∣UK, V K) =MCN (Y ∣UKV ∗K, ID, s2IT),
p(UK) ∼MCN (UK ∣O, I, CU), p(V K) ∼MCN (V K ∣O, I, CV ),

と与えられ，ここでCU , CVは対角行列，s2は等方的なノイズの強さを決める分散

パラメータである．p(UK, V K ∣Y ) ≈ r(UK)r(V K)と事後分布の独立性を仮定する
ことで変分事後分布r(UK), r(V K)を推定するための次の更新則を導出できる：

r(UK) =MCN (UK ∣ŪK, ID, Σ̄U), r(V K) =MCN (V K ∣V̄ K, IT , Σ̄V ),
Σ̄−1U =C−1U + s−2(T Σ̄V + V̄

∗
KV̄ K), Σ̄−1V =C−1V + s−2(DΣ̄U + Ū

∗
KŪK),

ŪK = s−2Y V̄ KΣ̄U , V̄ K = s−2Y ∗ŪKΣ̄V .

この更新則によって得られるr(UK)は主部分空間への射影行列の確率表現と解釈
できる．また更新則は少し複雑になるものの，VMFは欠測のあるデータにも適用

可能である．

提案法: BDMD-VMF

本研究ではVMFに基づくDMDのベイズ的拡張，BDMD-VMFを開発した．DMD

は t時点目のデータytに対して

yt ≈
K

∑
k=1

λt−1
k wkbk, t = 1, . . . , T,

の近似が良くなるようなλk ∈ C, wk ∈ CDを求めることになる．ここでbkはk番目
のモードの強度を決める係数である．DMDのアルゴリズムでは，Ã ∈ CK×Kの固
有対{(λk, w̃k)}Kk=1によってもとの空間におけるダイナミクスA ∈ CD×DのK組の
固有対を{(λk, UKw̃k)}Kk=1と得た．そこで上のytの近似式を

yt ≈ UK

K

∑
k=1

λt−1
k w̃k, t = 1, . . . , T, (1)

と書き換える．ここでw̃k ∈ CKはwkbk = UKw̃kを満たすベクトルである．まず (1)

式を平均とする複素正規分布CNによって尤度を定義する：

p(yt∣UK,{λk},{wk}, σ2) = CN (yt ∣UK

K

∑
k=1

λt−1
k w̃k, σ2I) . (2)

UKは主部分空間への射影行列であるため，事前分布としてVMFの変分事後分布

r(UK)を採用する．ガウス型の事前分布r(UK)によって尤度 (2)からUKの解析的

な周辺化が可能となり，以下のBDMD-VMFの尤度を得る．

BDMD-VMFの尤度（欠測のない場合）

データ行列Y ∈ CD×Tに欠測がない場合，BDMD-VMFの尤度は以下のように

書ける：

p(Y ∣{λk},{w̃k}, σ2) =
T

∏
t=1
CN (yt∣ȳt, σ

2
t ID).

ここで各パラメータは

gt = ∑K
k=1 λt−1w̃k, σ−2t = σ−2(1 − g∗t Σ̃(t)−1U gt),

ȳt = σ−2σ2
t ŪKΣ̄−1U Σ̃(t)U gt, Σ̃(t)−1U = σ−2g∶tg

∗
∶t + Σ̄U .

BDMD-VMFにはいくつかの特筆すべき性質がある．

パラメータ数は2K(K + 1) + 1
入力次元Dにもサンプル数Tにも依存しない

欠測のあるデータにも適用可能

VMFが欠測をうまく扱えるため

ただし尤度の式は少し複雑になる

時刻 tに依存しないパラメータによる条件付き独立性yt á yt′ ∣ {λk},{w̃}, σ2が
t ≠ t′において成り立つ

タイトな予測分布をもたらす

実験

非線形編微分方程式である非線形シュレーディンガー方程式およびバーガース方

程式からデータを生成し，DMD, Bayesian DMD [2], BDMD-VMFによるダイナ

ミクスの推定と再構成を行った (Figure 1, 2)．

Bayesian DMDがバーガース方程式において再構成に失敗している一方，

BDMD-VMDはうまくダイナミクスを捉えられていることがわかる．

BDMD-VMFのモデルは最低限のパラメータのみによって成り立つため，安定し

た推定に多くの観測値を必要としないことがこの違いの要因である．

次にHuGaDBデータセット [4]から，脚に着けられたジャイロセンサによって得

た自転車運転のデータを用いて欠測を含むデータを作成した．BDMD-VMFは時

間発展をうまく捉えており，非常にタイトな予測分布をもたらしている．

むすび

本研究ではDMDの新たなベイズモデルであるBDMD-VMFを提案した．BDMD-

VMFは少量の本質的なパラメータのみによってモデリングされ，欠測データの扱

いやタイトな予測の点で優れている．今後の主要な研究課題として，高速なパラ

メータ推定法の開発やモデルの非線形拡張が挙げられる．本研究は日野英逸教授

（統数研），庄野逸教授（電通大）との共同研究である [5]．
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(a) Original (b) DMD (c) Bayesian DMD (d) BDMD-VMF

Figure 1.非線形シュレーディンガー方程式に対する再構成結果 (D = 256, T = 256, K = 4).
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Figure 2.バーガース方程式に対する再構成結果 (D = 256, T = 31, K = 7).
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Figure 3.ジャイロセンサデータに対する再構成結果の一部 (D = 18, T = 150, K = 2)．点線は真の
データ，マーカーは実際の入力データを表す．グレーと赤でハイライトされた領域はそれぞれ

Bayesian VAR(2)モデルとBDMD-VMFによる95%信用区間．


