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【極端事象】
確率統計で扱うランダムな現象を数値で表したとき、極めて大きい、或
いは小さい場合（極端事象）が関心の対象になることがある。数学とし
ての興味の対象は、そのランダムな現象を表す確率分布関数 F (x) のx
が極端に大きいとき（F の上端点 xF = sup{x : F (x) < 1}（無限と有
限の両方がありうる）に近いとき）の挙動（遠方での挙動という）であ
り、現実の世界では、豪雨や巨大地震のような甚大災害に代表される、
滅多に起こらないが、一旦起こると多大な影響を及ぼす現象が関心の対
象になる。

【遠方での挙動の表す方法】
確率変数Xの分布（関数） F (x) = Pr(X ≤ x) に対し、

F (x) := 1− F (x) = Pr(X > x)

を分布 F の裾（確率）(tail)という。裾はxの関数として、x以上の事象
が起こる確率を表し、以降、上限が無限の場合（すべての x に対して、
F (x) > 0 ）を考える。F (x) は x → ∞ のとき 0 に近づくが、この収束
の速さが速いとき、裾が軽い(light tail)、遅いとき、裾が重い(heavy tail)
という。裾が軽い分布に従う現象では、極端に大きな事象が起こりにく
く、裾が重い分布に従う現象では、極端に大きい事象が起こりやすい。
コーシー分布のように裾がべきオーダーの分布は裾が重い、正規分布の
ように、任意の次数のモーメントに加え、任意の次数の指数モーメント
を持つ(有限)分布は裾が軽いということが一般的である。　さて、裾確
率は確率分布の遠方での挙動を表す手段としてもっともよく用いられる
が、分布が絶対連続である場合には、密度関数を使うことができる。こ
の場合、絶対連続性を仮定するぶん、対象が限定される反面、より精密
な挙動を捉えることができる利点がある。

【長い裾と劣指数的裾】
分布の遠方の性質に関する概念、長い裾(long-tailed) と劣指数的(subex-
ponential)は、それぞれ次のように定義される（台は非負としておく）。

任意の実数 k に対し、 lim
x→∞

F (x + k)/F (x) = 1.

lim
x→∞

F ∗ F (x)/F (x) = 2.

ここで、∗は分布の畳込み＝確率変数での独立和を表す。
パレート分布や片側安定分布は裾が長く、正規分布や指数分布の裾は長
くない。一般に裾が長い分布は裾が重いといってよい。劣指数的であれ
ば、裾が長いことが知られているが、普通にみられる多くの裾が長い分
布は劣指数的である。
こうした裾の性質は、漸近的に等しいなものに共通であること

が知られている（関数 f (x) と g(x) が漸近的に等しいとは、
limx→∞ f (x)/g(x) = 1 となるときをいい、f (x) ∼ g(x) であらわす）。

【無限分解可能分布とそのレヴィ測度の遠方での関係】
µ が無限分解可能分布とは、任意の自然数 n に対して、分布 µn で

µ̂(z) = (µ̂n(z))
n

となるものがとれるときをいう。ここで、µ̂(z)は µの特性関数（フーリ
エ変換）である。正規分布、コーシー分布、複合ポアソン分布など多く
の分布が無限分解可能である。正の台をもつものに限れば、その特性関
数は、次のようにかける。

µ̂(z) = exp

(∫ ∞

0
(eizx − 1)ν(dx) + iγ0z

)
,

ここで、 γ0 ∈ [0,∞) で 測度 ν はレヴィ測度と呼ばれ、 [0,∞) 上の
ν({0}) = 0 と

∫∞
0 (1 ∧ x)ν(dx) < ∞.を満たす。

無限分解可能分布とそのレヴィ測度の関係について、以下では、µと
ν の遠方 (x → ∞) での挙動の比較を考える。この問題では、劣指数性
をもつ分布と関連した次の結果が有名である。

定理１([1]) 次の３つは同値である。

(i) 無限分解可能分布 µ が劣指数的である。
(ii) レヴィ測度 ν を正規化した分布が劣指数的である。
(iii) µ と ν の裾が漸近的に等しい
（µ̄(x) ∼ ν̄(x): limx→∞ µ̄(x)/ν̄(x) = 1）。

ランダムウオークで足し合わせる確率変数の数をポアソン分布に従
う独立な確率変数にしたときの分布が複合ポアソン分布で、その特性関
数は、 γ0 = 0 で ν の全測度がポアソン分布の平均、νを全測度で割っ
て正規化した確率分布が複合される独立同分布確率変数列の共通分布に
なる。
同様の問題を絶対連続なレヴィ測度を持つ複合ポアソン分布に対し

て考察する。準備として、密度関数に対する劣指数性等を定義する。

【定義：長い裾を持つ関数、密度関数、劣指数的確率密度】
(i) 実数上の非負可測関数 g(x) が L に属するとは、
任意の k ∈ R に対して、g(x + k) ∼ g(x) となるときをいう。

(ii) 実数上の確率密度関数 g(x) が Ld に属するとは、
g(x) ∈ L のときをいう。

(iii) 実数上の確率密度関数 g(x) が Sd に属するとは、
g(x) ∈ Ld かつ g2⊗(x) ∼ 2g(x) となるときをいう.

µ を絶対連続なレヴィ測度 ν をもつ R+ := (0,∞) 上の複合ポアソ
ン分布とする。λ := ν((0,∞)) ∈ (0,∞) とおき、ν(dx) = λϕ(x)dx とす
る。t > 0 に対し、複合ポアソン和の確率密度関数 pt(x) を次のように
定める。

pt(x) := (eλt − 1)−1
∞∑
n=1

(λt)n

n!
ϕn⊗(x).

p(x) := p1(x) とする。このとき、

µt∗(dx) = e−λtδ0(dx) + (1− e−λt)pt(x)dx.

確率密度 p(x) と確率密度 ϕ(x) に関する性質、すなわち以下の条件
の関係性を考察する。

(a) p(x) ∈ Sd.
(b) ϕ(x) ∈ Sd.
(c) ϕ(x) ∈ Ld かつ(1− e−λ)p(x) ∼ λϕ(x).
(d) ϕ(x) ∈ Ld かつp(x) ∼ Cϕ(x) となる C > 0 がある。

定理２ ([2])
(i) (a) ならば (b) が成り立つ。
(ii) (c) と (d) は同値であり、(c) ならば (a) である。
(iii)

∫∞
0 (ϕ(x))2dx < ∞を仮定する。このとき、(b)ならば (c)が成り

立つ。
従って、仮定

∫∞
0 (ϕ(x))2dx < ∞ の元(a)-(d) は全て同値である。

注意　仮定
∫∞
0 (ϕ(x))2dx < ∞を満たさなければ、(b)を満たすが (c)

とはならない場合がある。
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