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分散不均一なガウス確率場に対するチューブ法
栗木　哲 数理・推論研究系　教授

本発表は，竹村彰通 (客員教授，滋賀大教授)，Jonathan E. Taylor (Pro-
fessor of Stanford Univ.) 両氏との共同研究 [1] に基づきます．

1 半径が不均一なチューブ

MをRnの単位球面Sn−1のd次元C2閉部分多様体とし，ξ ∼ Nn(0, In)を
もちいてMを添字集合とする2つの確率場を定義する．

X(u) = σ(u)⟨u, ξ⟩, Y (u) = σ(u)
〈
u, ξ/∥ξ∥

〉
, u ∈ M.

X(·)は平均 0，分散Var(X(u)) = σ(u)2，相関構造Corr(X(u), X(v)) =
⟨u, v⟩のガウス確率場である．目的は確率場X(·)の最大値分布

P
(
max
u∈M

X(u) > c

)
(cが大きいとき)

の近似を与えることである．
まずξとξ/∥ξ∥が独立に分布することから

P
(
max
u∈M

X(u) > c

)
= E

[
P
(
max
u∈M

Y (u) >
c

∥ξ∥
| ∥ξ∥

)]
.

さらにξ/∥ξ∥ ∼ Unif
(
Sn−1

)であるから
P
(
max
u∈M

Y (u) > b

)
= P

(
∃u ∈ M, Y (u) > b

)
=

1

Ωn
Voln

(
(M)b/σ

)
,

ここでΩn = Voln−1
(
Sn−1

)
= 2πn/2/Γ(n/2)，また

(M)f =
{
w ∈ M | ∃u ∈ M, ⟨u,w⟩ > f (u)

}
はMのまわりのチューブ状領域．maxu∈M X(u)の分布はこのチューブ
の体積を通して導出することができる（チューブ法）．
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図1. チューブ(M)b/σ (左：均一分散，中央，右：不均一分散)

2 チューブの体積公式と最大値の分布

MをRnから誘導される計量gijを持ったリーマン多様体と考える．共変
微分を∇で表す．ℓ(u) = log σ(u), cij = −∇i∇jℓ + ∇iℓ∇jℓ, G = (gij),

C = (cij), G̃ = (g̃ij) = G + C, G−1 = (gij), G̃−1 = (g̃ij)などとお
く．曲率テンソルをRij,klとする．有限集合I (n = |I|は偶数) に対し
てΠ(I) = {(π1, . . . , πn) | {π1, . . . , πn} = I, π1 < π2, . . . , πn−1 < πn},
Πn = Π({1, . . . , n})とおく．
定理 2.1 (チューブの体積). duをMのu ∈ Mにおける体積要素とする．
定数bc < maxu∈M σ(u)が存在し，b ≥ bcについて

P
(
max
u∈M

Y (u) > b

)
=

d∑
e=0

1

(2π)e/2Ωd−e+1

∫
M

det(I + CG−1)

(1 + ∥∇ℓ∥2)
1
2(d−e+1)

× B̄1
2(d−e+1),12(n−d+e−1)

(
1 + ∥∇ℓ∥2

σ2
b2
)
ζe(u) du.

B̄a,b(·)はベータ分布の上側確率，eが奇数のときζe(u) = 0，偶数のときは

ζe(u) =
∑

I⊂{1,...,d}, |I|=e

1

(e/2)!

∑
π,τ∈Π(I)

sgn

(
π
τ

)
R̃τ1τ2
π1π2 · · · R̃

τe−1τe
πe−1πe,

R̃kl
ij =

d∑
m,n=1

(
Rij,mn −

(
gimgjn − gingjm

))
g̃mkg̃nl.

定理 2.2 (チューブ法). c → ∞のとき，

P
(
max
u∈M

X(u) > c

)
=

d∑
e=0

1

(2π)e/2Ωd−e+1

∫
M

det(I + CG−1)

(1 + ∥∇ℓ∥2)
1
2(d−e+1)

× Ḡd−e+1

(
1 + ∥∇ℓ∥2

σ2
c2
)
ζe(u) du +O(Ḡn(c

2/b2c)).

ただしḠν(·)は自由度νのカイ2乗分布の上側確率．
σ(u)がその最大値σ0 = maxu∈M σ(u)を達成する点uの集合M0 がd0

次元のC2多様体をなすとする．チューブ法公式の主要項 (e = 0の項)を
ラプラス近似して以下を得る．
定理 2.3 (ラプラス近似). du0をM0の体積要素とする．c → ∞のとき，

P
(
max
u∈M

X(u) > c

)
∼ 1

Ωd0+1

∫
M0

det(I + CG−1)
1
2

trd−d0(CG−1)
1
2

du0 Ḡd0+1(c
2/σ20).

ただしtrd0(·)は固有値のd0次基本対称式．

3 例題：ウィシャート行列の最大固有値

ウィシャート行列Wp(ν,Λ)の最大固有値は，ガウス行列の最大特異値

s1 = max
∥v∥=∥w∥=1

v⊤Λ
1
2Ξw, Ξ = (ξij)p×ν, ξij ∼ N (0, 1) i.i.d.

の2乗である．s1はガウス確率場の最大値であるのでチューブ法が適用
できる．
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Λ = diag(1, 1) Λ = diag(1, 3/4) Λ = diag(1, 1/4)

図2. ウィシャート行列W2(4,Λ)の最大固有値の上側確率
(—: シミュレーション (10000回), · · · : チューブ法, −−: ラプラス法)

A 行列式に対するWick公式

以下の補題は第2基本形式と曲率テンソルの関係 (ガウス方程式)の一般
形であり，定理2.1の証明に用いられる．
補題 A.1.H = (hij)をd × dの平均0の正方ガウス行列とする．sij;kl =
E[hikhjl − hilhjk]とおく．dが偶数のとき，

E[det(H)] =
1

(d/2)!

∑
π,τ∈Πd

sgn(π) sgn(τ )sπ1π2;τ1τ2sπ3π4;τ3τ4 · · · sπd−1πd;τd−1τd.
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