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【極端事象】
ランダムな現象に伴う数値において、値が極めて大きいあるいは小さい
事象を極端事象という。現実問題として、極端事象は大変珍しい事象な
ので、ないものとして扱ってかまわない場合が少なくない。しかし、そ
れとは逆に極端事象こそが意味を持つ場合も多くある。強い台風、大雨
に伴う洪水や河川の氾濫、巨大地震など近年多発する甚大災害はその典
型で、その対策の重要性は言うまでもないが、数多くの雨や地震のうち、
災害を引き起すのは、ごく少数の極端に大規模なものだけである。この
ようにランダムな現象全体というよりもそのごく一部のみが重要となる
状況を考えたい。

【確率分布の裾】
ランダムな数値をあらわす確率変数Xの分布（関数）F (x) = Pr(X ≤ x)
に対し、

F (x) := 1− F (x) = Pr(X > x)

を分布 F の裾(tail)という。裾はxの関数として、x以上の事象が起こる
確率を表し、以降、上限が無限の場合（すべての xに対して、F (x) > 0
）を考える。F (x) は x → ∞ のとき 0 に近づくが、この収束の速さが
速いとき、裾が軽い(light tail)、遅いとき、裾が重い(heavy tail)という。
確率密度関数を見ただけでは同じように見える正規分布とコーシー分布
だが、裾の挙動（x → ∞のときの0への収束の様子）は全く違い、正規
分布の裾は速く、コーシー分布の裾はゆっくりと 0にいく。正規分布の
ような裾の軽い分布は、極端に大きい、或いは小さい値をとる確率が少
ないため、その分布に従う独立確率変数列に対して、大数の法則や中心
極限定理が成り立つ。一方で、コーシー分布のような裾が重く、極端な
値を取りやすい分布に対してはそのような定理は成り立たない。また、
裾の重い分布と軽い分布では同じような大きさの値をとってもその値に
違いが出る。標準正規分布表をよくみれば気が付くが、正規分布に従う
乱数のうち、大きいもの、たとえば 2以上或は 3以上のものの小数点一
桁目（さらには２つ目以降の数字）以下の数字は0や 1のような小さい
数ほど多く、8 や 9 のような大きい数は少ない。この傾向は乱数の数値
が大きくなるに従って強くなり、やがて小数点以下の数字、さらには２
つ目以降の数字のほとんどは 0になる。一方、重い裾をもつ分布ではこ
のようなことは起きず、コーシー分布では、数値が大きくなると小数点
以下にはどの桁にも 0, 1, . . . , 9 の数字が等しく現れるようになる。数値
の頭から二つ目以降の数字の現れ方についても、正則変動する裾を持つ
分布に対して次の定理が成り立つ。

定理１([1]) 分布 F が指数 −α(< 0)の正則変動をする裾を持つ、す
なわち、任意の λ > 0 に対して、

lim
x→∞

F (λx)

F (x)
= λ−α

を満たすと仮定する。X を分布 F に従う確率変数とし、N を X の桁
数、K を X の先頭の数とし、Y = 10−N+1X −K とおく（X の先頭の
数字を除き、それ以外を [0, 1) に写したもの）。このとき、0 ≤ x ≤ 1 に
対し、

lim
n→∞

P (Y ≤ x|K = k,N = n),=
1− (1 + x

k)
−α

1− (1 + 1
k)

−α
k = 1, 2, . . . , 9.

コーシー分布は α = 1 の場合に当たり、コーシー分布のような正則
変動する裾を持つ分布に従う確率変数の極端に大きな実現値は、その先
頭の数（0, 1, . . . , 9）によって、二つ目以降の数の分布が異なる特定の分
布に収束する。

後半では前半とは別の無限分解可能分布の裾の研究を紹介する。

【無限分解可能分布とそのレヴィ測度の遠方での関係】
µ が無限分解可能分布とは、任意の自然数 n に対して、分布 µn で

µ̂(z) = (µ̂n(z))
n

となるものがとれるときをいう。正規分布、コーシー分布、複合ポアソ
ン分布など多くの分布が無限分解可能である。ここで、µ̂(z) は µ の特
性関数（フーリエ変換）である。正の台をもつものに限れば、その特性
関数は、次のようにかける。

µ̂(z) = exp

(∫ ∞

0
(eizx − 1)ν(dx) + iγ0z

)
,

ここで、 γ0 ∈ [0,∞) で 測度 ν はレヴィ測度と呼ばれ、 [0,∞) 上の
ν({0}) = 0 と

∫∞
0 (1 ∧ x)ν(dx) < ∞.を満たす。複合ポアソン分布では

γ0 = 0で ν の全測度がポアソン分布の平均、νを全測度で割って正規化
した確率分布が複合される確率分布になる。
無限分解可能分布とそのレヴィ測度の遠方での挙動の比較を考える。

この問題には、分布の劣指数性（Subexponentiality: limx→∞F ∗ F (x)/F (x) =
2 となる [0,∞)上の分布で、べき法則など重い裾を意味する。∗は分布
の畳込み＝確率変数での独立和を表す。）と関連した有名な結果とし
て、次の三つが同値であることが知られている(Embrechts et al.(1979))。
(i) 無限分解可能分布 µ が劣指数的である。 (ii) レヴィ測度 ν を正
規化した分布が劣指数的である。(iii) µ と ν の裾が漸近的に等しい
（limx→∞ µ(x)/ν(x) = 1）。
このような無限分解可能分布とそのレヴィ測度の遠方での対応を、劣

指数的分布以外に対しても考え、劣指数分布を拡張した

lim sup
x→∞

F ∗ F (x)/F (x) < ∞

で定義されるO(オー)-劣指数的分布OS を導入した。O-劣指数的分布に
は、劣指数的な分布の他、逆正規分布のような畳込み同値分布（2より
大きい極限 limx→∞F ∗ F (x)/F (x)をもつ）などがあり、この分布族に
対して、次の定理が成り立つ。

定理２([2])
(i) µ ∈ OS : lim supx→∞F ∗ F (x)/F (x) < ∞,
(ii) ある自然数 n に対して νn∗1 ∈ OS , ここで ν1 = 1{x>1}ν/ν(x).
(iii) ある自然数 n に対して µ(x) ≍ νn∗(x):

(0 < lim infx→∞ µ(x)/νn∗(x) ≤ lim supx→∞ µ(x)/νn∗(x) < ∞).

現在、無限分解可能分布が劣指数性を持つ確率密度を持つ場合に対
して、研究中である。劣指数的確率密度(Subexponential density) の定義
のみ示しておく。密度関数 p(x) の裾が長い(long-tailed)とは、任意の実
数 λに対して、limx→∞ p(x+λ)/p(x) = 1を満たすときをいい、さらに、
裾が長い密度関数 p(x) が 劣指数的とはp2⊗(x) ∼ 2p(x)(⊗ は畳み込み)
を満たすときをいう。このような密度に対する仮定は考察対象を狭める
半面、密度の漸近的性質は裾確率のそれよりも詳細な情報をもつ点で意
義がある。
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