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期待ミンコフスキー汎関数の摂動展開とその応用
栗木　哲 数理・推論研究系教授

本発表は，松原隆彦氏 (KEK) との共同研究 ([1], [2]]) に基づきます．

1 確率場とミンコフスキー汎関数

ベクトルの添字を持つ確率変数X(t), t ∈ T ⊂ Rnを確率場という．ここ
では等方的な確率場だけを考える．図1 (左) は次元nが2のときの確率
場（平面データ）である．

図1. 確率場の例 (左)，そのエクスカーション集合 (右)

確率場が閾値xよりも大きい値をとる添字領域をエクスカーション集合
Txという (図1 (中央))．エクスカーション集合Txのミンコフスキー汎関
数Mj(Tx)に基づくデータ解析を行う．

定義.閉集合M ⊂ Rnのまわりの半径ρのチューブ領域の体積は，ρのn

次多項式となる（スタイナーの公式）．多項式のρjの係数を適当に基準
化した量をMのj次ミンコフスキー汎関数Mj(M)，多項式のρn−jの係
数を適当に基準化した量をj次リプシッツ・キリング曲率Lj(M)という．

図2. 集合Mのまわりの半径ρのチューブ

2 ガウス性の検定とCMBデータ

Mj(Tx)は分布形の検定として用いることができる．
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図3. ガウス確率場 (左) と非ガウス確率場 (右)

図4の宇宙マイクロ波背景放射は，天空の全方位から観測されるマイク
ロ波で，宇宙の温度ゆらぎを計測している．インフレーション理論によ
り，等方的ガウス場φ(t)の汎関数（摂動展開）と考えられている：

X(t) = a0 + a1φ(t) + a2φ
(2)(t) + a3φ

(3)(t) + · · · , t ∈ R3,

ただしφ(j)はφのj次形式．

図4. 宇宙マイクロ波背景放射 (CMB) http://planck.cf.ac.uk/

ミンコフスキー汎関数を使って，これがガウス確率場か，あるいはどの
ような非確率場かを同定し，それを初期宇宙モデルの選択に用いる．

3 弱非ガウスのもとでの期待ミンコフスキー汎関数

確率場X(t)の非ガウス性はキュムラント母関数で記述できる：

logE
[
exp

(∫
T
θ(t)X(t)dt

)]
=

∑
k≥2

1

k!

∫
T k

θ(t1) · · · θ(tk)cum(X(t1), . . . , X(tk))dt1 · · · dtk.

等方性確率場の場合のk次キュムラント（k点相関関数）は，k点のペア
ワイズ距離の関数となる：

cum(X(t1), . . . , X(tk)) = νk−2κ[k]
(
1
2∥ti − tj∥2i<j

)
, ν ≪ 1.

定理.X(t)を上記のキュムラントを持つ平均0，分散1のT ⊂ Rn上の滑
らかな確率場とする．漸近展開可能なオーダsの範囲で
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]
Lk+d(T ) Ξd(x) + o(νs), k = 0, 1, . . . , n,

ただし

Ξn(x) =γ
n/2(2π)−n/2ϕ(x)×

(
Hn−1(x) + ν∆1,n(x) + ν2∆2,n(x) + · · ·

)
,

∆1,n(x) =
1
2γ

−2κ11n(n− 1)Hn−2(x)− 1
2γ

−1κ1nHn(x) +
1
6κ0Hn+2(x),

ϕ(x)：N(0, 1)の密度関数，Hn(x)：エルミート多項式，γ = −dκ[2](x)
dx |x=0，

κ0 = κ[3](0, 0, 0), κ1 =
dκ[3](x12,0,0)

dx12
|x12=0, κ11 =

d2κ(x12,x13,0)
dx12dx13

|x12=x13=0,
∆2,n(x)は [1] を参照．

本定理は，J. Taylor の Gaussian Kinematic Formula (GKF) の一つの一
般化である．

4 シミュレーションデータとの比較 (Matsubara 2010)

CMBモデルの一例：

X(t) = φ(t) + fNL
(
φ(t)2 − E[φ(t)2]

)
+ gNLφ(t)

3.

ここでφ(t)はSachs-Wolfeモデルに従う平均0のガウス確率場．非ガウス
確率場X(t)にさらにガウシアンフィルタを適用する．
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図5. ミンコフスキー汎関数のシミュレーション平均（点プロット）と理論平均（実線）
繰返し数100,000回, Mj(Tx), j = 0 (左), j = 1 (中央), j = 2 (右)

下段は摂動修正項 (∆1,nと∆2,nの寄与) だけをプロット
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