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概要

流体運動を記述するNavier-Stokes方程式を，その定常流の周りで線形化
すると，定常流からの変動が従うStokes-Oseen方程式が導かれる．この
方程式に対して，フィードバック制御を加えて流れを安定化したい．現
実的には，流域中の運動状態は空間上部分的にのみ観測可能であるから，
状態フィードバックではなく，(観測から状態を推定する)オブザーバ併
合フィードバックを追求するのが好ましい．
先行研究であるSakawa 1983では，自己共役なシステム作用素を有す

る放物型無限次元システムを対象とした，減衰が遅い有限個の固有成分
を推定するオブザーバに基づくフィードバックによる方法によって，制
御スピルオーバー・観測スピルオーバーの影響に耐えつつ，システムを
安定化できることが示された．本研究ではStokes-Oseen方程式のように，
システム作用素が非自己共役である場合への，当手法の拡張を行った．

安定化問題

Navier-Stokes方程式
∂U

∂t
=

1

R
∆U − (U ·∇)U −∇P,

∇ ·U = 0
in Ω× (0,∞)

Ω ⊂ Rd:d次元有界領域, d = 2, 3, R:Reynolds数
U (x, t) ∈ Rd, P (x, t) ∈ R, ((x, t) ∈ Ω× (0,∞)):流速と圧力

定常Navier-Stokes方程式 0 =
1

R
∆US − (US ·∇)US −∇PS,

∇ ·US = 0
in Ω

US(x) ∈ Rd, PS(x) ∈ R, (x ∈ Ω):定常流の流速と圧力

Stokes-Oseen方程式(安定化の対象)
∂u

∂t
=

1

R
∆u− (US ·∇)u− (u ·∇)US −∇p,

∇ · u = 0
in Ω× (0,∞)

(u, p)
∆
= (U −US, P − PS) (非線型項−(u ·∇)uは無視されている)

制御目的: Stokes-Oseen方程式に制御入力項を加えて，指数的に(u, p) →
0 (t → ∞)としたい;

∥u(·, t)∥, ∥p(·, t)∥ ≲ exp(−σt) (σ > 0 : given)

制御手法

Stokes-Oseen方程式(+ 制御入力項)と観測方程式を次の形にまとめる：
du

dt
= Au +Bf,

y = Cu
where

Bf (x, t)
∆
=

r∑
k=1

bk(x)fk(t),

Cu(t)
∆
=
(
⟨u(·, t), c1⟩, . . . ,

⟨
u(·, t), cp

⟩)T
(Stokes-Oseen方程式を含む)放物型分布定数系と呼ばれる偏微分方程

式のクラスにおいては，
•システム作用素Aの作用を固有成分の和に分解可能(≓対角化可能);

Au =

∞∑
i=1

λiuiϕi where

{(λi, ϕi)}i∈N : Aの固有値問題の解,{(
sλi, ϕ

∗
i

)}
i∈N : Aの随伴A∗の固有値問題の解,

ui(t)
∆
= ⟨u(·, t), ϕ∗i ⟩

(Sakawa 1983ではAは自己共役，従ってϕi = ϕ∗i )

• (各成分の時間的指数減衰度に対応する)固有値λiは，C上集積せず，

{λi}i ⊂ {λ ∈ C : |arg(λ− λ0)| > δ} for some δ ∈
(π
2
, π

)
, λ0 > 0

→目標減衰度−σよりも遅い固有成分は高々有限個，最初の l個だけ！

方針(仮):

有限個の固有成分{ui}i=1,...,lのみを対象として安定化を施せば良さそう;

有限個の固有成分x1(t)
∆
= (u1(t), . . . , ul(t))

T:

dx1
dt

= A1x1 +B1f

(ただし，A1, B1はA,Bを有限次元空間に射影して得られる行列)を推定
する l次元オブザーバz1:

dz1
dt

= A1z1 +B1f +G(y − C1z1)

をフィードバックする：

f = Fz1.

x1 (l dim.)

stable (∞ dim.)

Plant

z1 (l dim.)

ここで，F,Gは有限次元制御理論における極再配置に関する方法に
基づき，所望の安定性を達成するように設計．

スピルオーバーへの対処

上記の方針(仮)では，以下によって所望の安定性が達成されない可能性
がある；

制御スピルオーバー : 上記のフィードバック入力fによって，元から安
定だった無限個の固有成分の安定性が悪化する効果.

観測スピルオーバー : 観測y = Cuには，x1だけではなく無限個の固有
成分からの寄与が含まれることから，オブザーバの推定誤差z1−x1が
設計の狙い通りに減衰しない効果.

方針(改め)

元から安定な固有成分を幾つか推定して，オブザーバに入る信号yにお
ける安定成分の寄与を軽減する;

n > lとして,(n−l)個の安定成

分x2(t)
∆
= (ul+1(t), . . . , un(t))

T;

dx2
dt

= A2x2 +B2f

を推定する(n−l)次元フィルタz2:

dz2
dt

= A2z2 +B2f

を導入し，オブザーバ z1を改め
る;

x2 ((n− l) dim.)

x1 (l dim.)

stable (∞ dim.)

Plant

z1 (l dim.)

z2 ((n− l) dim.)

dz1
dt

= A1z1 +B1f +G(y − C1z1 − C2z2)
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