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監 修者の序

情報化時代はコシピュータが立佼者であると見ちれている.これは，コソ

ピュータのもつある特種な能力の偉大さの認識とコシピュータという「も

の」が自に見えるせいでもあろう.立派な研究所といっても内容がわかるわ

けでないから門外漢には偉大な研究を包む立派な建物しか自にうつらないの

と似ている?たしかに，コシピュータの能力は，ある一面では非常にすぐれ，

これをわれわれがうまく利用するならば，現状でも相当の』はたらきをするわ

けである.私は「相当な」という形容詞を用いたが，ある楽観論者は「コ γ

ピユートピア」を考え，無限の可能性をもつものとし「絶大な」という形容

詞を冠するかも知れない.これらは趣味の問題かも知れないが，コシピュー

タを本当に活用し，不満足なところは不満足として改善を要求してゆく立場

に立つならば『コンピュータよ，隣る勿れ』というところである.なにはと

もあれ， IコシピュータJは現実的には夫いに設立てなければ損である.Iコ

シピュータ」はひとり歩きするものではない.ある能力を持たしめられた道

具なのである.われわれは，これを心やすく用い，われわれの頭脳や手足の

補助として，身体の延長として縦横に活用すべきである.眼鏡がわれわれの

身体の一部になっているように用いるべきである.

「コシピュータ」はわれわれが用いるものである.これを用いるためには

情報処理の方法論が根幹となるので，これに関する知識がなくては，有効に

ことを運ぶことはできない.この方法論は「もの」ではないので目にはつか

ず，この方法論によってうごかされた目に見える「ロポット」が「コシピュ

ータ」なので，この活動が派手に宣伝されることになる.夢の話や雑薄な評

論ですまなくなるのは，本当にコシピュータを使おうとするときである.こ

のときになって初めて情報処理の方法論の重大さに気がついてくる.ζ こで

ちょっと注意したいのは，プログラマーがいれば計算機がうまく利用できる

と考える人がいるが，これは大きな誤解である.問題解決のために計算機の
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プログラムを組むには，計算機言語の習得だけでなく現象を解析するための

情報処理の方法論の習熟がなくてはならない.これはプログラム言語の習得

とは別問題なのである.

ところが，情報処理の方法論を学ぼうとすると適切な本が殆んど見あたら

ない.たとえあったとしてもむつかしすぎる.情報処理の方法論では数学や

統計学が重要なはたらきをするし，これがピタッとデータ解析の考え方やデ

ータ解析そのものと結びついていなければならない.数学や統計学の本は数

多くあるが，データ解析という立場からみるときわめてひ弱い. ~論語読み

の論語知らず』の感じがして，実際の佼に立たない.こういうわけで，デー

タ解析の立場一一コンピュータによる情報処理一ーという立場から，必要な

知識を基礎からしっかりわからせようとする講座をつくろうということが

計画されたわけである.これはなかなかむつかしいことで，まず著者の人選

から大変で、ある.理論にも深く突込んだ人であること，実際問題も十分子が

けてデータ解析の“ノー・ハウ"を心得た人であること，またコンピュー

タの能力も知り，これを十分使いこなした人であること等が必須の条件とな

る.しかも深いところを心得て，知っておくべき基本的内容を理解しやすい

形にまとめあげうる人でなくてはならない.

幸い，このような著者を見出し得てこの講座が出来上がってきたわけで、あ

る.基礎的な考え方や方法は実際た即してガツチリ書かれており，内容も理

解しやすい.読者はたんに机上の知識としてではなく，みずからデータをい

じりつつ情報処理の理論やコツを理解してほしいのである.この知識のもと

に過不足なくコンピュータを使いこなしてほしいものである.さらにここで

得られた基本的知識をますます演練し，きたえ上げ，磨き上げて猿回わしの

名人になっていただきたいのである.ここで，はじめてコシピュータは情報

処理の立役者となり，その偉力を本当に発揮することになろう.

昭和 45年 6刃 10日

林知己夫
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ま えがき

現在，コシピユ{タは大型化され，多くの情報が短時間で処理さ

るれようになってきた.しかし，複雑な自然現象，社会現象などの

解明のためのコシピユ{タの活用は，まだ十分であるとはいえな

し、.

この書物は特に物理学・工学・医学・ ORなどの分野で確率的に

表現される現象に対して， “乱数列(乱数)を用いるシミュレ{ジ

ョシ"により，その現象を解明するための基礎的概念を解説したも

のである.

“そもそも乱数列とは何か"ということからはじめて，乱数列を

用いるシミュレーションの必要性を論じたもので，次のような 5つ

の章からなっている.

1章， 2章， 3章は，特に初心者のために乱数列の概念とっくり

方，それに検定法について，倒をあげてわかりやすく解説した. 4 

章， 5章は，この書物の主眼となる部分で各種の乱数列のっくり方

とそのシミュレーショジへの活用法を述べ，乱数列を用いるシミュ

レ{ションの必要性を強調した.

全般にわたって，注意すべきところ，少し難解な説明や証明の部

分には補注を入れて示し，できるだけあいまいな点のないように心

がけた.また， 3章""，5章を読むにあたっての予備知識を付録1に

示した.したがって初心者におかれては，付録1を読んでのち 3章

に進まれたい.
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最後に，いろいろと御教示をいただいた文部省統計数理研究所の
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1章 乱数列の概念と必要性

A. 乱数列の概念

1. 1 乱数列とは何か

査の中に 0，1， 2， 3，……， 9の10個の数字が書いてある等質・等大

の球が入っているとしよう.この査の中に手を入れて“がらがらま

ぜ"で 1つの球を取り出し，その球に書かれている数字を記録する.

次にその球を査に戻して，また“埼玉らがらまぜ"同じように lつの

球を取り出し，その球に書かれである数字を記録する.

このような操作を繰り返して次々と取り出した球の数字を記録し

てゆくとき，この記録された数字の系列は次のような 2つの性質を

もっている.

性質1. 等確率性(等出現性) 上のような実験によってつく

られた数の系列のうち，最初の n回を観察してこの中で数字i(i= 
I~' 

以 ， 9)の現われた個数をんとすると，相対頻度7(i=以
1 

……?のは，nを大きくしてゆくとーに近づく.これを極限の記号
10 

を用いて表わすと，

1. ん 1
・・…一一-
4→∞ n 10 

(i = 0， 1，……， 9) 

となる.

いいかえれば，これは，この査の中の球を取り出す試行を多くす
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ることによって得られる数の系列の中に， 0から 9までの 10個のど

の数も同じ割合で現われるということである.

このような性質を等確率性(等出現性)と呼ぶ.

球を査から取り出す実験において得られる数の系列が，等確率性

を持つ理由は，査の中の 10個の球の重さや，質，大きさ等が同じ

であるから“がらがらまぜ"で取り出すときに，どの球も同じチヤ

ジスで、つかまるからである.もし， 0と書いてある球が他の球より

大きかったりすると，その球がつかまりやすくなって他の球より出

現率が高くなるであろう.しかし，このようなことはないわけで

ある.

実験1. 等質・等大の 10個の球に Oから 9までの数字を書き，査

の中に入れて“がらがらまぜ"で取り出す実験を行ない，その結果

を次に書いてみよう.

試行回数 (n)は500回とした.

3695429281 9380081710 

9921923014 6329549877 

6634368729 4136823375 

3417047085 2804452394 

6441679071 8235880307 

5201147352 7280425962 

0942714969 2982308023 

1876528326 9290804462 

5113396223 9890341325 

8487716485 5741725146 
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0251497263 4199218758 

3829497116 8953051371 

6609808949 6076280657 

8794381543 6150118337 

1850490284 7235620757 

9289362040 3741067032 

0982361050 9072350078 

9248576508 8024646133 

3979189433 7531571164 

1580696362 7074525537 

5279183831 9120506828 

6600706919 3541566648 

5287232644 3353532782 

1447607216 1215153452 

6962049699 0826084835 

この実験で，等確率J陸(等出現性)をみるために，試行回数nと

その n個の系列の中に現われる Oから 9までの 10個の数の相対頻

度を調べ，表とグラフによって示した.ただし，グラフのほうは，簡

単のために 0，1， 2， 3， 4の5つの数字だけについての相対頻度を書

いたが， 5， 6， 7， 8， 9の5つの数字についても表1.1から同様に考え

ることができる.
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表1.1試行回数nおよび出現個数と相対頻度

( )内が相対頻度

。 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

10 
。 1 2 1 1 1 1 。 1 2 
(0.00) (0.10) (0.20) (0.10) (0.10) (0.10) (0.10) (0.00) (0.10) (0.20) 

20 3 3 2 2 1 1 1 1 3 3 

(0~15) (0.15) (0.10) (0.10) (0.05) (0.05) (0.05) (0.05) (0.15) (0.15) 

50 4 5 6 6 4 2 5 4 5 9 

(0.08) (0.10) (0.12) (0，12) (0.08) (0.04) (0.10) (0.08) (0.10) (0.18) 

100 10 9 12 6 8 I 10 11 11 

(0.10) (0.09) (0.10)1(0.13) (0.12) (0.06) (0.08)[(0.10) (0.11) (0.11) 

200 18 19 27 22 23 15 16 18 21 21 

(0.09) (0.095) (0.135) (0.11) (0.115) (0.075) (0.08) (0.09) (0.105) (0.105) 

500 51 49 57 54 48 46 49 46 51 49 

(0.102)1(0.098)1(0.旦i)[(0.108)1(0.096)1(0. 092)[(0. 098)[(0. 092) (0.102) (0.098) 

O.20l本日
対
頻
度

Au 
n
L
 

A
U
 

噌

a品

n
U
 50 100 200 L一一--n500 

官

図1.1試行回数nの中の数字 Oの相対頻度
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相

0.20ト装
皮

50 100 200 500 

図1.2 試行回数nの中の数字1の相対頻度

相
O~20干対

0.10 

頻
皮

200 

図1.3 試行回数nの中の数字2の相対頻度

n 

n 
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相

0・20十基
皮

0.10rー

。
100 200 500 

図1.4 試行回数nの中の数字3の相対頻度

相
0.20ト文す
頻
度

0.101-ー

500 

図1.5試行回数nの中の数字4の相対頻度

n 

ム

n 

これらの表とグラフから，試行回数nが小さいところでは各数字
1 

のnの中に現われる相対頻度はーから大きく離れていたり，ちょ
10 

うど 1になっているところが偶然出てきても，nが小さいために
10 

相対頻度はかなり大きく変動していることがわかる.しかし，nが

だんだん大きくなるにつれてその変動はだんだん小さくなり，相対
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頻度は 1に近づいてゆく・
10 

ここでは試行回数を 500回として考えてみたが，これを 1000回，

2000回と大きくしてゆくと，これらの相対頻度はますます1に近
10 

づいてゆく.すなわち，グラフでいえば点線で示す位置にますます

近づいてゆくわけである.

これで，この査の中から球を取り出す実験において各数字の現わ

れる等確率性(等出現性)が確認できたこことになる.

実験 2. 人聞が，紙の上に日をつむって Oから 9までの 10個の

数を思いつくままに書いたとき，誰でもこの数列の中には Oから 9

までの数が同じように現われると考えるだろうが，本当にそうだろ

うか.

実際にある人に書いてもらった結果を 100個だけ書いてみると次

のようになった.

4615495059 4572359008 

6752884519 1536540315 

2575370682 2797015845 

6525807167 2457058521 

9201285793 5063508590 

この数列において，数字5に注目してみよう.そしてその頻度を

調べるために数字をはじめから 10個ずつ区切っていくと図 1.6の

ようになる.
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0.101-一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

oi 絵、個数 (n)

図1.6 数字5の相対頻度

このグラフから，この人は 5という数字をひんぱんに書く性質が

あり，本人は無意識に書いているつもりでもこのように人によって

書きやすい数字がある.つまり，このことは，だれが書いてもその

書いた長い数の系列の中に， 0から 9までのどの数字も同じ頻度で

現われるとは必ずしもいえないということを意味する.

簡単のために， この人の場合は 100個で打ち切、たが，続けて長

く書いてもらっても数字5の現われる相対頻度は 100個までと同様

o. 10には近づかないことが確かめられた. もちろん， このような
人ばかりはいなくて，人によっては， 。から 9までどの数字もほぼ

同じ頻度になる場合もあろろ.

とにかく，この実験2で示された数の系列は，等確率性(等質現

性)を持っているとはいえない.とのように等質・等大の球をつか

うといった明確な条件の設定しである実験1の場合に比べて，実験

2では人間の性癖や好みなどが関係するだけに等確率性(等出現性)

の保証はできないわけである.
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性質2. 無規則性(無相関性，独立性) 前の実験 1で，最初に

壷から取り出した球の数字は 3であり， 2番目に取り出した球の数

字は 6であった.この場合， 2番目に取り出された球は 1番目にど

の球が取り出されたかということには無関係に取り出される 1)

すなわち， 1番目の数字が何であるかということと 2番目の数字が

何であるかということは全く無関係なのである. 3番目， 4番目に

ついても同様で，一般に i番目に取り出された球の数字は j番目

(jキ i)2)に取り出された球の数字とは無関係である.つまり， z番

目に出た数字が何であるかによってj番目に出る数字がさまってく

るというようなことはないわけである.

よって，実験1でつくられた数の系列には規則性がない.この性

質を無規則性と呼んでいる.

また，無規則に並んで、いる各数の間には相関がないという意味で

無相関性とか独立性とか呼ばれることもある.

ここで，前の実験1で得られた数の系列が，この無規則性を持っ

ていることを検証するために，規則性のある数の系列を例示して比

較してみよう.いま，

0，2，4，6，8.1，3，5， 7，9，0，2，4，6，8， 1，3，5，7， 9， .. 

なる数の系列を考えると，等確率性(等出現性)の性質は満足して

いるが，明らかに並んでいる数の間に規則性が見られる.

補注 1• 1 1つの数の系列が与えられたとき，並んで、いる数の閣に規則j

1) たとえば 1番目に 3が出ると 2番目はそれよりも 1つ小さい数字2が出るというノ
ような関係がない.仮りに2番目の数字は 1番目の数字より 1だけ小さいという関
係があるとすると，ムム……，とか 9，8，……，とかなって数の系列に規則性が現わ
れてくる.
2) z'とjはどのようにとってもよしすべての組合せについて考える.
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があるかどうかを直感的に把握するためにはそれらの数を組として相関図

を書いてみればよくわかる.以後相関図に書いて，規則・無規則性を確かめ

ることにする.

この倒で，まず、並んでいる前後の数を順次2つずつ組として，は

じめから 20個目まで書いてみると，

(0，2)， (2，4)， (4，6)，-(6，8)" (8，1)， (1，3)， (3，5)， 

(5，7)， (7，9)， (9，0)， (0，2)， (2，4)， (4，6)， (6，8)， 
(8，1)， (1，3)， (3，5)， (5，7)， (7，9)， 

となり，これを直交座標の上に表わしてみると次のような相関図に

なる.

9ト 次

8卜 ~ 

7卜 2々

6卜 ~ 

5卜 2え

4卜 法

3ト波

2 

設

0 1 ，~ I ， 1 I ， I ， 
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

図1.7 相関図(キは点が重なっている表示〉

との相関図からも明らかに並んでいる前後の数の聞には強い相関

があることがわかる. よって，このような数列は無規則に並んで、い

るとはいえない.

ところが，実験1ではじめから 20個考えると

O
O
 

A
U
 

A
U
 

oo 
q
J
 

A
U
 

1
i
 

0
0
 

9hM 
A
U
 

Oμ 
8
告F

D
A
U
 

nu--U

噌

i

6

7

 

q
O
T
A
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となり，並んでいる前後の数を順次組にしてみると

(3，6)， (6，9)， (9，5)， (5，4)， (4，2)， (2，9)， (9，2)， (2，8)， 

(8，1)， (1，9)， (9，3)， (3，8)， (8，0)， (0，0)， (0，8)， (8，1)， 

(1，7)， (7，1)， (1，0). 

となる.これを図1.7と同じように相関図に書いてみると次図のよ

うになる.

X X 

x x 

7~ x 

6ト χ 

5ト X 

4ト χ 

3ト X 

2ト X X 

1卜 x ~史

。。
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

図1.8本日 関 図

この相関図から，並んでいる相互の数の間には何ら相関が認めら

れないことがわかり，実験1に示す数の系列は，前後の数を組にし

て調べた結果だけでは無規則性が保証できる.いまは n= 20とし
て考えたが，もっと多くとって相関図を書くと，よりはっきりと無

相関性が確認できる.

しかし，並んでいる前後2つずつをとって相関図を書いてみた結

果，無相関であることがわかっても，並んでいる前後の閣の無規則

性が保証できただけで，その数列が完全に無規則性をもっていると

断言できない.前にも述べたように，一般に i番目と j番目が iと
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jをどのようにとっても関係がないことが保証できなければならな

し、.

fことえば

F
O
 

Q
A
 

0
0
 

9μ 。。ρ0 。。一
丸

6

S
4

』
佐

0

0

0

0

 

η
1
U

』
斗
4

2

5

 

A

り

AA

回

り

ワ
U

A

り

ハ

り

噌

1

4

1

0

0

A

り

という数の系列では前のように 2つずつの各数前後の聞では規則性

は見られないかも知れないが，はじめから 3の倍数 (3番目， 6番

目， 9番目，……)を取り出して書いてみると

0， 2， 4， 6， 8， 0， 2， 4， 6，・

となっており，明らかに規則性があることがわかる.相関図に表わ

しでも規則性がはっきり認められる. ところが，前の実験1では 3

の倍数番目を 15個取り出してみても

9， 2， 8， 3， 0， 7， 9， 1， 3， 4， 2， 4， 7， 6， 3. 

となり，並んでいる順に数を 2つず、つ組にして書いてみると

(9， 2)， (2，8)， (8， 3)， (3， 0)， (0， 7)， ('7，9)， (9，1)， 

(1，3)， (3，4)， (4，2)， (2，4)， (4，7)， (7，6)， (6，3) 

となり，相関図を書くと図1.9のようになり，この場合も無相関で

あることがわかり， 3の倍数番目の聞にも規則性は認められないこ

とが検証できる.n == 15で打ち切らないでnを大きくしても同様

に規則性は認められない.

このような倒からもわかるように，数の系列の無規則性は，どの

ような数の選び方をしても(どのように i番目と j番目を選んで、も)

その選ばれた数の聞に相関(規則性)がない場合にはじめていえる

性質である.
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X 

X 

X 

6十 X 

5 

31-x X X 

2卜 X X 

:mO[12345678x 9 

図1.9相関図

一般に Oから 9まで 10個の数の系列において，等確率性ど無

規則性との 2つの性質を持つ場合に?これを Oから 9までの 10個

の数からなるランダム系列 (randomsequence)，または乱数列

(random number sequence)と呼んで、いるわ.

10個の等質・等大の Oから 9まで、の数字が入っている壷の中から

“がらがらまぜ、"で取り出す実験を繰り返し，その数を記録した場

合， この記録された数の系列は前の実験1からもわかるように等確

率性と無規則性の 2つの性質を持っており，乱数列とみなされる.

補注1.2 サイコロ投げと乱数列 普通サイコロといえば正六面体の

各面に 1から 6までの数字が書いてあるものをいうわけであるが，このサイ

コロをころがす実験を繰り返して得られる出る自の数の系列は，等確率性

〈等出現性〉と無規則性の両性質を持っており， 1から 6までの数からなる

乱数列とみなされる.これは査の中に 1から 6までの数字を書いた等質・

等大の球を 6個入れ，“がらがらまぜ"で 1つ取り出し， また元に戻して

“がらがらまぜ"て次の 1つを取り出す実験を繰り返して得られる数の系列

と同等に考えられる.

1) 乱数列全体またはその一部分(個々の数も含む〉を単に“苦乱L数 (randωomnumb恥erγ，
と呼ぶこともある.
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正六面体に限らず正四面体，正八面体， IE十二面体， IE二十面体のサイ

コロ1)をころがす実験においても同様なことが考えられる.たとえば，正二

十面体のサイコロ〈各面に 1から 20までの数字が書いてある〉を投げる実

験を繰り返して得られる数の系列は 1から 20までの 20個の数字からなる

乱数列とみなされる.

このような正四面体，正六面体，正八百体，.lE十二面体，1E二十面体か

ちなるサイコロで乱数列をつくることができるので，これらのサイコロを

乱数サイとも呼んでいる.

たとえばOから 9までの 10個の数からなる乱数列をつくりたいときは，

1から 12までの数字の書いてある正十二面体の乱数サイをころがす実験を

繰り返して，もし 10が出ればOと記録し， 11， 12が出た場合は記録しない.

このようにしてできる数の系列は Oから 9までの 10個の数からなる乱数列

である (1.4節参照).

また， 00から 99までの 100個の数字からなる 2桁の乱数列をつくりたい

左きは正十二面体の乱数サイを 2個用いて，それぞれOから 9までの乱数列

をつくり組み合わせればよい〈次節参照).

乱数サイをころがすことによって乱数列を生成することは，その乱数サイ

の面の数と同じ個数の球の入った査から“がらがらまぜ"て球を取り出す試

行を繰り返すことによって乱数列を生成することと同等に考えられる. こ

れは，この補注のはじめに説明した正六面体のサイコロの場合と同様に考え

ればよい.

1.2 一様乱数列

次に，この Oから 9までの 10個の数からなる乱数列において，は

じめから順番に 2桁の数をつくって考えてみよう.

前の実験1でつくった数列のはじめから 200個までを 2つず、つ組

にして 100組の 2桁の数をつくると表1.2のようになる.

1) 正六面体以外のE多面体においても，各面に 1から面の数までの数字が書いてあ
るとき，これをサイコロと呼んでいる.
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表1.2 00から 99までの数字からなる乱数列

36， 95， 42， 92， 81， 93， 80， 08， 17， 10 
99， 21， 92， 30， 14， 63， 29， 54， 98， 77 
66， 34， 36， 87， 29， 41， 36， 82， 33， 75 
34， 17， 04， 70， 85， 28， 04， 45， 23， 94 
64， 41， 67， 90， 71， 82， 35， 88， 03， 07 
52， 01， 14， 73， 52， 72， 80， 42， 59， 62 
09， 42， 71， 49， 69， 29， 82， 30， 80， 23 
18， 76) 52， 83， 26， 92， 90， 80， 44， 62 
51， 13， 39， 62， 23， 98， 90， 34， 13， 25 
84， 87， 71， 64， 85， 57， 41， 72， 51， 46 

もともと，

3~ 6， 9， 5， 4， 2， 9， 2， 8， 1，.' 

がOから 9までの 10個の数からなる乱数列であるから，

36， 95， 42， 92， 81，' (1.1) 

という 2桁の数の系列は 00から 99までの 100個の数からなる乱数
1 

列となる 1) なぜなら， 1桁の各数ともーの確率(室u合〉で現わ1 0 -..... 'f-l p::. -，- ¥!=t 

111  
れるので， 2つを組み合わせると -x--::::=一一ーの確率でどの 2

10 . 10 100 

桁の数も現われることになり，性質1の等確率性(等出現性)が保証

される.また並んでいる 1桁の各数の聞には相関(規則性)がない

から 2つ組み合わせても，その数の聞には相関(規則性)がなく性

質 2の無規則性の条件も満足している.

したがって 2つず、つ組にして得られる数列は 00から 99までの

100個の数からなる乱数列である.

このようにして得られた乱数列は， 00から 99までの数の記入し

である 100個の等質・等大の球を査の中に入れて“がらがらまぜη

1) 00から 99までとは 00，01，02，03， 04， 05， 06， 07， 08， 09， 10， 11，……， 99の
100個の数字の意味である.
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て 1つ取り出しF その球に書いである数を記録し，その球を壷の中

に戻してまたれがらがらまぜ"で次の球を取り出し，その球に書い

である数を記録する操作を繰り返して得られたものと考えることも

できる.

さらに実験1に示す 1桁の乱数列においてはじから 3つずつを組

にして考えた

369， 542， 928， 193， 800， 817， 109，…… (1.2) 

という 3桁の数の系列は 2桁の場合と同様の理由で000から 999ま

での 1000個の数からなる乱数列と考えられる.このようにいくら

でも桁数を多くしてゆくことができるわけである.

さて式 (1.2)で示す 3桁の乱数列において，この各数の前に小数

点をつけた

0.369， 0.542， 0.928， 0.193， 0.800， o. 817~ 0.109， • 
(1.3) 

なる数の系列を考えてみると， これは 0.000，0.001， 0.002，・

O. 998， 0.999の1000個の数字からなる乱数列と考えられ，これは

区間 [0，1]の中の離散的な点を値としてとる.しかし，少し荒っぽ

く考えると区間 [0，1] 1二の連続的な点からなる乱数列(補注1.3参

照)と考えてもよかろう.この場合1000個以外の点は， 1000個の

点の中で 1番近い点で近似して考えればよかろう.

さらに桁数を多くして，たとえば前の実験ではじめから 10個ず

つの数を組にしてその各数の前に小数点をつけると，順次

0.3695429281， 0.9380081710， 0.9921923014， 

0.6329549877， ・・・… (1.4) 

となり，区間 [0，1] 1二の連続的な点からなる乱数列にきわめて近似
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する.こうなるとほぼ区間 [0，1]上の連続的な点からなる乱数列と

みなしてよい.

普通，我々はこの系列のことを区間 [0，1]上の一様乱数列 (uni-

formly random number sequence)と呼んでいる.

補注1.3 区間[0，1J上の連続的な点からなる乱数列のことを区間

[O，lJ上の一様乱数列と呼ぶことがわかったが，区間 [0，1J上の一様乱数

列の具体的な実験値としては，巻末付録1のノレーレットの例を参照してレ、た

だきたい. すなわち， ノレーレットをまわして針の止まった位置を読み取る

実験を繰り返してその数の系列を

Ul， U2， U3， ・・・・・・，Ui， ・・・

とすると，これは区間[0，1J上の一様乱数列である.

厳密には，一様乱数列とは区間[0，1J上で一様分布(巻末付録1参照〉をす

る独立な確率変数の系列の実現値である.

本書では，おもに，この一様乱数列を基礎において考えることにする.

B. 乱数列の必要性

1.3 標本調査法における利用

東京都に住んでいる人全体を母集団と考え，その母集団から n人

の標本を無作為(ラ γ ダム)に拍出したいとき，次のように乱数列

を用いて拍出することができる.まず，東京都に住む人がかりに全

部でN人であるとするとき，その全部の人に 1から N までの番号

を対応させる. そして N以下の乱数列をつくってその乱数列に対

応する番号の人をはじめから n人だけ標本として抽出する.

これは東京都に住む人の名前を N個の等質・等大の球に書いて

査の中に入れ， “がらがらとよくまぜ"で取り出す操作を n回繰り
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返し，取り出した球に書かれている名前の人を標本として拍出する

ことである.このように乱数列と対応されて拍出する(無作為抽出)

ことがなぜ必要かというと，これは母集団の平均値などを，抽出し

た標本から推定するときにかたよりのない推定ができるからであ

る.かたよりがないということは，大ざっぱにいうと，無作為に拍

出した標本からの推定値は，母集団の平均値の近くに均等に現われ

るために 大きいほうにも小さいほうにもかたよらないのである(5

章.補注5.1参照).

1.4 乱数列を用いるジミュレージョンの必要性

[ 1 ] 乱数列と実験 1.1節の補注1.2で述べたように，サ

イコロを投げて出た日の数を記録する実験を続けて得られる数の系

列は， 1から 6までの 6つの数からなる乱数列とみなされる.そこ

で逆にサイコロを投げる実験を実際にサイコロを投げる代わりに，

既成の乱数列1) を用いて行なうことを考えてみよう.そのためには

1から 6までの 6つの数からなる乱数列をつくればよい.このっく

り方は次のようにいろいろな方法がある.

方法 1 たとえば前の実験1より

3， 6， 9， 5， 4， 2， 9， 2， 8， 1， 9， 3，・

なる 1桁の乱数列において 1，2， 3， 4， 5， 6の6つの数以外は捨てて

3， 6， 5， 4， 2， 2， 1， 3，一

のような数列をつくると，これが 1から 6までの 6つの数からなる

乱数列となる.この乱数列が等確率性(等出現性)と無規則性の 2つ

1) 0から 9までの 10個tの数からなる乱数列p または区間[0，1]上の乱数列で乱数表
になっている.
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の性質を持っていることは容易に理解できょう.

方法2. 式 (1.3)で示す区間 [0，1]上の一様乱数列とみなされ

る数列を用いてつくることを考える.そのためにはまず次のような

対応を考える.

0.100 ，_， 0.199←→ 1 i 

0.200 ，_， 0.299←→ 2 

0.300 ，_， 0.399←→ 3 

0.400 ，_， 0 499←→ 4 

0.500 ~ 0.599←→ 5 

o . 600 ，_， 0 . 699←→ 6 

(1.5) 

すなわち，区間 [0，1]上の乱数列でもし 0.100，_， 0.199の間の数

が出れば 1，O. 200 ~ 0.299の閣の数が出れば 2，・・・・・・， 0.600，_， 

0.699の聞の数が出れば 6をそれぞれ対応させ，他の数は捨てる.

式 (1.3)で最初の 0.369は式(1.5)の対応より 3と記録する.次に

0.542は式 (.1.5)より 5と記録する. 次に 0.928は捨て， 0.193を

とり，式(1.5)の対応より 1と記録する.同様な操作で順次得られる

3， 5， 1，・

なる系列は 1から 6までの 6つの数からなる乱数列となる.

式 (1.4)の乱数列を使用する場合は

o .1000000000 ~ 0.1999999999←→ 1 
o . 2000000000 ，_， 0.2999999999←→ 2 
0.3000000000 ，._ 0.3999999999 母一→ 3 

なる対応を考えればよい.

(1.6) 
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方法3 同じ式 (1.3)で示す乱数列を用いて方法2よりもっと

効率をよくつくることを考えよう 1) そのときは次のような対応を

考えればよい.

。寸ー 1
1 2 
61f2  

2 3 
ー6一一戸、d 一6一-<E一一一今 ~ 

3 4 
(1.7) 

一6一-，、d 一6一 吐一一一ー今 4 

4 5 一
一一-，、d一一一 唾一一~ !'、
6 6 ~ 

7~1一6
2 

この対応により，式 (1.3)ではじめからーく 0.369< ~である6 ~ ~---- -6 

3 _ ~ _.~ _ 4 
から 3と記録し，次に一<0.542 <ーであるから 4と記録し，次6 -... ".~-- ~ 6 

に?<O陀 1であるから 6と記録し，次に t<0193く?

であるから 2と記録し，同様な操作で順次得られる

3. 4. 6. 2 ・・・・・・

という系列は 1から 6までの数からなる乱数列となる. 式 (1.4)

の乱数列を用いる場合も同様の対応を考えればよい.

補注1.4 1から 6までの6つの数ではなく，たとえば 680以下のすべ

ての数字からなる乱数列を得たいときにも方法1，方法2，方法3を用いて

同様につくることができる.

1) 乱数列を捨てないでつくることを考える.
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ここでは方法 1の例だけを示しておく.式 (1.2)で示す3桁の乱数列を

用い，はじめから 680以下の数だけ採用し，それ以外は捨てればよい.す

ると
369，542，193，1099.. 

が得られ，これが 680以下の 3桁の数からなる乱数列である.

もしコシピュータの中で区間 [0，1]上の一様乱数列を非常に高

速で生成することができれば，以上の方法2または方法3によって

1から 6までの 6つの数の乱数列も高速で発生できる.このことは

サイコロを投げて出る目の数を記録する実験が非常な高速度でコン

ピュータの中で出来ることを意味する.

このようにコシピユ{タの中で乱数列を用いて実験を行なうこと

を，乱数列を用いるシミュレージョンと呼ぶ.

[ 2 ] 乱数列を用いるシミュレージョンの必要性 3本のクジ

のうちに当たりクジが 1本あるとする(図1.10). このクジを 3人

の人が順番に引くとき，何番目の人が1番得か.

すなわち何番目に51く人が当たりクジをヲiく確率

が1番大きいかという問題は現在でも我々が実生

活のうえでよく遭遇する問題であろう.

この場合，何番目にクジを引く人も当たりクジ

を51く確率は同じであるという計算は容易にでき

。
図1.10 クジ引き
(0印が当りクジ〉

るが，確率の計算ができなかった頃には 3人の人が順番に 3木のク

ジをヲ!く実験を何回となく繰り返して，実験回数が多くなったとき

に何番目に51く人も当たりクジをヲ!く割合が等しくなるということ

を経験的に導くより他に方法はなかった.

たとえば，このクジ引きを乱数列を用いて行なうためにはどうす

ればよいだろうか.これについての詳細は， 4章のラシダム順列の
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っくり方のところに述べてあるから参照されたい.

サイコロを2回投げて 2固とも 1の目が出たとき勝ちとなる賭と，

銅貨を 5回投げて全部表が出たとき勝ちとなる賭とは，同一の賭金

で、勝ったときの収入が同一で、ある場合，どちらが有利で、あるかを考

えてみよう.この場合もクジヨiきの倒と同様に確率の計算が十分発

達していなかった頃には，人々はこの問題の答を得るために，確か

に前の賭のほうが損だということを身にしみて知るまで両方の賭を

きわめて多数回繰り返し実験1) してみる以外に方法はなかったであ

ろう.ところが，現在のように確率の計算が容易にできる場合には，

サイコロも銅貨も正常であるとすると，

/1¥2 1 
サイコロの賭で勝つ確率=( ~ ) = :r-

¥ 6 J 36 

/1¥5 1 
銅貨の賭で勝つ確率=( ~ ) =一

¥ 2 J 32 

となることは直ちにわかる.
1 

この結果から，この差はーーという小さなものであるから， 1 
288 

度や 2度この賭に加わる人にとっては，どちらに賭けても大差はな

い.しかしながら長いあいだ賭を経営する人にとっては，このわず

かな差もはっきりした差となって現われてくる.

このような単純な問題でも確率論を知らない人にとってはとにか

くクジヲiきや賭を実際に多数回繰り返してみる以外に解答を得るこ

とはできない.もし判断を誤ると，実際に繰り返しによって解がわ

1) この実験を乱数列を用いて行なうことはこの節“[1]乱数列と実験"のところで

述べたと同様容易であるので読者に試みていただきたい.
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かったときはすでにはっきりした損害をこおむったあとであるとい

う不都合に遭遇する.

このような問題に対して困難を感じていた人々にとっては，確率

論はきわめて有効な道具となったのである.

ところが現在でもなおかつ生物学，物理学，工学， ORなどの分

野において確率論的に表現された問題の数値解が必ずしも現在可能

な解析的な方法によっては得られないような場合が多い.この場合，

前のクジ引きや，賭の例のように確率の計算ができなくてサイコロ

とか銅貨を投げて多数回実験をしていた頃と同じように，乱数列を

使ってコンピュータの中で実験を行なうシミュレーショシにより近

似解を得ょうとするわけである.ここに乱数列を用いるシミュレー

ショシの必要性が生じ，目的とする解の近似値を得るための有力な

手段となる1) このためにはその基礎的な道具となる乱数列の生成

がコシピユ{タの中で容易にできることが必要であり， 2章ではま

ず基本的な乱数列である一様乱数列のっくり方について，さらに4

章では一様乱数列からの変換による各種乱数列のっくり方について

解説することにする.

1) 実際の問題については 5章で詳しく述べる.
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2章 一様乱数列のっくり方(コンピュータの利用)

前章でも述べたように，乱数列を用いたシミュレーショシをコン

ピュータの中で行なうとき，多くの乱数列を短時間でつくる必要が

あるわけで，このために一定のプログラムに従う簡単な方法で一様

乱数列をつくることが要求される.

この章ではこのっくり方について述べ，そのできた乱数列につい

ての性質について解説した.

2. 1平方採中法

一様乱数のっくり方として古くから知られているものにフオシー

ノイマノ (VonNeumann)の考案した平方採中法 (midsquare

method)がある.

この方法は次のようにしてコシピユ{タの中で一様乱数列を生成

させるわけである.たとえば 6桁の数 Xoをとり，これを 2乗して

得られた数の中央の 6桁を取り出して X1とする.また Xlを2乗し

て得られた数の中央の 6桁を取り出してぬとする. このような操

作を繰り返して得られた

Xo， Xl， XZ，・・・・・・

なる系列が一様乱数列となる(表2.1参照)
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表2.1 

これを 2乗すると

この数の中央の 6桁 168647を取

で，Xo = 0.753106 この表で

X0
2 = 0.567168 647 236となり，

とする.順次前に小数点をつけて Xl== 0.168647 り出し，

となってX3 = 0.196076， ... X2 = 0.441810， 

これが区間 [0，1]上の一様乱数列とみなされる.最初もってくる数

コシピュータの桁数に合わせて，普通の乱数XOは何桁でもよいが，

表からとってくればよい.

一般的にいうと 2k桁の任意の数を 2乗して得られる 4k桁の数

字の中央に位する 2k個の数を取り出し， これをまた 2乗して得ら

れる 4k桁の数字の中央に位する 2k個の数を取り出し，

た2乗して，という操作を繰り返して得られる数列が 2k桁の乱数

その各数の前に小数点をつければ，区間 [0，1]上の

これをま

列とみなされ，

一様乱数列とみなされる.

このようにして得られた数列の性質を調べてみると，

数列とみなすことができないような数列が現われる.すなわち同じ

数が続けて現われたり，数の系列に一定の間隔で周期が現われたりノ

この平方採中法で発生した乱数列の性質をちゃんと調

べることはたいへんむず、かしい.

ときどき乱

まアこ，する.
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この方法はこのようにいろいろな難点を合んでいるので，現在で

はあまり使用されていない.

2.2 乗算型合同法

平方採中法で発生させた系列にはいろいろな面で難点があり，こ

れに変わってレーマ-(Lehmar)が 1949年に次のような乗算型

合同法 (multip1icativecongruence method)を提案した.

これはたとえば

Xn+l三 15Xn (modulo 106+ 1) (n = 0， 1，2，3，…) 
Xo = 1 (初期値)

(2.1) 

なる式を考える.この式の意味はじらを 15倍してそれを 106+ 1で

割った余りを九+1 とするということで，これによって得られる整

数 Xo，X1， X2，……が 106桁の一様乱数列とみなされる.

式 (2.1)について少し計算してみると

Xo == 1. 

X1 == 15. 

約三 15x 15 (modulo 106+ 1) 

X2 == 225. 

約三 15x 225 (modulo 106+ 1) 

X3 == 3 375. 

X4三 15x 3 375 (modulo 106+ 1) 
X4 == 759 375. 

X5三 15x 759 37，5 (modulo 106十1)

X5 == 390 614. 
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となり，

1， 15， 225，_3375z--.759375， 390 614，・

が 106桁の一様乱数列となるわけであるが，はじめの 1，15， 225， 

3375のあたりは使わないで，その次の '759375あたりから使うの

元三よい.

もしこの各数の前に小数点をつけて

0.000001， 0.000015， 0.003375， 0.759375， 0.390614，・

とすれば，これは区間 [0，1]上の一様乱数列となることは容易にわ

かろう.

この乗算型合同法をもう少し一般的に述べると，次のようになる.

Xn+1三 aXn (modulo m) (n.= 0， 1，2，……) 1) 

Xo = b (初期値)
(2.2) 

なる式を考える.この式の意味は前と同様に Xoとして初期値bを

与え，あとは axoをmで割った余りを Xlとし， さらに aXlをm

で割った余りをぬとし，さらに aX2をmで割った余りをぬとす

る.このような操作でできる数列

Xo， X 1， X2， X3， X 4，・

がm桁の一様乱数列となる.

この方法を使えばコンピユ{タの中で容易にしかも高速で一様吉し

数列が生成できるわけである ι

しかしこの方法を用いてもやはりある間隔でもって系列の中に周

期が現われてくる.周期が現われると乱数列の 1つの性質である無

規則性が失われるわけで1 この周期をできるだけ長くするように'a，

1) mはコンピュータの構造によって制限され， 2 進計算では m=2ρ~ 10進計算で
は m= 10ρ となる.
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mを定めて，この周期内で実際に使用するようにすればよい.

補注2.1 乗算型合同法をはじめコンピュータで生成する乱数列の系列

にはある間隔で周期が現われるので，これを擬似乱数列 (pseudorandom 

n.umber sequence)と呼んでいる.実際はこの周期は非常に長いので周期内

の数列を使用することによってこの欠陥を除去している.

この書物ではいちいち擬似乱数列といわないで，単に‘百L数列"というこ

とにする.

さて，この乗算型合同法で生成した乱数列については次のような

周期に関しての性質があり，実際生成する場合に必要なので述べて

おく.

性質1. ρ三三3のとき

Xn+1三 aXm (modulo 2P) 

Xo = b 
によって生成される乱数列 Xo，X1， X2，……の最大周期は

。三 3，5 (modulo 8) 1) 

b=奇数

に対して 2P-Zとなる.

1) α== 3， 5 (modulo 8)の意味は αが 8で、割って 3，または 5余る数であること
を意味する.たとえば α=11，13，19，21などはこの条件を満足している.
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例 1• 1) Xo = b ::::: 1のとき表2.1のようになり F この場合，性質
1が確かめられよう.

表2.1生成される数列と周期

ρの{直 生成される数列
; 

z匁キ1三三 Xn 1; 1， 1; 1， 1; 1，・

Xn+l = 3xn 1， 3， 1， 3， 1， 3，. 
3 

Xn+l三三 5xn 1， 5， 1， 5， 1， 5，・

Zη+1 ==三 7xn 1， 7， 1， 7， 1， 7，・

Xn+l:::::= Xn 1， 1， 1， 1， 1， 1，…・

Xn+l:::::= 3xn 1， 3， 9， 11 ， 1 j 3， 9， 11 ， .. . 

Xn+l == 5xn 1， 5， 9， 1a~ 1， 5， 9， 13，・・

Xn+l三 7xn 1，7，.1，7，1，7，・・・

4 
Xn+l == 9xn 1， 9， 1， 9， 1， 9，・ 4

Xn+l == llxn 1， 11， 9， 3， 1， 11， 9， 3，・

Xn+l ==== 13xn 1，13.，9，5，1，13，9，5，・・

Xn+l = 15xn 1， 15， 1， 15， 1， 15，. 
ー

性質2.ρと2のとき

Xn+l三 aXn (modulo 5P) 

Xo = b 

によって生成される乱数列 Xo，Xl， X2，……の最大周期は

同百十
1 

2 

2 

2 

1 

4 

4 

2 

2 

4 

4 

2 

(2.4) 

G三 2，3， 8， 12， 13， 17， 22， 23 (modulo 25) とすべての bキ O

(modulo 5)に対して 4.5P-1となる.

例 2. 1う=2， Xo = b = 1のときに表にしてみると表2.2のよう

ひ この例題で、はわかりやすいために非常に短い周期のものを取り上げたために乱数
列といわないで単に数列と書いた.
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表2._2 生成される数列と周期

ρの{直 生成される数列

Xn+l = 2xn 1， 2， 4， 8， 16，' 

Xn+l三 3xn 1， 3， 9， 2， 6，… 

Xn+l三 7xn 1， 7， 24， 18， 1， 7， 24， 18，..... 

Xn+l = 8xn 1， 8， 14， 12， 21，・

Xn+l三 12xn 1， 12， 19， 3， 11，…'" 
2 

Xn+l = 13xn 1， 13， 19， 22， 11，.. 

Xn+l三 17xn 1， 17， 14， 13， 21，. 

Xn+l三 18xn 1， 18， 24， 7， 1， 18， 24， 7，・・

Xn+l三 22xn 1， 22， 9， 23， 6，" 

Xn+l三 23xn 1， 23， 4， 17， 16，. 

になり，この場合，性質2が確かめられよう.

性質3.ρ>3のとき

Xn+1三 αXn (modulo 10P) 

Xo = b 

によって生成される乱数列 Xo，X1， X2，……の最大周期は

G三 3，13，27，37，53，67，77，83，117，123，133，147，

周期

20 

20 

4 

20 

20 

20 

20 

4 

20 

20 

(2.5) 

163，173，187，199 (rnodulo 200) 

b三 1，3， 7， 9 (modulo 10) 

に対して 5.10p-2となる.

補注2.2 例 1，例 2では αの値， ρの値が簡単な場合について述べた

が，実際は αならびに 2ぺ10ρ の値としてかなり大きい数が使われる.

fことえば

性質1において α=513，ρ=39と考えればか=239となり，

この場合，周期は 237となることがわかる.
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性質3において α=319，ρ=20と考えれば ρ=20のとき

10ρ= 1020 となれ この場合，周期は 5・1018 となることが

わかる.

2.3 混合型合同法

さらに乗算型合同法を発展させたものとして現在もっともよく使

われているものに混合型合同法 (mixedcongruence method)が

ある.

これは，

Xn+l三 aXn十c (modulo m) 

x一、 =b
(2.6) 

によって一様乱数列を生成する方法であり， この式の意味は a，b， 

c， m を前もって決めておいて，まず axo十c=αb+cをmで割

った余りを Xlとし，さらに αX1+ cをmで割った余りをぬとす

る.順次こ/β法でm桁の一様乱数列

Xo， X1， X2， ・・

が生成できるというわけである.

前節の脚注でも述べたが，mはコンピユ{タの構造によって制限

され，たとえば 2進計算法では

m =2P 

と考え，10進計算法では

1n = 10p 

と考えなければならない.

もちろん a，b， c， Xn (n = 1， 2，……)は Oから m-lまでの整

数であることは容易にわかるであろう.
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この方法で生成した一様乱数列の各数を mで割ったとき，

Xo X1 X2 X3 

m' m' m' m' 

は区間 [0，1]上の一様乱数列となる.

この混合型合同法で生成した乱数列は，明らかに最大限mの周

期をもつわけで，実際はそれより周期は短くなる.

たとえば式 (2.6)で m=16，G=7，b=2，c=1とおくと

Xo = 2， X1 = 15， x2 = 7， x3 = 2， x4 = 15， x5 = 10，・・

となって， 4番目には同じ数が現われ，周期は 4となるわけである.

そこで乗算型合同法のときと同じように，式 (2.6)の a，b， cを

定めるとき，できるだけ周期が長くなるようにすることが必要であ

Q. 

この定め方は次のような性質を利用すればよい.

性質 l'. 

Xn+1三 αXn+ c (modulo 2P) 

Xo = b 

によって生成される乱数列，xo， Xl， X2，…・・・の最大周期は

α三 1 (modulo 4) 

C三 1 (modulo 2) 

(2.7) 

のとき，2Pである.また最大周期は初期値bに無関係である.

この性質は式 (2.6)で m=2Pとおいたとき， 周期がmである

ことを意味しており，これ以上の長い周期のものをつくることはで

きないわけである.

例 1. ρ=2， a ~ .1， b = 0， c = 1 (性質l'の条件を満足してい

る)として考えると式 (2.7)は
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Xn+1三 Xn+ 1 (modulo 22) 

Xo = b = 0 

となり，この式から

Xo == 0， X 1 == 1， x2 == 2， X3 == 3， X 4 = 0， 

X5 == 1， x6 == 2， x7 == 3， 

となって，周期は 4(最大周期)となる.

また， ρ=2，G=l，b=I，c=1とbの値だけー変えてみると

Xn+1三 Xn+ 1 (modulo m = 22) 

から

Xo = b = 1 

Xo = 1， x2 = 2， x3 = 3， x 4 = 0， X5 = 1， 

X6 = 2， X7 = 3， x8 = 0，・

となって，やはり周期は 4(最大周期)となる.すなわち初期値bの

値が変わっても周期は変わらないわけである.

例2. P = 2， a = 5， b = 0， C = 3 (性質 Yの条件を満足してい

る)とすると，式 (2.7)は

Zη+1三 5xn+ 3 (modulo 22) 

Xo = b = 0 

となり，この式から

Xo = 0， X 1 = 3， x2 = 2， X3 = 1， X 4 = 0， 

Xs = 3， X2 == 2， X3 = 1， ・・

となり，やはり周期は 4(= m)となる.

性質2'. 

Xn+1三 aXn+ C (modulo 10P) 

Xo = b 
(2.8) 
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によって生成される数列 Xo，X1， X2， X3，……の最大周期ば

a = 1 (modulo 20) 
C三 1，3， 7， 9 (modulo 10) 

のとき，10Pであり，これは初期値bの値に無関係である.

例 3.ρ=1，G=1，b=O，c=1(性質2'の条件を満足して

いる)のとき，式 (2.8)は

Xn+1三 Xn+ 1 (modulo 10) 

XO = b = 0 

となり， この式から

LUo=O， Xl = 1， LP2=2， LP3=3， 

X6 = 6， 377=7， X8 = 8， X9 = 9， 

Z12=2， 313=3， Z14=4， Z15=5， 

318=8， X19 == 9， Z20=O， 

となって，周期は 10(最大周期)となる.

34=4， 275=5， 

LU10=O， Xll == 1， 

X16ニ 6，X17 = 7， 

補注2.3 この例の場合もわかりやすいために a，b， c， pの健を簡単にし

て述べたが，実際は α=27+I，b=1，czI，m=235として

Xn+l三 (27+1)ら+1 (modulo 235) 

XO = b = 1 

なる式とか，。=101，b=19c=I，m=1010として

Xn+l三 101xn+1 (modulo 1010) 

Xo = b = 1 
なる式などが用いられている.

式 (2.9)においては最大周期を持つための条件

。三 1(modulo 4)， c = 1 (modulo 2) 
を，また式 (2.10)においても最大周期をもつための条件

G三 1(modulo 20) c = 1， 3， 7， 9 (modulo 10) 

(2.9) 

(2.10) 
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を満足することは明らかであり，よって式 (2.9)で生成した乱数列の周期

は 235であれ式 (2.10)で生成した乱数列の周期は 1010である.

2.4 物理現象の利用

たとえば原子核から出てくるガンマ線はポアソン分布に従うこと

を利用してポアソシ乱数列1)をつくり，それから一様乱数列をつく

ることができるわけである.

このほか，いろいろな物理現象の中に現われている特性を使って

乱数列をつくる試みはよく行なわれており，合同法などに比べると

周期がないのが特徴とされている.しかし一度現象がみだれると乱

数列とみなせないような数列が現われる可能性があり， この物理乱

数列を用いるときは次章の乱数列の検定をたえず行ないながら用い

ることが必要であろう.

1) ポアソン乱数列については f4章 4.2節のポアソン乱数列のっくり方」を参照の
こと.
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3章乱数列の検定

既成の乱数表および 2章で述ぺたっくり方で生成した乱数列はほ

ぼ乱数列の 2つの性質(等確率性，無規則性)を満足しているわけ

であるが，時として乱数列の性質を極度にもたないようなものまで

含むことがあり，念のために生成した乱数列の等確率性，無規則性

について検証しておくことが必要で、ある.この検証のためには統計

的仮説検定の考え方を用いて行なうわけである.

この章では乱数列の等確率性(等出現性)と無規則性の 2つにつ

いての代表的な検定法を述べる.

3. 1 統計的検定の考え方

あるサイコロを 3回続けて投げたところ，全部1の目が出たとす

る.そのとき，サイコロを投げた人は“これは偶然だ"と思うにち

がいない.しかし， さらに続けて 3回投げ，合計6回投げて全部1

の目が出たときは“サイコロが正常である"ということに疑いを持

つであろう.すなわち，もし叫どの目の出る確率も等しい(正常な
11 ¥6 1 

サイコロ)"ならば6回続けて 1の目の出る確率は(~ ) = 
¥ 6 J 46656 

となって，同様な実験(サイコロを 6回投げる)を 46656回も繰り

返し行なったときに平均的に 1回起こることが，ただ 1度の実験で

起こったことになり“サイコロが正常である"という仮説に疑いを

もち，その仮説を認すめるわけにはいかないことになる.

一般的にいうとある仮説のもとで，非常に確率の小さい結果が，
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ただ 1度の実験で起こったとすると，その仮説を認めないと判断す

る.すなわち，その仮説を棄てるわけである.もっと厳密にいうと，

ある仮説のもとで実験を行なって，起こる確率が α(習慣的にo.郎、
0.01と考えられている)である結果の全体を考え，そのうちの 1つ

がただ1回の実験で起こったとすると，仮説を認めず(仮説を棄て

る)，そうでない場合は仮説を認める(仮説を受け入れる〉わけで

ある.

この場合，かりに仮説を棄てたとすると，仮説がEしいにもかか

わらず仮説を棄てる確率は αだけあるわけで，確率αの危険を犯し

ていることになる.

このような手続きにより仮説を棄てたり，受け入れたりする方法

を統計的仮説検定 (testof statistical hypothesis) という.また

仮説が棄てられるか棄てられないかという立場から検定されるもの

で，この仮説のことを帰無仮説 (nullhyphothesis) といい，棄却

される結果の全体を棄却域 (criticalregion) という.また確率 α

(100α%)のことを危険率，または仮説を棄てる基準となるので有

意水準 (significancelevel)ともいう.

棄却域は両側または片側に取るのが普通である.次に棄却域が両

側の場合の例を示しておこう.

例 サイコロを 3回投げて，出る目の和を見ることによってサイ

コロが正常であるかどうかを有意水準596で検定したいとき，棄却

域を求める.

解 “川サ刊イコロは正常である(乞の目の出る確率もtトであ抗問Wる引灯)"
いう帰無仮説のもとでで、， 3回投げたときの出る目の和の確率分布は

次のようになる.
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表3.1 出る自の和の確率分布表

出る自の和の値131 4--'-5 I 6 ， 7 I 8 I 9 110 1111中 3114同)司両 18
その確

1010 
、ー一--vー__;

棄却域 棄却域

この表より，有意水準5%の検定における棄却域は出る目の和の

値が 3，4，17，18であることがわかる(表3.1でO印をつけておい

た).すなわち，この部分の確率を計算してみると 0.037となり， 5 

% (0.05) よりも小さくなっている.よって，もしサイコロを 3回

投げて，その出た目の和が 3，4， 17， 18であれば，仮説は有意水準

5%で棄てられ，このサイコロは正常でないと判断するわけである.

3.2 等確率性(等出現性)の検定

[ 1 ] 度数検定

例1. 区間 [0，1]上の乱数列が載せてある既成の乱数表(有効

数字2桁)がある.この乱数表から 200個の乱数を取り出し，等出

現性の性質をもつかどうか検証する.

取り出された 200個の乱数は次のようであったり.

0.28 0.48 0.48 0.60 0.78 0.23 0.07 0.50 0.62 0.48 

0.67 0.18 0.08 0.03 0.66 0.90 0.16 0.49 0.86 0.33 

0.75 0.51 0.44 0.54 0.48 0.35 0.30 0.01 0.31 0.21 

0.08 0.67 0.46 0.23 0.57 0.57 0.90 0.13 0.61 0.84 

0.78 0.59 0.41 0.02 0.27 0.91 0.34 0.26 0.54 0.60 

1) 実際に検証する乱数の個数は 200個よりも多いのが普通であるが，ここではわか

りやすいために 200個にした.個数の多い場合は例3に示した.
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0.45 0.44 0.21 0.66 0.19 0.77 0.71 0.26 0.52 0.87 

0.61 0.19 0.25 0.31 0.68 0.21 0.56 0.66 0.23 0.41 

0.77 0.75 0.74 0.27 0.14 0.69 0.93 0.54 0.17 0.26 

0.94 0.31 0.02 0.62 0.54 0.90 0.88 0.31 0.31 0.59 

0.60 0.61 0.83 0.99 0.46 0.57 0.80 0.91 0.06 0.37 

0.99 0.28 0.03 0.35 0.44 0.57 0.49 0.73 0.52 0.58 

0.98 0.50 0.34 0.67 0.43 0.85 0.97 0.84 0.04 0.92 

0.79 0.81 0.28 0.54 0.73 0.51 0.91 0.87 0.19 0.74 

0.06 0.31 0.30 0.57 0.78 0.31 0.65 0.66 0.51 0.52 

0.41 0.50 0.21 0.70 0.15 0.64 0.63 0.05 0.90 0.12 

0.70 0.37 0.07 0.82 0.24 0.16 0.41 0.62 0.16 0.76 

0.94 0.13 0.07 0.21 0.31 0.04 0.53 0.51 0.37 0.89 

0.72 0.67 0.90 0.21 0.66 0.53 0.68 0.27 0.61 0.03 

0.93 0.12 0.40 0.04 0.05 0.96 0.55 0.28 0.35 0.41 

0.71 0.31 0.06 0.32 0.43 0.80 0.19 0.57 0.70 0.99 

解 区間 [0，1Jを 10個の等しい区間に分けて， 200個の乱数の各区間

にはいる個数〈度数〉を調べてみると表 3.2のようになる.

表 3.2 乱数の各区間での度数

。0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 υ.60 0.70 0.80 0.90 
区 間|
0.09 0.19 0.39 。.69 0.79 0.89 
19 15 21 21 25 I 19 I 13 I 19 I 200 

この表に示される度数の変化を目で見てはっきりさせるために区1

3. 1のようなピストグラムに書いてみる.

もし 200個の乱数が区間 [0，1]上に等確率で現われるならば，

各区間での出現度数は 20個(図 3.1で点線で示した)に近い値に

なるはずである.そこで各区間での実現度数の 20個からの差がど

れぐらいあるかを見て等出現性の性質をもっているかどうかを判定
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10 

度
数

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 O. 8 0.9 1 

図 3.1 ヒストグラム

区間

しようというわけである. もし区間 [0，1]上に等確率で現われるな

らば，各区間の度数は理論的に 20個と考えればよく，この 20個

のことを理論度数を呼んで、いる.

極端に実現度数が理論度数からはなれていれば，すなわち図 3.1 

で示すヒストグラムにおいて点線の位置からの離れ具合が極端に大

きいときは目で見るだけで，この乱数列は等確率性(等出現性)を

もってないと判断すればよいが，実際はなかなか目で見るだけでは

判断できない場合が多く，統計的検定手法にたよらざるを得ない.

しかし統計的検定手法と言ってもただこの理論度数と実現度数の差

の大小を数値的に処理し，その大きさによって等確率性(等出現性)

を検定しているわけで目で見て判定するのと原理的には同じであ

る.

[ 2 ] 統計的検定の手順 表 3.3のように実現度数と理論度数

の表を作り，各区間での値
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(実現度数一理論度数)2

理論度数

を計算し，これを各区間にわたって加え，その値を Sとしよう.s 
の値は各区間での実現度数と理論度数の差が大きければ大きいほど

大きくなる. よって，このSの値でもって等出現性を判定しようと

いうわけである.

この目的のためにはSの値が値Aよりも大きくなれば乱数列の等

出現性は認められなくて，値Aよりも小さければ等出現性は認めら

れるという，そのような値Aを決めなければならない.

いま帰無仮説を 200個の乱数が

“区間 [0，1]の中に等確率で現われる"

とすれば， sのとる値は理論度数がある程度大きいとき，自由度9
のカイ 2乗分布に従って現われることが知られている.自由度は区

間の数より 1だけ小さい数である.有意水準 95%の棄却域は付表

5より区間

(16. 919，∞) 

となり，値Aは 16.919とすればよく， sの値が 16.919より大き
ければ棄却域に入札有意水準 95%で帰無仮説は棄てられ，乱数

列の等出現性は認められなくなる.

そこで次のような表をつくることによってSの値を実際に求める

ことができる.

実際，次の表より

S == 8.40 

となって，Sの値は 16.919より小さいから帰無仮説は受け入れら

れ，この例の 200個の乱数の区間 [0，1]上で、の等出現性は認めら
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れることとなる.

表 3.3 実現度数と理論度数

0.10 0.20 0.30 0.60 0.70 0.80 0.90 
区 間

0.19 0.29 0.39 0.69 0.79 0.89 0.99 
合計

0.1490.1 59 
一

実現度数 19 15 21 21 20 28 25 19 13 19 200 

理論度数 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 200 

(実現度数一理論度数)2
0.05 1.25 0.05 0.05 。3.20 1.25 0.05 2.45 0.05 8.40 

理論度数

例 2. 200個の区間 [0，1]上の乱数が次のように与えられてい

る. この乱数の等確率性(等出現性)について検証する.

0.88 0.69 0.78 0.79 0.49 0.21 0.65 0.00 0.53 0.64 

0.70 0.29 0.81 0.51 0.14 0.50 0.06 0.64 0.51 0.79 

0.89 0.06 0.36 0.08 0.79 0.21 0.59 0.77 0.28 0.09 

0.71 0.01 0.71 0.78 0.42 0.35 0.08 0.46 0.52 0.92 

0.37 0.23 0.19 0.04 0.81 0.05 0.42 0.55 0.49 0.85 

0.72 0.36 0.18 0.25 0.80 0.30 0.07 0.03 0.01 0.75 

0.39 0.84 0.98 0.19 0.85 0.78 0.57 0.73 0.19 0.84 

0.57 0.65 0.15 0.14 0.76 0.90 0.14 0.31 0.05 0.32 

0.46 0.91 0.07 0.86 0.06 0.09 0.31 0.06 0.21 0.14 

0.33 0.71 0.72 0.70 0.75 0.63 0.64 0.05 0.97 0.05 

0.91 0.39 0.71 0.80 0.67 0.45 0.25 0.42 0.93 0.34 

0.54 0.31 0.53 0.44 0.30 0.46 0.58 0.80 0.47 0.12 

0.62 0.86 0.05 0.45 0.93 0.75 0.29 0.48 0.11 0.00 

0.34 0.05 0.39 0.16 0.89 0.02 0.89 0.85 0.30 0.54 

0.55 0.40 全0~89 0.05 0.67 0.32 0.82 0.89 0.03 0.36 
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0.88 0.52 0.18 0.00 0.36 0.71 0.74 0.60 0.59 0.34 

0.78 0.18 0.82 0.32 0.05 0.03 0.84 0.43 0.61 0.39 

0.73 0.67 0.02 0.51 0.63 0.17 0.18 0.99 0.74 0.33 

0.62 0.44 0.98 0.70 0.24 0.00 0.21 0.72 0.76 0.28 

0.70 0.19 0.30 0.57 0.88 0.98 0.67 0.85 0.73 0.U3 

解 この例においても表 3.3と同じような表を作ってみると表 3.4のよ

うになる.

表 3.4 実現度数と理論度数。0.10 。アiO40lO5↑6↑700.80 0.90 区 間
0.09 0.19 0.l 20.i 390.l 490.i 590.l 690.i 79 0.89 0.99 

合計

実現度数 31 17 12 25 16 18 16 30 24 11 200 

一、

理論度数 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 200 

一 一
(実現度数一理論度数)2

6.05 0.45 3.20 1.25 0.80 0.20 0.80 5.00 0.80 4.05 22.60 
理論度数

この表から，倒1のSに相当するイ直は， この倒では 22.60となり，

有意水準 95%の棄却域

(16.919，∞) 

に入っており，帰無仮説である乱数の

“区間 [0，1]上で等確率で現われる"

は棄てられ， したがって，ここにあげた 200個の乱数の区間 [0，1] 

上での等出現性は保証されなくなる.

倒1，倒2でおこなったような検定法を度数検定といってカイ 2

乗検定法が用いられる.この度数検定法は乱数列の等確率性(等出

現性)の検定法として代表的なものであり，もう少し一般的に解説
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しておこう.

いま，かりに図3.2のように区間 (0，1]をJ個の部分区聞に分割

したとしよう(等間隔である必要はない). 

o '1 

Xo Xl. Xa X3.... •••••••••••••••••••••• ..... Xl-l Xz 

図3.2 区間 [0，1]の分割

このとき，生成されたN個の乱数列のうち i番目 (i= 1. 2，・・-，

1)の部分区間に現われる個数をぬ (i= 1， 2，……， 1)としよう 1〉.

そのとき，もし帰無仮説を

“生成された乱数列が区間 [0，1]の中に等確率で、現われる"

と考えると，この仮説のもとでは i番目の部分区間に入る個数は理

論的に

Fi:= N x (ぬ -lh-1)， (i == 1，2，……， 1) 

でなくてはならない.このあのことを前の倒でも示したように理

論度数と呼んでいる(表 3.5参照).

表3.5 各部分区間における実現度数と理論度数

区間川の分矧割 lトμωZ仇叶吋1Iドz門什Z勾ペ仲31←|トZ門41............1x灼九Iト山一
実現度数 If1 I乃 lん l九 1.."........1 (ηι(1-1ト1-1→1 1 f，乃1 1 N 

理論度数 [Fれ1 1乃 IFれ3 I九 1............[ F円F1-1一1 1 F乃1 1 N 

(子=N， 炉=N)
このとき，各部分区間における理論度数と実現度数との差 fi一九

1) f; (z'二 1，2，……" 1)を太文字で書いたのは，N個の乱数列をとってくるごとに
変動する量であり，確率変数の意味である. 確率変数に関する詳細は巻末付録1を

参照、のこと.
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の平方(れ -Fi)2の理論度数民に対する比例 -Fi)21Fiの和，す

なわち

~ (fi -Fi)2 
x2 =三二 円

(3.1) 
~ . 

を考えると1)，これはれと Fiの差が大きければ χ2の実現値も大き

くなり， χ2の実現イ直の大きさの程度によって帰無仮説を棄てるか受

け入れるかを決めるわけである.

補注3..1 X2の確率分布は理論度数 Fi(l = 1， 2，……， 1)が十分大きい

とき次に示すような自由度 1-1のカイ 2乗分布に従って分布することが

知られている.

カイ 2 乗分布の密度関数〈自由度 1.~1) は巻末付録 1 にも示すとおり

!1-l(X) =，_1 1 X寸-1eーす (x> 0) (8.2) 

戸r(午)
と書ける.t::.. t!..し r(叫 =fV-1pdz 〈ガンマ関数〉『申¥2)  .ん

である.

この自由度 1-1のカイ 2乗分布は式 (8.2)からもわかるように自由度

l-lがきまるとその形がさまるものである.

このカイ 2乗分布において，。と 1の閑の数を α とするとき

P{X2>χ。2}=α2) (3.3) 

となるような定数 X02 を自由度 1-1のカイ 2乗分布の α点といい，X21_1 

(α〉で表わす.式 (8.2)を用いて書くと，式 (3.3)は

j二fl-州 x=α (8.4) 

と書ける.たとえば α= 0.05， 1 = 4の場合， 0.05点は

めどもまた確率変数である.
2) χ2がχ。2より大きい確率が αという意味.
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れ (0.05)= 7.815 となり， 図 f{x) 

3.3において斜線の部分の面積が

0.05に等しくなる.
0.3 

一般に自由度が与えられたとき 0・2

の α 点については巻末付録の付 0・1

表5に示しておいたのでそれを用

いればよい.

さて帰無仮説のもとで，生

成された乱数列より表 3.5を

X; (0.05) =7.815 

024  6 8 10 12 

図3.3 カイ 2乗分布の α点 χ?-1〈α〉
(l=4， α=0.05) 

x 

っくり，式 (3.1)で示すx2の実現値が求まると， この実現値が棄
却域に入るかどうかを見ればよい.この場合の棄却域は図3.3で示

すような斜線の部分で，有意水準(危険率〉は 100α%となる.、す

なわち X21-1(α)より大きい範囲が有意水準 100α%の棄却域にな

るわけである.

よって，実現値 X21-1(α) より大きければ帰無仮説は有意水準

100α%で棄てられることになり，このときは生成された数列は等

確率性(等出現性)は保証されなくて乱数列とみなすことはできな

いという判断を下すわけである1)

例 3.前章の式 (2.2)において m=229，G=317=129140163

と考える 2). すなわち

Xn+1三 317Xn (modulo 229) 

Xo == 0 

として生成される乱数列，XO， X1， X2，……を 229で割ったもの

1) わかりやすくいえば，帰無仮説のもとで，式 (3.1)のχ2の実現値が χ2t-1(α) 

より大きくなる確率は α(普通は 0.01，0.05)と非常に小さい.その小さい確率で起

こることが 1回の実験で起こったのだから仮説を否定するわけである.

2) ハマースレイ「モンテカルロ法」より引用.
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Xo X1 X2 
229 ' 229 ' 229 ' 

が区間 [0，1]上で、等確率で、現われるかどうかを最初の 10000個を

とって調べる.

解 図3.2で示す区間 [0，1]の分割を 25の等しい区間に分けて，

その各区間に現われる個数を求めて表3.5に示す表をつくってみる

と次表のようになる.

表3.6 25の区間に現われる実現度数と理論度数 (N= 10，000) 

0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28 0.32 0.36 0;40 0.44 0.48 
区間 [0，1]の分割

0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28 0.32 0.36 0.44 0.48 0.52 

実現度数(実現値) 392 423 386 396 425 386 400 393 416 363 411 389 385 

理論度 数 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 

0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0.72 0.76 0.80 0.84 0.88 0.92 0.96 
区間 [0，1]の分割 計

0.56 0.60 0.64 0.68 0.72 0.76 0.80 0.84 0.88 0.92 0.96 1.00 
. 

実現度数(実現{直〉 363 441 437 387 385 399 416 396 406 405 415 385 10000 

理論度 数 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 10000 

式 (3.1)より

χ2 = 23.4 

となり， X24(0.05)=36.42であるから，帰無仮説

“生成される数列が区間 [0，1]上に等確率で現われる"

は有意水準5%で受け入れられ，この数列は等確率で現われている

といってよい.すなわち等確率性(等出現性)が保証されるわけで

ある.
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補注3.2 区間 [0，1Jではなくて 1辺の長さが 1であるE方形 (2次元)

の中で点列が等確率で現われるかどうかを調べるには，生成された隣り合

う2数を 1対と考えて

(xo， xふくX2，Xふ……，(Xn， Xn+l)，・

のように区切れこの点列が正方形の中で等確率で現われるかどうかをカ

イ2乗検定法を用いて行なえばよい.

一般に，生成された数列の区切り方を 3個ずつ， 4個ずつ， と増すことに

よっていくらでも次元の高いところで検定することができる.

3.3 無規則性の検定

[ 1 ] 系列相関検定 1章でも述べたように乱数列の無規則性

の検証のためには並んでいる乱数相互間の関係を見ればよい.

例1. 既成の乱数表から取り出した 50個の区間 [0，1]上の乱

数において並んでいる前後の数の閣の無規則性について検証する.

乱数表から取り出した 50個の乱数は次のようであった.

0.64 0.34 0.76 0.28 0.42 0.53 0.72 0.61 0.83 0.67 

0.86 0.75 0.35 0.09 0.77 0.63 0.39 0.02 0.25 0.69 

0.85 0.21 0.84 0.31 0.24 0.22 0.33 0.11 0.16 0.78 

0.09 0.92 0.70 0.63 0.80 0.44 0.19 0.24 0.81 0.64 

0.42 0.71 0.45 0.22 0.73 0.24 0.02 0.11 0.15 0.00 

解 1章と同様に並んで、いる前後の数を組にして書いてみると次のように

なる.

(0.64， 0.34)， (0.34， 0.76)， (0.76， 0.28)， (0.28， 0.42)， (0.42， 0.53) 

(0.53， 0.72)， (0.72， 0.61)， (0.61， 0.83)， (0.83， 0.67)， (0.67， 0.86) 

(0.86， 0.75)， (0.75， 0.35)， (0.35， 0.09)， (0.09， 0.77)， (0.77， 0.63) 

(0.63， 0.39)， (0.39， 0.02)， (0.02， 0.25)， (0.2~ 0.69)， (0.69， 0.85) 

(0.85， 0.21)， (0.21， 0.84)， (0.84， 0.31)， (0.31， 0.24)， (0.24， 0.22) 

(0.22， 0.33)，ぐO~33 ， 0.11)， (0.11， 0.16)， (0.16， 0.78)， (0.78， 0.09) 

(0.09， 0.92)， (0.92， 0.70)， (0.70， 0.63)， (0.63， 0.80)， (0.80， 0.44) 
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(0.44， 0.19)， (0.19， 0.24)， (0.24， Q.81)， (0.81， 0.64)， (0.64， 0.42) 

(0.42， 0.71)， (0.71， 0.(5)， (0.45， 0.22)， (0.22， 0.73)， (0.73， 0.24) 

(0.，24， 0.02)， (0.02， 0.11)， (0.11， 0.15)， (0.15， 0.00)， (0.00， 0.64) 

無規則性の検定3.3 

. ， 
・1・

・1--ーーーーーー一ー一ーーー一ー寸ーーー一一-----------ー
!・.
; . 
1 ・
I • 

・1
• I 

・1 I ， 
0.4 0.6 

• • • • • 

• 
• 
・
.
 

• • 
• 

• • • • • • 

• • • 
• 

• 

• 

y 

0.2 

この50組の各組において

前の数を z座標，後の数

をU座標に表わして相関

図に書いてみると図 3.4

0.6 のようになる.

この相関図から見ると，

この場合並んでいる前後

の数の間には規則性は見 • 
• • • •• 

x 
l 0.8 0.2 

• 

。られないことがわかろう.

ところが，与えられた乱

数列に対してすべてこの

、ように相関図を書いていたのでは大変な手数であり，

上で、かたよってきたときに，そのかたより具合を自で見るだけで

図関相図 3.4

また点が図の

は，規則性の有無を判定できない場合が多い.

この規則よく知られている相関係数の考え方を使って，

牲の有無を人間の直観によらないで判定することを考える.

そのためにはこの ZとUの相関係数の大きさによって規則性があ

そこで，

るか無いかを判定すればよい.

いま

(X2'Y2)'……， (Xm Yn) 
zとUの相関係数(記号で rx1/ と書く)は次

(Xl，Yl)， 

が与えられたときに，

式で定義される.
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I n 

÷エ (Xi-X) (Yi -y) 
n z.=l 

3章50 

(3.5) 
rX?I = 同一川治(Yi-y)2 

y=詰り
と1の聞のイ直をとり，

I n 

X=子三二Xi，
n z.=l 

(ただし

この相関係数 rX?I は -1に近ければ負-1 

0に近かければ相関がないと言わ

相関図との関係を示せば次図のようになる.

1に近ければ正の相関，

れている.

の相関，

• 
ー:'~の{直が-1に近い
。
。@

• 
• • • 
-• • 
ー・
・ー

骨

g 

rr.yの億が1に近い
• 
• 

• • • 
e・

•• • 
• •• 
ー

• • • 
• • 

• 

g 

x 。x 。
負の相関の場合図 3.6正の相関の場合

この図からわかるように，相関図に

おいて点のばらつきがZが大きくな

図 3.5

rxyの値がOに近い
。 .

g 

ー

ー

• 

ると gも大きくなる傾向にあるとき

• 
骨

• (図 3.5) r X?I の値は 1に近く正の相

申-e
 

• 
• 

• Xが大きくなると関があるといい，

• • • (図Uは寸¥さくなる傾;向にあるとき
• 

ーー3.6)， r X?I の値は -1に近く負の相
x 

相関がない場合図 3.7 

。
xが大きく

なっても必ずしも Uが大きくなると

また，関があるという.
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は限らない.すなわちzの大小とタの大小の関係がないとき(図

3.7) r x'llの値は Oに近くなって，この場合zとUの聞には相関がな

いという.

さて， この倒の場合，この rx'll の値は式 (3.5)より

r Xy=O .145 

となり，かなり Oに近いことがわかり，これぐらいなら 50個の乱

数の並び方の前後の関係はないと判断してよく，無規則性を保証す

るわけである1) しかし，これは前後の並び方の無規則性を保証し

たにすぎない.したがって次に並んでいる数の 2つおき， 3つお

き， 4つおきの関係を調べなければならない.まず1つおきの関係

をみるためにはこの例では

(0.64， 0.76)， (0.34， 0.28)， (0.76， 0.42)， (0.28， 0.53)， 

(0.42， 0.72)，……. . .・ H ・..…， (0.15，0.64)， (0.00，0.34)， 

と50個の組をつくり ，rJJ'II(2) の値を式 (3.5)を用いて求めればよ

い.r x/2) の (2)は並んでいる乱数において 2つずつずらせて組み

合わせたという意味である.一般にた個おきの関係は h個ずつずら

せて組にして fzg(h) の値(式 (3.6)参照)を求めればよい.

いろいろな hについて rXy (k)の値を求め，すべて Oに近ければ，乱

数の無規則性は保証できるわけであるが，その手数はたいへんで、あ

る.

例 2. 区間 [0，1]上の既成の乱数表から例1と同様 50個の乱

数を次のように 3つの部分にわたって取り出し fzg(1) の値を求め，

既成の乱数表の fw(1) の値がおよそどの程度になるかを調べるL

1) nが大きいとき，一般的には式 (3.8)を用いて無規則性の検定を行なう.
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[ i ] 

0.31 0.73 

0.45 0.36 

0.13 0.38 

0.63 0.89 

0.98 0.88 

[ ii ] 

0.13‘ 0.74 

0.92 0.98 

0.71 0.70 

0.60 0.10 

0.77 0.11 

[iii] 

0.45 0.97 

0.13 0.12 

0.73 0.92 

0.03 0.18 

0.36 0.29 

[ i ]の場合

[iiJの場合

[iiiJの場合

0.11 0.96 0.87 

0.30 0.82 0.71 

0.88 0.63 0.01 

0.30 0.83 0.71 

0.63 0.50 0.16 

0.10 0.25 0.12 

0.14 0.12 0.76 

0.91 0.89 0.27 

0.31 0.90 0.22 

0.05 0.23 0.83 

0.42 0.53 0.60 

0.86 0.62 0.92 

0.10 0.27 0.33 

0.68 0.54 0.53 

0.05 0.29 0.59 

r X7l(1) = 0.053 
rX7I(l) = 0.047 

rX7I(l) = 0.110 

0.30 0.21 0.43 0.32 0.88 

0.04 0.05 0.54 0.05 0.17 

0.62 0.92 0.01 0.99 0.37 

0.90 0.28 0.36 0.26 0.55 

0.16 0.06 0.20 0.84 0.97 

0.20 0.75 0.50 0.79 0.78 

0.15 0.19 0.87 0.53 0.19 

0.87 0.62 0.12 0.63 0.26 

0.28 0.46 0.25 0.73 0.69 

0.72 0.51 0.33 0.75 0.90 

0.82 0.17 0.67 0.71 0.78 

0.69 0.70 0.52 0.32 0.38 

0.88 0.66 0.93 0.07 0.19 

0.01 0.59 0.68 0.87 0.43 

0.00 0.24 0.13 0.95 0.31 

したがって既成の乱数表においては nが 50だとだいたい-0.15 

から 0.15までの値を取ることがわかる.

一般的に n個の乱数列

X!， X2， X3， ・・・・・・， LUn 
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(Xm Xk) 

h個ずらせた数の組

(Xt， X1+k)， (X2， X2+k)，……， (Xn-l， Xk-1)， 

における相関係数 rXy(k) は式 (3.5)

があたえられているとき，

より次式であたえられる.

(3.6) 

1 !_乙 A

一一之~ XiXi+k-X" 
fω)  _ ni司
Xy -一司 η

子トエ (Xi-X)2
J'tz'=1 

mw 
n
Z
M
 

1
一
n

一一一Zし但
f
i
l
-
-
t
 

て乱数列の規則性の有無を検定する方法をおくれkの系列相関検定

といって普通以下に述べるような統計的仮説検定の考えにもとずい

rXy(k) の値を求めて規則性の有無を半日

fag(h) の値がどれくらいであれば乱数列の無規則性が

この値の大小によっこの rX'I/ (k) の値のことを系列相関係数と呼び，

すなわち，ておこなわれる.

定する場合，

保証されるかということがあいまいであるために次のような検定の

手}f原が考えられる.

区間 [0，1]上での n個の乱数について，帰無仮説を

1去(Xi
J'tz'=l 

“乱数が無規則に並んでいる"

とすると¥この帰無仮説のもとでは式 (3.6)は2=?，
-X)2 ==ニとみなされるから rXyCk)は次式ようになる.12 

(3.7) 
122! 

r Xy (k) == ~~ 2: XiXi+k -3 
J't z'=1 

さらに，式 (3.7)において rXy(k) を確率変数とみなすと nがかな
13 

分散が万の正規分布にしたがり大きいとき漸近的に平均値が 0，

したがって確率変数うことが証明され，
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Z(h)=Jn Eどこ
へ/13

(3.8) 

は平均値が 0，分散が1の正規分布にしたがうことがわかる. よっ

て有意水準を定めると棄却域は付表4から求めることができる.

たとえば有意水準を 95%とすると棄却域は次の 2つの区間とな

る.

(一∞， -1.96)， (1.96，∞) 

確率変数 ZCk) の実現値を求めた結果， この棄却域の中に入れば

帰無仮説は棄てられ乱数列の無規則性は保証されなくなる.もし

ZCk)の実現値が棄却域に入らなければ帰無仮説は受け入れられ，無

規則性は保証される.

hのイ直を 1，2， 3，……と変えていったときどの値に対しでも無

規則性が保証できれば乱数列全体として無規則性が保証されるわけ

である.

との系列相関検定が無規則性の検定にはよく使わされるが，その

他にも次のような検定法がある.

[ 2 ] 組合せ検定 これは生成された数列の無規則性(数列の

並び方の偶然性)の検証を行なう検定法の 1つである.

たとえば， 10桁の 2進数 (0，1の数字の 10個の配列)が偶然に得

られたというわ帰無仮説のもとで，その 10桁の中に 1の個数が h

個現われる確率は

1) 正常な銅貨を 10回投げて表が出れば1，裏が出ればOと記録した数列を考えれば
よし¥
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P，(X==k) ==ベ;yo(k == 0， 1， 2，……， 10) 
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10 。 0.0010 

9 1 0.0098 

8 2 0.0439 

7 3 0.1172 

6 4 0.2051 

5 5 0.2460 

4 6 0.2051 

3 7 0.1172 

2 8 0.0439 

1 9 0.0098 

。 10 0.0010 

(k == 0， 1， 2， ・・・…， 10) 

で計算されるので度数検定法のときと同じように表3.8のように書

けてカイ 2乗検定ができるわけである.
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表3.810桁ずつの1000組に対する度数

h の値 101 1 I 2 131 4 1 516 171 8 19 110 1 計
実現度数(実現値)I 10 I11 I 12 I 13 1 14 I 15 I 16 IハI181 191川 1000 
理論度数 I1 110 I 4411中山叫2州叶44110 I 1 I . '1 000 

この場合の帰無仮説は

“Oと1の数字の並び方が偶然(無規則)である"

ということであり，表3.8から式 (3.1)により χ2の実現値を求め

てこれが自由度10のカイ 2乗分布の有意水準 100α%での棄却域

(X210 (α)より大きい部分)に入るかどうかを調べればよい.

もし棄却域に入れば帰無伝説は棄てられ，並び方の偶然性は認め

られなくなり，したがって無規則性は否定されるわけである.

また，これは 0，1の2つの数からなる数列に限る必要はない.

たとえば区間肌山に現われる数列であれば，÷より小さい数
1 

をOに対応させ ーより大きい数を 1に対応させると，同様にこの， 2 

数列の偶然性(無規則性)を検定することができる. もちろん 10桁

ずにつ区切らなくて 5桁でも 15桁でもよく，それに対応する表を

つくればよいわけである.

1つ1つ区切り方を変えて検定してみるのがよいが，たいへんな

手数であるから， 10桁ぐらいで区切って検定し，その検定に受け入れ

られれば無規則性の条件が満たされていると判断するわけである.

[ 3 ] 連の検定 これは生成される数列の数字の並び方の偶然

性(無規則性)の検証を行なう検定法の 1つである.

fことえば，
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AABAAAABA 

とか

+一一+一+一一++

のように，相異なる 2つの文字または記号の列があったとき，同1:

文字または記号のひと続きを連 (run)という.またひと続きの個数

を遠の長さという.はじめの文字の例では Aの連が3つあつで，

その長さは 2，4，1であり ，Bの連が2つあって，その長さはいずれ

も1である.あとの記号の例では長さ 1の+の連が3つ，長さ 2の

+の連が1つ，長さ 2のーの連が2つ，長さ 1のーの連が1つあ

ることになる.

いま，区間 [0，山に現われる乱数列において去より大きいも

のを A，小さいもを Bで現わせば，生成される区間 [0，1]上の乱

数列は AとBの系列として書くことができる.

fことえば

0.688， 0.467， 0.933， 0.725， 0.010， 0.216， O~703，・

なる数列に対応しでは

A， B， A， A， B， B， A， 

となるわけである.

このように，生成された区間 [0，1]上の乱数列を ，AとBの系

列に書き変えたとき，

“AとBの並び方が偶然(無規則)である"

という帰無仮説のもとで検定すれば，生成された区間 [0.1]上の乱

数列の並び方のある種の偶然性(無規則性)について検定すること

ができるわけである.そこで，この数列を n個取り出して Aの個数
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をnA，Bの個数を nBとする.

帰無仮説として

“nA個の AとnB個の B(nA + nB = n)の並び方が
偶然(無規則)である"

を考えると，この帰無仮説のもとで得られる速の数 Kl) は nが大

きいとき

平均値=やヤ+1， 
TlA i J'lB 

2nA nB (2nAnB-nA--nB) 
分散=

なる正規分布に従うことが知られている e

したがって，帰無仮説のものとで，確率変数

K一(_?_nAnB 十1}

(3.5) 

Z=-.¥nA十nB ノ=l 、 z~ (3.6) 
/2nA nB (2nA nB-nA -nB) 
吋 (nA+nB)2(nA十nB-l)

は平均値0，分散1の正規分布に従って分布する. よって，与えら

れたAとBの系列から連の数を数えればKの実現値が求まり ，Z

の実現イ直が求まる.よって，有意水準100α%で検定できるわけで‘

ある.

たとえば Zの実現値が， もし 1.96より大きいか， -1.96より

小さければ，有意水準 5%で帰無仮説は棄てられ，偶然性は認め

られない.また Zの実現値が2.58より大きいか， -2.58より小さ

ければ有意水準 1%で帰無仮説は棄てられ，同じく偶然性は認め

られなくなる.

1) 度数検定のときと同様確率変数で表示した.
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遠の検定の別の方法として次のようなものもよく使われる.

一様乱数列 Ul，U2，U3，……，Un，…… 
があるとき，長さ rの上昇の連を

Xn-l > Xn < Xn+1 < ・・・・・・< Xn+r > Xn+r+ 1 
のように乱数が続けて f回単調増加する場合として定義する.下降

の連の場‘合も同様に考えればよい.このとき，乱数列の全長がn個'

の乱数から成る場合，長さ fの逮(上昇の連，下降の連)が起こる

頻度 Frは

r2十3r+ 1 '" r3十3r2-r-4
F'1"==2n・ -2・
I - -- (n十3)1 

(r == 1，2，……， n-2) 

となることが知られている.

そこで実際に与えられたn個の乱数に対して長さ fの速の数をか

ぞえ F7・の値と比較して，その差でもって与えられたn個の乱数が

一様乱数列とみなせるかどうかを判定すればよい.

例2. 乗算型合同法により生成した乱数列を検定した結果につい

て紹介しよう.前章の式 (2.2)

Xn+1三 aXn (modulo m) Xo = b 

によって生成された乱数列について，次のような結果が得られてい

る.

、EJ・冒
・
a

〆

'E
、
α=513， m === 239のとき

度数検定の結果 (良好)1) 

系列相関検定(おくれ1と3)(良好)

1) 良好という意味は検定に合格したという意味である.すなわち， [1]， [2]， [3]で
述べたような帰無仮説は受け入れられたということである.
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(ii)α=511' m == 230のとき

度数検定の結果 (良好)

組合せ検定の結果 (良好)

系列相関検定(おくれ 1)(良好)

(iii)α== 23， m==231-1 

皮数検定の結果(不合格の部分あり)

上昇，下降の連の検定の結果(不合格，長さ l

，，-，2の連が少なく，長い速が出やすい)

例 3. 混合型合同法により生成した乱数列を検定した結果につい

て紹介しよう.前章の式 (2.6)

Xn+l三 aXn十 c (modulo m) Xo == b 

によって生成された数列について，次のような結果が得.られている.

( i ) α=27， c=I， nz=235のとき

度数検定の結果 (良好)

上昇，下降の連の検定の結果 (良好)

(ii) α=27+1， c=I， m=235のとき

度数検定の結果(1次元) (良好)

度数検定の結果 (2次元)1) (不合格)

補注 3.3 以上の例からわかるように l次元で等確率性(等出現性〉が

保証されでも 2次元で等確率性(等出現性〉が保証されるとは限らない.

1つの数列に対して，それが乱数列であることを保証するためにいろい

ろな検定を行なってすべて良好ならよいわけであるが.その手数はたいへん

である.そこで普通はその乱数列の使用目的に対して必要な検定だけを行

なって，その検定に合格すれば他の検定に合格するかどうかを確かめない

でそのまま使っているわけである.

1) 補注 3.2参照のこと.
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〈一様乱数列からの変換)
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乱数列を用いるさ/ミュレ{ショシにおいては，実際の現象を 1つ

の確率モデノレによってコシピュータの中で再現し，所要の解を得る

わけであるが，この確率モデノレには，いろいろな種類があり，正規

乱数列，ポアソシ乱数列，指数乱数列などの各種確率分布をもっ乱

数列が使用されることが多い.

そこで，この章では区間 [0，1]上の乱数列(一様乱数列)から各

種確率分布をもっ乱数列のっくり方について解説しよう.また球面

上の乱数点列などの特殊な乱数列のっくり方についても解説した.

4. 1 指数乱数列のっくり方

[ 1 ] 指数乱数列とは 普通確率密f 数が

f(x) =αe-αz， 仰と0，α>0) (4.1) 

で表わされるものを指数分布 (exponentialdistribution)と時んで

いる.

グラフで措くと図 4.1の

ように描ける.

この図からわかるように，

指数分布は♂の値が大きく

なるに従って f(x)は小さ

くなる. こればxが大きい

ところほど，その確率が小

1(x) 

x 

図4.1 指数分布の密度関数
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さくなることを示している.

指数乱数列とは，確率論的にいうと，式 (4.1)で示す密度関数を

もっ独立な確率変数の系列の実現値で、ある.

わかりやすくいえば次のようになる.

いま査の中に入っている等質・等大の多くの球を考え，その球に

書いてある数字により頻度分布をつくってみると1)，図4.2のよう

に指数曲線で近似されるとする.

この査から“がらがらま

ぜ"で1つの球を取り出し，

その球に書いてある数字を

記録する.そしてその球を

査に戻してまた“がらがら

まぜ"て次の球を取り出し，

その球に書いてある数字を

記録する.このような操作

を繰り返して得られる数列

f(x) 

α 

/f(x)=ae-ω(指数曲線)

図4.2査の中の球の数字の
頻度分布と指数曲線

x 

は指数乱数列とみなせる.いいかえれば指数分布をもっ独立な確率

変数の実現値の系列とみなされるわけである.

図4.2からもわかるように指数乱数列においては f(x)の大きい

ところに対応する Zの値の頻度は大きく ，f(x)の小さいところに

対応する Zの値の頻度は小さい.

このように，ある確率分布をもっ確率変数の実現値の系列といっ

1) 球に書いてある数字を z軸で表わし，X軸を区聞に分割して各区間に入る球の個
数の頻度〈その区間に入る球の数の球の総数に対する割合〉を表わしたもの.区間

[Xj， Xi+1]は非常に小さく考えればよい.
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た場合，その確率分布が連続であるときは，区間 [Xi，xi+d (i = 0， 
1 ; 2，……]を非常に小さくして頻度分布で近似した査の中の球のモ

デノレとみなして，その蚤から“がらがらまぜ"で取り出したものと

考えれば具体的イメージをもつであろう.他の連続分布をもっ場合

でも同様で、ある.

[ 2 ] 指数乱数列のっくり方 指数乱数列を区間 [0，1]上の一

様乱数列を用いてつくる方法にはいろいろある.ここでは，そのお

もなものについてその方法を述べるが，実際に指数乱数列を生成し

たいときは.そのうちのどの方法でもよいが，コンピュータの構造

によく合ったものを使用するのがよかろう.

区間 [0，1]上の一様乱数列を

Ul， U2， U3， ......， Ui， (4.2) 

で表わすことにしよう.

( i ) 逆関数法 指数分布の分布関数は式 (4.1)より

同)= lY!(X) dx = lYαe吋 x=l一円 (4.3)
となるから，区間 [0，1]上の一様乱数列を 1っとり

Ul = F(Yl) = 1 -e-α'01 

なる等式を解いてYlを求めると，次のようになる.

式 (4.4)より

1 -Ul = e-α'01 

となるから両辺の対数をとって

loge (l-ul) =一αYl

となり，これを解くと

(4.4) 
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U1=-17同 (1一的) (4.5) 

となる.

式 (4.6)によって，Ulから変換されためは指数分布に従って分布

する乱数列の 1っと考えることができる.U2， U3，……， Ui，……に対

しても同様にして表4.1のような対応がつく.

表4.1 一様乱数列から指数乱数列の生成

もとになる U} U2 U3 Ui ...... 
一様乱数列

1 1 1 1 
万。氏ι 換 式

Yr ==一一 Y2 ==一一 Y3 =一一 -・・...... Yi ==一一 -・・・・・α α α α 
x loge (1-Ul) x loge (1-U2) x loge (1-U3) x loge(l-Ui) 

生成される
Yl Y2 指数乱数列 Y3 -・・...... Yi ...... 

この表からわかるようにコンピュータの中でlogの計算をする必

要があるわけで、， logの計算が非常に遅い機種ではこの方法は適さ

ない.

以上が最も簡単な分布関数を利用する逆関数法である.一般にこ

の方法によって生成するためには，分布関数の逆関数が容易に計算

できることが必要であろう.

次に式 (4.1)において α=1の場合の特殊な生成法について述

べよう.

(ii) マーセイリア (Marsaglia)の方法

1 1 、

P(n == k) ===マー・ 7-' (k == 1， 2， 3，……) 1 ぷ-1 k! ，.. -， -， -， / I 
} (4.6) 

P(m == 1) === (e-1)e-Cl+1) (1 == 0， 1，2，……) J 
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の実現値の系列(式 (4.6)の穣

指数乱数列のっくり方4. 1 

なる確率分布をもっ確率変数 n，m 

率分布をもっ乱数列)を

(4.7) n
 

-
F
 

n
L
 

M
M
 

ぜ

in
 1tli， ・・・・・・ml， m2， ・・・・・・，

とする.

補注4.1 nl， n2，……， ni，……; nzl， m2，……， mi，……の系列のっくり方

は次のようにすればよい.

式 (4.2)に示すのとは別な区間[O，lJ上の一様乱数列を 2組考え

人
¥ 

Vi， 

tyf， ・・・・ ・

この 2組の乱数列は独立とする}

Vl， V2， 

uf， U21 ・・・・・・，

{ただし，

. . . . . . ， 

まず Vl， v{をもってきて

nl-1 1 1 _ "1 1 1 
エー一司・一三玉川<エ一一・-
k~l e-l k! - --k-;;;l e-l k! 

とする.

ml-1 
2: (e-l)e一(1+1)三三zyfくエ (e-l)e-CZ+1) 

次に V2，1'2'をもってきて

n2二1 1 1 71?， 1 1 
吠一一・一三五 V2<エ一一・-
i士1e -1 k! - --k-;;;l e -1 k! 

なる nt， mlを求め，

m2-1 m・空エ(e-l) e-(l+I)三三 V2'< 戸 (e-l) e-(l+l) 

同様な手JI民で次々と n3，m3; n4， 1n4 ;……を求めると，なる n2，m2を求め，

この

nt'， 

11'l1， m2， ・・・・・・， 抑ti，“‘・・・

なる系列が，確率変数n，mの実現値の系列となり，式 (4.6)で示す確率

分布をもっ乱数列となる.

n2， nl， 

このとき Ml，M2，------，q……と n1I， rn2……， mi，……の乱数列と，
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式 (4.2)で示す Ul， U2……， Ui・.. ... . .の乱数列とを用いて，次のよう

な手順で指数乱数列を生成することができる.

まず，fl1; m1; U1， U'2， ……， Ui...…より

X1 =m1  + min (Ul， 的……，Un1) 1) 

なる X1を求める.次に n2;m2;un1+1=uI2〉， un1+2=uT，un1+3=U7
〉

--unyn2=unT より

Z2=m2+min(U2〉)， uT，……，U♂))

なる X2 を求める.順次，同様な手}J民で X3，X4……を求めると

X1， X2， X3，・

が求める指数乱数列となる.

表4.1と同様に対応を示しておくと表4.2のようになる.

表4.2 指数乱数列の生成

、
扇町

n，m の
n1，ηZ1 n2， m2 n3， m3 n4， m4 

乱数列と -・....

一様乱数列
Ul， U2， ・・・，Unl u(l2)u2 (2)...(2) 14(13)U2 

(3).(3) u (14)u 2 
(4)...u(4) ， vV:i! ， vVn2 ， vV:i! ' 

vv  

n2 'VV;:: ， vVn3 

Xl = m1 X2 = m2 X3 = m3 X4 = m4 
変 換 式 +min(U1， U2， +min (斤)， +min 〈ui3)， min+ (xi4と ...... 

…， Un1) u2 (2).u(2) Z42 (4)...u(4) ， ， vV
n2 
， ， vV
n3 
， ， vV
n4 

生成される
X1 X2 X3 X4 ...... 

指数乱数列

ただし，式 (4.2)の一様乱数列に対して

ui2)=unI+1ui3)=un1岬 2+1 ui4) = Unl+n2+n3+1 
(2) 
_ 
，.. ..，(3) 

_ 
..， /f'( 4) 

U2'"" = Unl+2 U2
V

' = Unl+n2+2 U2~' = Unl+n2+n3+2 

(2) 
_ 
"'_: "，(3) 

_ 
"，.. __ _. "，(4)ーU~'"'; = Unl+n2 u~v; = Unl+勿2+n3 U~~; = Unl+n2+n3+n4 

とする
"・

1) min (U1， U2，……， Un1) は Ul， U2，……， Un1 の中で最小値のものの値を示す.
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補注4.2 確率変数m，nのとる値とその確率を示しておくと

P{m=O} =0.63 P {n= 1} =0.58 

P{m=1}=0.23 P{n=2}==O.29 

P{m=2}==0.09 P{u=3}==O.10 

P{m=3}==O.03 P{n=4}==0.02 

となり，m，nの平均値を E(m)，E(n)で表わせば

恥)==占--0.58 

E(n) ==己--1.58 
となる. よって，m1， m2， m3，……， mi...…の平均値は 0.58，nt， n2，……， n; 

・・…の平均値は 1.58となるから

min (U1， U2， ……， Unl) 
("，( 1) ，，1(2) •••••• ，，1(2)， mln ~Ur/ ， U2，'"'/， ……， una J 

において( )の中の一様乱数列の個数は 1--2個ぐらいとなって，せい

ぜい 2個， 3個ぐらいの最小値を求めればよいから，大小の比較の早いコシ

ピュータに対してはこの方法は有効で、あろう.

一方，m の平均値は 0.58であるから

mi-l mi エ(e-1) e(l+t) ~ v/くエ (e-1)e-(l+l)， (i =1， 2，・・…・〉

において和(戸〉の回数が平均1回以下であることがわかり，これもあまり

苦にはならない.

補注4.3 このような手法で，生成される乱数列 Xl，X2， X3，……が指数乱

数列となる理由を少しむずかしくなるが示しておこう.

そのためには，確率変数m，nに対し，一様乱数列を確率変数で表わして

U1， U2，……， Un 

とする.そのとき



68 4章 いろいろな乱数列のっくり方

X = ln + min (Ul， U2，……、 Un)
なる確率変数Xが指数分布をもっ確率変数であることを示せばよい.すな

わち

P(X二三y)= 1 -e -Y， (y > 0) 
なることを示せばよい.

式 (4.6)より

P(X三五 y)= p (X三三 k+ 0)1) 
k-l 

= ~ P(m= l)+ P {m=k， min(Ul， U2，…， Un)話。}

{∞(1-0)jl 
=〈e-OEde-(I+1)+〈e-V(h+oil-日 J=i j!} 

となり ，Xが指数分布をもつことがわかる.

(iii) フォン・ノイマン (VonNeurnann)の方法

1]上の一様乱数列を前と同様

区間 [0.

Ul， UZ， U3， ・・・・・・，1向，

と考え， もし

Ul > U2 > U3 >……> Uk， Uk < Uk+l (4.8) 

のとき，たが偶数なら，これらん十1個の数は棄ててしまい，別の

一様乱数列

、‘，，nd
 

rtιι
叩u
 

・7
• • 、、a

，
内
/
副，t、q
hu
 

a

，
 

、BJ
内

4，s
、唱
iu
 

を用いて同様のことを試みる.すなわち

uF) > U~2) >ぬ2)>…… >uj2)，uj2)三U1!)1 (4. 9) 

のとき ，1が偶数なら，またこれら 1+1個の数は棄ててしまい，別

1) kを正の整数， θを OL8Llなる実数と考えて y=k+()と考えたものであ

る.
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の一様乱数列を用いて同様の手順を繰り返す.

もし，式 (4.8)において hが奇数なら Ulを最初の乱数として探

用する.もし?式(4.8)でんが偶数で棄てられ，式 (4.9)でfが奇

数となればuF)を採用するが，そのときは最初の乱数として uF)+l

とする. +1は棄てられた回数を示す.

もし，式 (4.8)で棄てられ.さらに式 (4.9)でも棄てられ，そ

の次で採用されたとすると，そのときはぬ3)+2とする. 2は棄て

られた回数を示す.

同様な手}f原で順次得られる数列は指数乱数列となることがフオ

シ・ノイマシによって示されている.このように棄てたり採用した

りする方法を棄却法 (rejectionmethod)と呼んで、いる.

例 1 棄却法による指数乱数列の生成

いま，区間 [0，1]上の一様乱数列 (Ul，U2，……， Ui，……)を

0.64，0.34， 0.76， 0.28， 0.42， 0.53， 0.72， 0.83， 0.67 

0.55， 0.23， 0.88， 0.33， O. 78， 0.50， 0.87， 0.60， 0.70， 0.78 

0.13， 0.12， 0.86， 0.62， O. 92，・

と考えるとき，棄却法により指数乱数列を生成する.

解式 (4.8)より Ul = 0.64， U2 = 0.34， U3 = o. 76 と考え
Ul = 0.64 > U2 = 0.34， U2 = 0.34 < U3 = O. 76 

となるから，このときは U2 の 2 が{l~数だ、から，これら 3 つの数は棄てる.

次に uF)= O. 28， U~2) = 0.42と考えると

ui2) = 0.28 < U~2) = 0.42 

となり， ui2)の1は奇数だから ui2)= 0.28を採用し，棄却回数1回だから
1を加えて Xl = O. 28 + 1 = 1. 28 

とする.

次にまた新たに，一様乱数列から Ul= 0.53， U2 = 0.72と考えると
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Ul = 5. 53 < U2 = O. 72 
となり，この場合的の 1は奇数だから

X2 = O. 53 (棄却回数Oだから 0.53のままである〉
となる.

次にまた新たに Ul= O. 83， U2 = 0.67， U3 = 0.55， U4 = 0.23 U5 = O. 88と

考えると Ul = 0.83 > U2 = 0.67> U3 = 0.55 > U4 = 0.23， 

U4 = 0.23 < U5 = 0.88 
となり，U4の4は偶数だから，これらの数は棄てる.続けて

ui2) = 0.33 < U~2) = O. 78 
となり， ui2)の1は奇数だから 0.33を採用し，棄却回数1回だかち

X3 = O. 33 + 1 = 1. 33 
とする.以下同様に

Ul = 0.50 < U2 = O. 87， 
x4=0.50 

Ul = 0.60 < U2 = O. 70， 
X5 = 0.60 

奇数だから採用

奇数だから採用

Ul = 0.78 < U2 = 0.13 < U3 = 0.12， U3 = 0.12 < U4 = 0.86， 
X6 = 0.78 奇数だから採用

このようにして順次得られる数列

Xl = 1.28， X2 = 0.53， X3 = 1.33，ね=0.50， X5 = 0.60，…… 

は式 (4.1)において α=1の場合の指数乱数列となる.

補注4.4 棄却法についてもう少し詳しく述べておこう.

この方法は 1951年フォ γ ・ノイマシによって提案されたかなり有用な投

法であり，次のようなものである.

いま密度関数 f(めがあるとき，この f(x)に従う乱数列

Xl， X2， X3，・

を生成したいとする.このとき f(めとは別な密度関数 h(めによって
f(x) = k g(x) h(x) 

{ただし，kは任意の定数，(J(x)はZの全領域で有限な

最大値M をもっ関数とする}
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と表わすことができたとする.このとき密度関数h(めに従う乱数列を

ジ1， Y2， Y3，…… (一般的に Uと書く〉

とし，これと独立な区間 [0，1J上の一様乱数列を

九九九……(一般的に u と書く〉

とする.このとき

Uくかωならば，yを採用 } 
u>かωならば，yを棄却 j 

とすれば，採用された gの系列(yの系列の中で採用されたものにO印をつ

ける)

Yl ， G G ' Y4 .， ④
u
h
 

は密度関数 fくのをもっ乱数列となる.すなわち

Xl = Y2， X2 = Y3， X3 = Y5，・

が fくのをもっ乱数列である.

その理由は次のように証明できる.

f/Jg(U)¥ 

1 1 _(1_ du) h(y) dy 

P (y E AJuくが〈ω)1)=一… 1 __/、
にωM'~~)(/_ du ) h(y)dy 

= Lk(Jωh(y)dy= LIωω 
この方法は，棄却される確率があまり大きいと有用でないので気をつける必

要がある.

1) この意味は Uが採用されたという条件のもとでの gがある集合Aに入る確率を表

わす.
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4.2 ポアソン乱数列のっくり方

[ 1 ] ポアソン苦L数列とは 離散型の確率分布の 1つで，その

確率分布が

P (X = k) = e-m竺と
k 1 ' 
(k = 0， 1， 2，……) (4.10) 

と書けるとき，この分布をポアソン分布(Poissondistribution)と

いう.

この式においてmの値が決まれば，確率変数Xのとる値が0，1， 

2，……である確率は決まってくるわけである.

たとえば rn= 0.5， 1， 2， 4， 8について示してみると，図 4.3のよ

うになる.

P(X=k) 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

0 123  4 567  

図4.3 ポアソン分布の確率分布

~X 

さてポアソシ乱数列とは，確率論的には式 (4.10)で示される確

率分布に従う独立な確率変数の系列の実現値と考えられるわけであ

るが，指数乱数列のときと同様わかりやすく言えば，次のようにな

る.

いま m=1と考えると，式 (4.10)で与えられる確率分布は次表
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のようになる.

表4.3m = 1のときのポアソン分布表

確率変数Xのとる値 I 0 2 3 4 I 5 

その確率

たとえば査の中に 1000個の球が入っており，その球のうち 368

個には 0，368個には 1，184個には 2，61個には 3，15個には 4， 

3個には 5，1個には 6という数字が書かれているとする. そのと

き，この壷の中の球をがらがらまぜて 1つ取り出し，その球に書か

れている数字を記録し X1 とする.またもとに戻してがらがらまぜ

て次の球を取り出し，その球の数字をぬとする.このような操作

を繰り返し行なって得られる数列

X1， X2， x3 ・・・

がポアソ γ乱数列とみなされる.この理由は表4.3から容易にわか

るであろう.ただし，この実験では 7以上の数字が出てこない不合

理があるが，実際7以上の数字の現われる確率は 0.00008 ぐらいで

10000回に 1回ぐらいしか現われないので無視して考えているわけ

である.

これでポアソシ乱数列の意味がわかったであろう.そのポアソ γ

乱数列を，区間 [0，1]上の一様数列から生成するにはどうしたらよ

いかを次に考えよう.

[ 2 ] ポアソン凱数列のっくり方 区間 [0，1]上の一様乱数列

を Ul， U2， U3， ・・・・・・，Ui， .....• 

とすると，式 (4.10)より，まず Ulにより
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Xl-1 仰 1k Xl 仰 7必

ず e-m.:_:_一三三 Ul< 2: e-m二二一
五三o h! h=o h! 

4章74 

次に U2により

Xl-1 ψl/}k Xl φ仰 k

L: e-m一一三 U2< L 
e-m~ 

h4hjZoh!  

を満足する引を求める.

この操作を繰り返して得られる数列を満足する X2を求める.

X4， X3， X2， X1， 

ポアソシ和(エ)の個数は，この場合，がポアソ γ乱数列となる.

分布における平均値が m であるから，平均m個加える操作が必要

である.

補注4.5 一般に離散型確率分布をもっ乱数列をつくるときは次のよう

にすればよい.確率変数Xの確率分布を

p (X = k) = Pk， (k = 1， 2， 3，……〉

とすると，区間 (0，1)上の一様乱数列 Ul， U2， U3，…を用いて表4.4のように

してつくればよい.Pk (k= 1， 2，…〉は与えられているとして考える.

離散型確率分布 (P(X= k) =ρρ をもっ乱数列のっくり方表4.4

U5 

町

h2=

一
11
1 

Ph Z三
3町

hZ=

一

1

1 
Ph g Zhz3=

ー

1

1 
h三 Zh42=-31 

1 
Ph 孟

x!j-1 

変換方法
hZ=1 
h三三

U5<hZ 
=ZS 

1 
Pb 

. . ... . 

U1<hZ

タ

=f
t 

1 
h Ul ~玉h三タz三

2

l 
Ph hく

h
三=3二
ez

1 
れ U4<hZ2=4 

1 
Ph 

生成され
Xl X2 X3 X4 X5 る乱数列

. . . .. . 

• • • • • • 1
 U4 U3 U2 Ul 一様乱数列|

正規苦L数列のっくり方

正規苦L数列とは

4.3 

指数乱数列と同様，連続型確率分布を
可
a
E
E』

a
，
 

••• ra--L 

もつ乱数列である.
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∞
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(4.11) 

と書かれる確率分布のことを，正規分布 (normaldistribution)と

いう.

この正規分布のグラフを描いてみると図4.4のようになる.

式 (4.11)からもわかる
f(x) 

ように正規分布曲線の位置

と形はμとσの値によって

完全に決まる.μ の値は曲

線の中Jむを与えるものであ

り， σの値は曲線の左右へ

の広がりを与えるものであ

る. した渇まってμのことを

平均値， σのことを標準偏

差 (σ2は分散)と呼ばれている.

平均値μ，分散σ2の正規分布のことを略して N(μ，σ2)とも書く.

図4.4において正規曲線と Z軸とで囲まれる面積は 1であるこ

.. (:e-μ? 

J(x)=-;=会-e寸 7
"孟1rσ

x 

、+孔
孔 、的+孔

図4.4 正規分布の密度関数， N (μ，σ2) 

とは確率分布の性質から容易にわかるであろう.

平の正規分布をもっ独立な確率変数の系列の実現値を，正規乱数

列という.わかりやすくいうためには指数分布のときと同様，頻度

分布で近似して査の中の球のモデノレとして考えればよいが，ここで

はその説明は省略する.

この正規乱数列においては，平均値μに近いところの値が多く出

て， μから離れるほどその出方は少なくなることは図4.4をみれば
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わかるであろう.

さて，式 (4.11)において

(4.12) 

と変換してみると

g(Z)-16 九(一∞<z<∞)
ーへ/反

(4.13) 

となって，これは平均値 0，分散1の正規分布(略してN(0， 1)と

書く)と考えることができ，これを基準型正規分布と際んでいる.

その曲線は次図のようになる.

g(z) 

1 Z2 

g(z)=一言=-e-2
ミi/4ι7r 

0.11-

。 1 2 3 
z 

噌

i

図4.5 規準型正規分布の密度関数 (N(O，l))

一般にこの基準型正規分布をもっ乱数列

Zl， Z2， Z3， 

をつくっておけば，平均値 μ，分散 σ2の正規分布をもっ乱数列は

式 (4.12)より

X1=σZl +μ， X2 =σZ2 +μ， X3 =σZ3十 μ，……

なる変換により容易につくることができる.
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そこで，基準型E規乱数列に主体をおいて考えればよく，この乱

数列のことを，単に正規苦L数列と呼ぶことが多い.

このE規乱数列は，図 4.5からもわかるように，zのとる値は

g(z)の大きさに比例するわけで， したがって乱数列は Oに近いと
1 

ころが多く現われ，+とーはーの確率をもって現われることが
2 

わかる.

この乱数列については巻末付表2に示しである.

[ 2 ] 正規乱数列のっくり方 この正規乱数列を，たとえば指数

乱数列をつくるとき用いた逆関数法によって生成することを試みよ

フ.

基準型正規分布の分布関数は

F(z)=l-LJd 
Jー∞ヘ/2π “

と表わされ，F(z)のグラフは次のようになる.

F(z) 

-3 -2 -1 。 3 4 

図4.6 基準型正規分布の分布関数(F(z))

(4.14) 

z 

この図に示すように逆関数法はまず区間 [0，1]の上の一様乱数列



78 4章いろいろな乱数列のっくり方

の1つ軌をとり，それに対応する Z1を求めるわけであるが，この

ためには式 (4.14)より

U1 = F作1)=工会Jdz
を満足する Zlを求めなくてはならない. これはコシピュータで計

算するにしてもたいへんやっかいで、ある.だから逆関数法は，正規

乱数列をつくるときなどはたいへん不能率で、別の方法を考えなけれ

ばならない.そこで普通は次のような方法が用いられている.

[ 1 ] 中心極限定理を利用する方法 中心極限定理 (central

limit theorem)とは，

“平均値μ*，分散 σ*2をもっ1)任意の分布に従う乱数列

(確率変数で書く)

X1， X2， X3，……， Xn，…… 

があるとき，その平均値

xn=7〈X1+X2++L)
の確率分布は nが大きくなるとき，平均値〆，分散す:で

/σ*2¥ 
ある正規分布N(〆，一一)に収束する.すなわち

¥η/  

Xn一〆
* σ 

ヘ/五

はnが大きいとき，平均値0，分散1の正規分布 (N(O，1))と

みなしてよい."

1) μヘσ*29を*印をつけたのは正規分布の場合と区別するためである.
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という定理である.

この定理で任意の分布とあるが，この分布がどんな分布であるか

によって正規分布への収束のはやさが異なってくるのである.ある

分布では，かなり同大きくとらないと (Xn-〆)/去の分布は

主規分布に近ずかないが，別の分布では nが小さくても (Xn-〆)1
σ* 
、/万の分布は正規分布に早く近ずくということが考えられる.

我々が考えているのは X1，X2，……， Xn が [0，11上の一様乱

数列なので，好都合なことにこの場合は nが小さくても (Xn一〆)1

J万の分布は正規分布側， 1))に非常に近くなる
この炉ム * _ 1 σ*2=1である F とは容易γ計算できて1〉，ーロ， μ - 2' v _ 12 1.... O(J'QJ ":-0 C. fd.1=t'"7sf'-

Xn-l 
Zn=-/一一三 (4. 15) 
I 1 
'v 12n 

はnが大きくなるにしたがって正規分布 (N(O，1))に近ずく早さが

非常に早い.

念のために式 (4.15)で示すZη の分布と正規分布 (N(O，1))との

近似度を比較するために， n:_ 4の場合に図4.7に示しておこう.

この図から，n = 4ぐらいでも，Z4の分布はほとんど正規分布

(N (0， 1))に従って分布しているとみなしてよいことがわかろう.

このような事実から，区間 [0，1]上の一様乱数列

1) Xi (z'=1，2，・…一，n)のもつ確率分布は
(1 (0三三x<l)

f(x) == ~ lO (その他)

と考えられて，その平均値はEω=イイ[ω
1'(←いZト一÷)y2fパ(ωωωZめ〉μdωx=占となる
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g.( z) 

1 

一一正規の分布(N(O，l))

F一-Z4の分布

-/玄
z' 。

図4.7 Z4の分布の正規分布 (N(O，l))への近似度合

Ul， U2， U3， U4， U5， 

が与えられているとき，はじめから n個の Ul，U2…… Unを用いて

1(U1+U2++un)-i 
Zl = 
.-

I 1
一戸

"v 12n 

(4.16) 

をつくり，次に un+1=ui2)'zzn+2=ztrL……，U初 =uL2)と考えて

1(ujhj2)++ぬ2)-7
Z2=一

了
一
助
l
u
w
 

をつくり，同様な手順でZ3，Z4'……をつくると，
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Zt， Z2， Z3，・

が求める正規乱数列である.

例 n=4の場合に区間 [0，1]上の有効数字2桁の一様乱数列

0.82， 0.11， 0.51， 0.08， 0.38， 0.86， 0.79， 0.31， 0.82 

0.88， 0.27， 0.00， 0.44， 0.28， 0.02， 0.27， 0.59，・・

から平均値0，分散1の正規乱数列を作成する.

l← 1- 1 
解式 (4.16)に(おいて n=4であるからザー一=A / ')となり，

~ 12n 4v 
様乱数列をはじめから 4つずっとって， Zt， Z2， Z3，……を求めてみると，

手(0.88+ 0.11 + 0.51 + 0.08)一4
Z1=I  1 “ 与一0.73

4.v玄
1 ，，~__ ~ _'" ~ _~ ~ ~~， 1 4 (0.38 + 0.86 + 0.79 + 0.31) -2 

Z2= 1 与 0.59

4ヘ1-3

1 ，~ __  ~ __  ~ __  ~ ~ _， 1 
4 (0.82 + 0.88 + 0.27 + 0.00)一玄

Z3= 1 与一0.05

4ヘ13

となる.

補注4.6 nを大きくすれば当然E規分布への近似の度合はよくなるわけ

であるが，あまり大きくすると正規乱数列を 1つつくるのに多くの一様乱

数列が必要となって不能率である.

ちなみに，n= 12のときに

P (Z12とめと P(Zとめ

{ただし確率変数Zは正規分布 (N(O，1))に正確にノ

従う確率変数とする.} 

の2つの確率の値を比較してみよう〈表4.5参照).
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表4.5Z12の正規分布への近似度合

z P(Z12 > z) 

.500000 

.420740 

.344578 

.274253 

.211855 

.158655 

.115070 

.807567 • 10-1 

.547993・10-1

.359303・10-1

.227501 • 10-1 

.139034 • 10-1 

.819754 • 10-2 

.466119 • 10-2 

.255513・10-2

.134989 • 10-2 

P(Zミ;;;z) 

.500000 

.421711 

.346338 

.276483 

.214180 

.160727 

.116639 

.817077 • 10-1 

.551457・10-1

.357846 • 10-1 

.222756 • 10-1 

.132681 • 10-1 

. 754026 . 10-2 

.407497 • 10-2 

，208611・10-2

.100700 • 10-2 

差

.0 

.2 

.4 

.6 

.8 

1.0 

1.2 

1.4 

1.6 

1.8 

2.0 

2.2 

2.4 

2.6 

2.8 

3.0 

O 

-. 971 • 10-3 

-.1760 • 10-2 

-.2230 • 10-2 

一.2325• 10-2 

-.2072 • 10-2 

-.1569 • 10-2 

-.9510 • 10-3 

-.3464 . 10-3 

.1457 • 10-3 

.4745 • 10-3 

.6353 • 10-3 

.65725.10-3 

.58622.10-3 

.46902.10-3 

.34289.10-3 

この表から n= 12ぐらいになるとその近似の度合は非常によい

ことがわかる.実際には n=6ぐらいで、使われている.

[ 2 ] ボッタス・ミュラー (Boxand Muller)の方法 区間

[0， 1]上の一様乱数列を前と同様

Ul， U2， U3， U4， Us， 

とするとき，まずはじめから 2つ Ul，U2 をとってくる.そして

Z1 = (-21oge Ul)玄cos2πU2 1 

Z2 = (-21oge Ul)苔Sil12n U2 J 

なる変換を行なう.次に U3，U4をとってきて

(4.17) 

Z3. (-21oge U3)玄cos2πU4 1 

Z4 = (-21oge U4)玄sin21τ U4 J 
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なる変換を行なう.同様な手順で生成される

Zl， Z2， Z3， Z4， ZS， Z6， . 

が平均値 0，分散1の正規乱数列となる.これは 2つの一様乱数列

を用いて 2つの正規乱数列を生成していることになり，使用した一

様乱数列の個数と同数だけの正規乱数列が生成できるわけで、ある.

わかりやすいために生成方法を表にしておこう.

表4.6 iE規乱数列のっくり方

区間 [0，1]上の
一様乱数列

Ul U2 U3 U4 U5 U6 . I U7 U8 

Zl = Z3 = Z5 = Z7 = 
(-21oge ut)玄 (-21oge U3)宮 (-21oge U5)玄 (-21oge U7)互

xcos2π U2 xcos 2π U4 xcos2π U6 xcos2πUs 
変 換 式

Z2 = Z4 = Z6 = Z8 = 
(-21oge Ul)玄 (ー210geU3)を (-21oge U5)玄 (-21oge U7)互

xcos 2π U2 xsin 2π U4 xsin2π U7 xcos2π U8 

生成される
正規乱数列
(平均値0，分散1)

補注4.7 このボックス・ミュラ{の方法で正規乱数列ができる理由を述

べておく.式 (4.17)

Z4 Z5 Z6 Z7 Z8 

Zl= (ー210geut)玄cos2π U2 

Z2= (ー210geUl)玄sin2n-U2 
より，

Z

一u
t
-
-
u

内

O
一ぺ

O
《

O
ス
U

一一
Z

一u

J
u
↑

J
u
 

z
一
u

d

一d

生!-1 Z12 均
21〉

71|=2πλ7 
Z2 

aU2 

となり，Ul， U2は区間 [O，lJ上の一様分布をもっ独立な乱数列であるから

1) 与は Zl~ Ulで偏微分するという意味である.この式の詳細は微分積分学の書
aU1 

物を参照されたい.
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タ
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となって，式 (4.17)の変換で正規乱数列が生成されることがわかる.

補注4.8 2変量正規乱数列のっくり方

2変量正規分布の密度関数は

一2火叩山(ο1
f(x丸，yω)=

2πσ1 02 (1_p2)2" (4.18) 

(ただし，p1， p2は変量 x，yの平均値，012，山変量仰の分散l
pは変量 zとgの相関係数とする， J 

と表わされ，このような 2次元の密度関数をもつような乱数列は次のよう

にして生成することができる.

いま，区間 [0，1J上の一様乱数列を

Ut， U2， U3， U4， U5， ..•... 

とすると，まずはじめの 2つ (U1，U2)を用いて

X1=μ1 +01 (ー2loge U1) 2" {(1-ρ2)玄cos2πU2 + P sin 27r U2} 1 
~ (4. 19) 

Y1=μ2+02 (ー210geU1)玄sin21(:' U2 J 

なる変換によりできる組 (X1，Y1)を考え，次に同様に次の 2個 (U3，U4)を用

いて

X2=μ1+σ1 ( -21oge U3)玄{(1ー ρ2)2" cos 2π U4 + P sin 27r u41 

Y2=μ2 + 02 ( -2 loge U3)宮sin27r U4 J 

なる変換によりできる組 (X2，Y2)を考え，同様の手順で生成される

(Xl， Y1)， (X2， Y2)， (X3， Y3)， (.1:4， Y4)，・・

なる乱数列は式 (4.18)で示す 2変量正規分布に従う乱数列となる.

理由は 1変量の場合と同様に式 (4.19)より

1 ((Xl一μ1)2 2ρ〈町一μl)(Yl一μ2) I (約一μ2)21
dU1 dU2 1 ρ 一五二p2)lーヲ予一一 σ1σ2 -r- 022 J 
dZldU1-2πσ102 (1で ρ2)き

となって，U1， U2は区間[0，1J上の一様分布をもっ独立な乱数列であるから
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1・1dUl dU2 
1 1 f(21ーμ1)2 2ρ(X1ーμ1)(約一μ2). (れーμ2)2)

一一一一《 ー +.'''' ~ '̂ ~， ~ 
2(1-p2) l 012 0}02'  022 J 
、ノdX1dY1 

2π0102(1ー ρ2)玄

となり，(Xl， Y1)が 2変量正規分布に従う乱数列の 1つであることがわか

る.

4. 4~ 階段関数の近似による苦L数列のっくり方

指数分布とか正規分布とかよく知られた確率分布でなく，次図の

ように名前のついてないような確率分布に従う乱数列をつくって用

いることが複雑な確率モデノレのシミュレ{ショシではよくある.

図4.8に示すような確率
j(x) 

分布では，それに従う乱数

列は今まで述べたようなエ

レガシトな方法ではなかな fk

かうまくつくることができ

ない.そこで，図4.8に示

すように密度関数 f(x)

を Zの定義域(区間 [0， 。 x 
Xk Xk十1 α 

α]) 1)を 図4.8 密度関数の階段関数による近似

o = X1 < X2 < ・・・・・・ < Xk < Xk-1 < ・・・・・・<Xn+1= α 

とn個の小区間に分け(等分割でなくてもよい)， k番目の区間 [Xk，

xlc+dの近似した階段関数の高さをんとする (k= 1， 2，……， n). 

このとき，区間 [0，1]上の一様乱数列

Ul， U2， U3， U4， U5， 

1) αの値は aを越える確率がほとんど Oになるように考える.
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を用いて，まず

11ート1

L: (Xk+1 - Xk) fk三U1< エ(Xk+1- Xk) fk 
k=l 

を満足するんを計算し，この不等式を満足するような区間 [Xll'

Xl1+dを定める.

もし，かりに各区間を小さくしておくと，階段関数と f(x)との

くい違いはあるが，無規してよいから最初の乱数として

とすればよい.

同様に

311+ x lt+1 
Z1=2  

12+1 

L: (Xk+1 - Xk) fk 三~ U2 < 2: (Xk+1 - Xk) fk 

を満足するんを計算し，区間 [Xl2，Xl2+dを定め，

Z9=Zl2+ Xl2+1 
~ 2 

を第2の乱数とする.

このようにして得られる乱数列

X 1， X2， X3， X 4， X5，・

は密度関数f(x)をもっ乱数列とみなすことができるわけである.

各区間がかなり大きいときは，その区間を定めてから，その区間

の中で操作してやればよい.

この考え方は4.2節の補注4.5で述べた離散型確率変数をもっ乱

数列の作り方と同じであり，

分布関数

Fω = l:f(X) dお



4.5 特殊な乱数列のっくり方 87 

が複雑で，逆関数法も使えず，指数乱数列とか正規乱数列のような

エレガシトな生成法もない場によく用いられる方法である.

この方法だと密度関数f(x)の形が複雑でも，ある程度の誤差は

生ずるが，要求される乱数列をつくることが可能なわけである.

4.5 特殊な乱数列のっくり方

[ 1] 2次元のランダムな単位ベクトルのっくり方1)区間 [0，2n]

上での一様乱数列

があるとき，

θ1， ()2' ()3，θ4，θ5， 

sin f) 1， sin f) 2， sin f) 3~ … 

COS () 1， COS f) 2， COS () 3，… 

なる乱数列をランダムな単位ベタトノレという. このラシダムな単位

ベクトノレを sine，cosineの値を直接計算しないで2)，区間 [0，1]上

の乱数列

Ul， U2， U3， U4， U5' • • 

を用いてうまくつくってみようという試みである.これは指数乱数

列の生成のところでも述べたが，フォ γ ・ノイマンにより提案され

た棄却法にもとづく方法で次のように考えられている.

まず UJ， U2を用いて

xl=2ul - 1 

グ1=U2 

1) このランダムベクトノレの生成は 5章の実験例 3で述べるランダム・ウオークのシ
ミュレーションなどでよく用いられる.
2) 直接計算するとコンピュータの中では級数展開して計算するので演算速度の遅い
機種では計算時間がかなりかかるので，演算回数ができるだけ少ない方法を考える
ことが必要になる.
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なる Xl， Ylを考え，もし

X1
2 + Y12 ;:;三 1

なる条件を満足すれば

ω 0
1 
= x1
2 
- 1J12 

- Xl~ + Yl 

n 2Xl Yl 
Sln U1 ==凸
- Xl~ + Yl 

(4.20) 

として採用し，満足しなければ，一様乱数 Ut， U2と式 (4.20)の計

算は無駄になるが棄ててしまう.そして次に U3，U4， を用いて同じ操

作を繰り返し，満足するまで続ける.式 (4.20)で採用された系列

によりつくられる.

。
。
内
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U

 

n

$

 

・

噌

且

「

L

Q

U

P

し

円

L

n

r

u

A

U

O

U

 

n
沼
市

-
-
z
A
r
E
L
 

s

e

 

‘，E-

噌・--

A

U

A

U

 

n

m

m

 

.，E
A

r

-

-

、

Q

u

p

l

v

 

が要求される乱数列となる1). これを

コンピュ{タのプログラムのフロ{チ

ヤ{ト(流れ図)形式で書いてみると

図4.9のようになり，この操作を繰り

返せばよい.

補注4.9 ここで問題となるのは式

(4.20)で採用される確率であるが，これ

は実に大きく

2当日5
となる.したがって10回繰り返すうちに平

均 8固までは採用されるので， sine， cosine 

の値を直接級数展開を用いて計算するより

一様乱数列の発生

Ul， U2 

，. XP-'1If 
cos 仇=ー云一一円・
-- xi+Yi 

sin 0宜=_;生島
- xi+Yi 

図4.9 2次元ランダム・ベク
トノレの生成法

1) 証明は 4.1節の補注4.4で述べた棄却法の考え方よりできるが，ここでは省略した.
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L この方法で生成するほうが簡単な演算でできるわけである.

[ 2 ] 密度関数

f(x) = nxn--¥ (0三三x三1) 

f(y) = n( 1 -y)n-l (0三三u三1) 

をもっ苦L数列のっくり方.

この乱数列は区間 [0，1]の一様乱数列 Ul， U2， U3，……， Un，・・…・よ

(4.21) 

り

お1= max (Ul， U2，……，Uη) 1) 

yl = min (Ul， U2，……， Un) 
、BFJ2
 
2
 
4
 

/
t
k
 

-
f
i
l〉
1
1
1
J

と変換する. また同様に MIr=un+1，Z42r=仇+2，……， Z47J=M27z と

して

X2 = max (U1'， Uム……，un') 

U2=min (241r，M2r，……， Un') 

と変換する.同様な手}f原で得られる乱数列

Xl， x2， X3， X 4.， X5， 

yl， Yz， Y3， Y4， 1J5， 

は式 (4.21)で示す f(x)，f(y)なる密度関数をもっ乱数列となる.

この理由は次のように考えればわかろう.

いま，区間 [0，1]の一様乱数列を Ul，U2， U3，……， Un，……とする

とき，はじめから n個をとって大きさの順に並ぺかえ

U(1) < U(2) < U(3)三三.，.… 三三 UUI!)三三…・・・ 三三 UCn)

とする.このとき U(k)はn個の一様乱数列をとってくるたびに変わ

る確率変数と考えられ，これを普通h番目の順序統計量と呼んでい

1) max(u}， U2，……， Un) は Ul，U2，……， Unの中での最大値の意味，minは最小値の
意味.
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る.

この h番目の順序統計量の確率分布は密度関数で書くと

111 • 
fk(X) = -;74¥'./ーハ .Xk-1 (1-x)n-k. た=I，2，……，n

と表わされることが知られている.よって式 (4.22)での X1，y1 (一

般に x， y と書く)の分布は k~n， k=l と考えることによって容易

ん(x)= nxn-1 

fl(Y) = n(l-x)n-l 

が導ける.この式は式 (4.21)に一致する.

[ 3 ] 単位球面上のランダム点列1)のっくり方 区間 [0，1]上

の一様乱数列を Ul，U2，……， un，……とするとき棄却法によって次の

ようにすればよい.

まず U1，U2， U3を用いて，もし

U1
2 + U22 < 1 (4.23) 

ならば，Ul， U2， U3を採用し

Xl = u12-M224  
U12 + U22'Vょ-U3

士2UIU之
U1=q ，i;ヘ11-u32

Uてーヤ U2~ 町

Z3 =土 U3

(ただい+とーはランダムにとる たとえば銅貨を投)

げて表なら十p 裏ならーをとるようにすればよい. J 

1) 半径1の球面上に等確率性と無規則性をもって現われる点列をいう.このランダ

ム点列は球面上でのいろいろな確率モデノレのシミュレーションによく用いられる.
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とすることによって，球面上の 1つの

点 (Xl，Yh Z1)をうる. 式(4.23)を満

足しなければ，Ul， U2， U3は棄てる.

このような操作を繰り返して採用さ

れた点列

(Xl， Y1， Z1)， (X2， Y2， Z2)， 

(x3， Y3， Z3)， 

は半径1の球面上でラシダムに分布す

る点の系~U となる.

わかりやすいためにこの操作をフロ

{チヤ{トで示すと図 4.10のように

なる.

区間[0，1]の一様乱数列
Ul' U2' Ua 

球面上のランダム点列

Z1=4芋之江弓Z
U:i'iU:r 

yl=ξ型与江弓Z
Ur，u:r 

Zl=土Ua

図4.10 単位球面上のランダム
点列のっくり方

[4] X1十X2十……十ぬ==1 (Xi ~三 0， i == 1， 2，……， n)なる

超平面上でのランダム点列1)のっくり方 これは，区間 [0，1]上

のn-l個の一様乱数列 U1，U2，…"'， Un-lを考え，これを大きさの

順序に並べて

U(1)三U(2)三三・・・…三三 U(ト 1)

とする.これより

Xl = U(l) 

X2 = U(2) - U(1) 

X3 = U(3) - U(2) 

Xn-1 == U(n-l) - U(n-2) 

Xn = 1 -U(ト 1)

1) X1 + X2 +…… +Xn=1(Xi>O， z"=1，2，…・・・，n)なる平面上に等確率性と無
規則性をもって現われる点列をいう.
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とおけば

(X1， X2，……， Xn) 

なる点が X1十 X2十……十仇==1なる超平面上でのラシダムな点

列の 1つとなる.同様な手順で次々とつくってゆけば，この超平面

上でのランダム点列ができる.これはなかなか面白い方法である.

例 n=3の場合

X1十 X2十 X3= 1 

で表わされる平面は図4.11のように各軸の値が1である点を結ん

で得られる正三角形で，この正三角形の上でランダムに現われる点

列をつくる.

解区間[O，lJ上の一様乱数列九九九九九……を考え，まず最初の

2つ U1，U2を，大きさのJI民に並びかえて

0く U(1)< U(2)く1

とする.

そこで

X1 = U(1) 
X2 = U(2) - U(1) 
X3 = 1-U(2) 

とおくとき，点 (Xl， X2， 

X3) が X1+X2+X3= 1 

なる平面上の最初のラ

ンダム系列となる.

次に， U3=uiへU4=
め2) を大きさのJI民に並

びかえて

。<ujG三五uj241
とする.

Xl ，. ， 

Xa 

1 

l 
X2 

図4.11 X1 + X2 + X3 == 1 (Xl， XZ， X3ミ0)
なる平面上のランダム点列
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1，/  

(2) (2) 
Xi ' = UO) 
(2) (2) _ _ (2) 
X:i . = U(2) - U(1) 

Z(2)(2)  
3=1-U(2)  

そこで

とおくとき，点〈zP， dヘ X~勺が Xl +X2 +X3 = 1なる平面上の 2番目のラ
ンダム点列となる.

以下同様な操作で}f良次ラシダム点列を生成することができる.

たとえば1，2，3の3つの数をランダムJI頂列のっくり方[ 5 ] 

この 3つの数からできる順列(数のすべての並び方)考えたときに，

の数は次のように 6とおりある.

1 3， 2， 3 2， 1， 

2 1， 3， 2 3， 1， 

1 2， 3， 3 1， 2， 

それを数字ラシダムに現われるとき，とおりの数の組が，この 6

1， 2，3からなるランダム順列という.

この例の場合だと，表3.7のようにサイコロの 6つの目と対応さ

せてつくれば容易である.

サイコロの日とJI買列の対応表4.7サイコロを投げて，すなわち，

もし 3の目が出れば， (2， 1， 3)の組

1， 2， 3 

1， 3， 2 

2， 1， 3 

2， 3， 1 

3， 1， 2 

3， 2， 1 

ヂリJI民サイコロの目

噌

i

の
4

丹
、

u

a
住

民

U

F

O

もし 1の目が出れ次に，

ば (1，2， 3)の組をとる.

をとり，

このよう

にサイコロを投げてはその日と対

6つ応した順列をとってゆけば，

のJ!民列がラシダムに現われる系列

ができるわけである.



これも，表4.7と同様に1から n!個

nI桁以下vの乱数列を用い

場合にランダムj碩列と呼ぶ.

までの数と， この順列とを対応させて，

それに対応した順列を書き出してゆけばよい.
1 

とき nJ1聞の}I原列の 1つはーの確率で現われ，等確率性は保証で
n! 

1， 2， 3， 

からなる順列の総個数は n!個だけあるわけであるが，n!個の中か

らランダムにとって出来る系列が1から nまでの n個の数からなる

もちろんこの

1，2，3からなるランダム}I碩列の使用例 1章 1.4節で述べたク

ジ引きの問題で，A，B， Cという 3人の人がこのクジを順番に引くと

き，何番目に51く人が1番当たりクジを51く確率が大きいかという

ことを実際にクジ引きをしないで、乱数列を用いた実験によって確か

この場合， 3本のクジに 1，2， 3という番号をつけると A，

B，Cの3人がこのクジをヲiく引き方は 1，2， 3; 1， 3， 2; 2， 1， 3; 2， 3， 

3

1

3

1

②

②

②

3
 

表 4.8 ランダム}I原列を用
いるクジ引き

くO印が当たりクジ)

IA C 

1

②

②

3

1

1

3

1

 

B 

②

3

1

②

3

3

1

②
 

1回目

2回目

3回目

4回目

5回目

6回目

7回目

8回目

いろいろな乱数列のっくり方

現われると考えればよい.すなわち 1，2， 

3の3つの数からなるラシダム順列の 1

つを用いて 1回目のクジヨiきの実験をす

3回目も同様で順次ラシダ

ム順列を用いると表4.8のようになり，

この実験を多数回繰り返して A，B， Cの

それぞれに現われる当たりクジ(当たり

の比率が÷に

回のクジ引きではこれらのうちどれかが

1 

γ1 

1; 3， 1; 2; 3， 2， 1の6とおりがあり，

近ずくことを確かめればよい.

さて一般にn個の数字

クジの番号を 2とする)

4章

2回目，

めてみる.

94 

て，

る.
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きるし，無規則性も対応している乱数列の無規則性から保証できる.

また次のような便利な方法もある.

( i) 1桁の数からなるランダム順列のっくり方 たとえば 1，

2， 3， 4， 5， 6， 7の7つの数字からなるランダム順列を生成するために

は次のようにすればよい.

まず1桁の Oから 9までの数からなる乱数列を考える.かりにそ

の乱数列が

2， 9， 6， 1， 3， 1， 5，・

であったとすると， 図4.12のように 2に対応するところに 1，9に

対応するところに 2，6に対応するところに 3と順次記入する.

。12  3 
+ + + 
4 1 5 
6 

A
H
U
T
-
V
9
h
 

oo-
η
4
-

nvT''句、
υ

F
O
T骨
'
n
4

8
告

図4.12 1桁のランダムJI頂列のっくり方

その記入した数字を最初から書くと

(4， 6)， 1， 5， 7， 3， 2 

となる.ここで (4，6)の組に対してはこの 4，6をラシダムに並べ

てやる.

このようにしてできた数の組がラシダム順列の 1つである.同様

の操作で順次つくってやれば7つの数字からなるランダムJr際日がで

きて，これは前の方法よりずっと簡単である.

(ii) 2桁の数からなるランダム!煩列のっくり方 たとえば，

1から 18までの数字からなるランダム順列をつくりたいときは次

のようにすればよい.
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まず図4.13のような 10x 10個の区かくからなる正方形を考え

る.

次に2桁の乱数列を考え，かりに

31， 1~ 81， 45， 31， 23， 3~ 61， 01， O~ 3~ 2~ 74， 

98， 68， 45， 53， 76， 

であったとする.

このとき 10位の数字を縦に， 1位の数字を横にとって対応する区

かくを考える. 1番はじめの 31は縦の 3の数字，横の 1の数字の

ところの区かくに対応し，その区かくに 1と記入する.次は 17だか

ら縦の 1の数字，横の 7の数字のところの区かくに対応し，その区

かくに2と書く.同様に 81，45， 31， 23， 37，……，76の対応する区か

くに3，4，……， 18と記入すると図4.13のようになる.

このとき，はじめの区かくから順次書き並べると

9， 10， 2， 6， 12， (1， 5)， 7， 11， (4， 16)， 17， 8， 15， 

13， 18， 3， 14 

となる. (1，5)， (4，16)と1つの区かくに2つの番号が入っている

ところは，そこのところだけランダムに並べることを考える.その

1つの方法としては乱数の 10位の桁の数字が奇数なら順序を反対

にし，偶数ならそのままにしておけばよい1).

この例では (1，5)は乱数31に対応するから 10位の数字は奇数だか

ら}I民序を反対にして5，1とし， (4，16)は乱数45に対応するから 10

位の数字は偶数となり， J!原序はそのままにしておく.

そこで，この例では

1) 偶数，奇数の並び方がランダムであることから説明できる.
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9， 10， 2， 6， 12， 5， 1， 7， 11， 4， 

16， 17， 8， 15， 13， 18， 3， 14 

という 1から 18までの

数からなるラシダム順列

の1つが得られる.この

操作を繰り返すことによ

って 1から 18までの数

からなるラシダムJl原ダリが

生成できる.

補注4.10 3桁以上の数

からなるラシダム J[民9Uも同

様にしてつくることができ

る.一般に n桁の数からな

るランダムJl民列は

一様乱数列の1イ立の数字
o 1 2 345  6 7 8 9 
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

 

様
品
数
列
の
叩
位
の
数
字

9 10 

2 

6 12 

1，5 7 11 

4，16 

17 

8 15 

13 18 

3 

14 

図4.13 2桁のランダムJI民列のっくり方

10 x 10 x 10 x …・・・ x10= 10n 

n個

の区かくからなる n次元の立方体を考え，n桁の数からなる乱数列を用いて

2桁のランダムJI民列をつくったときと同様に対応する区かくに 1，2，……と

記入してゆけばよいが，次元が多くなると，コンピュータの中で生成する

ときのプログラムは少々やっかいとなろう.

例 1， 2， 3， 4， 5， 6， 7， 8， 9の9つの数からなるランダムJl慎列をつ

くり，それを順次50組だけ書いてみると次のようになる.
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4， 7， 9， 6， 2， 5， 8， 3， 1 4， 7， 9， 6， 5， 1， 2， 8， 3 

5， 9， 7， 4， 3， 2， 6， 8， 1 

8，C4， 5， 3， 9， 7， 2， 1， 6 

2， 9， 4， 3， 8， 1， 7， 5， 6 

6， 4， 1， 5， 2， 7， 9， 8， 3 

5， 4， 1， 3， 7， 2， 6， 9， 8 

9， 3， 4， 1， 8， 5， 7， 6， 2 

7， 6， 8， 4， 3， 2， 1， 5， 9 

4， 5， 9， 7， 3， 2， 6， 8， 1 

6， 5， 1， 2， 9， 4， 7， 8， 3 

7， 4， 2， 1， 9， 3， 8， 5， 6 

7， 5， 3， 8， 6， 2， 9， 1， 4 

8， 9， 1， 3， 7， 6， 4， 2， 5 

9， 8. 5. 2. 6， 1， 7， 4， 3 

3， 9， 5， 7， 1， 4， 2， 8， 6 

3， 8， 2， 6， 1， 9， 4， 7， 5 

5 1， 9， 8， 7， 4， 6， 3， 2 

2， 4， 1， 6， 9， 7， 5， 3， 8 

9， 6， 1， 3， 8， 4， 5， 2， 7 

8， 6， 1， 3， 9， 5， 4， 7， 2 

8， 4， 1， 5， 6， 3， 2， 7， 9 

4， 8， 7， 9， 1， 2， 3， 6， 5 

8， 7， 3， 6， 9， 1， 5， 2， 4 

2， 5， 3， 6れ 8，7， 4， 1， 9 

8， 9， 4， 1， 6， 7， 2， 5， 3 

o

o

q

a

o

d

Q

d

1

i

寸

i

s

告

ヴ

d

n

O

F

h

d

R

U

つd
q

δ

λ

せ

0

0

0
ム

Q

d

q

O

刈

官

ヴ

a

に
U

ヴ

4

ヴ

d

q

d

-

F

.

，
，
.
，
.
，
，
.
，
，
.
，
.
，

.
V

・P
.

，，

.F

6

9

8

7

4

6

7

8

3

3

8

7

2

2

4

8

3

9

9

4

7

8

9

7

 

.，

.
2
.，
，
.
，
，
.
，

a

，
，
.
，
.
，
.
，
.
，
.
，
.
，
V
 

4

8

2

4

3

8

1

9

9

1

5

6

7

8

2

4

2

1

6

2

3

1

8

2

.

 

-

F

.

，e

.，

.
，
，
.
，

.
2
.，
，
.
，
.
，
，
.
，
.
，
，

.

F

.

，
.
，
.
，
，
.
，
，
.
，
.
，
，
.
，
，
.
，
，
.
，
.
，

.F 

1

2

5

5

9

3

6

5

5

2

1

2

1

3

1

5

5

6

1

5

9

9

4

6

a

 

-
p

・p
-

F

・p
-

y

-

y

.

，
，
.
，
，
.
，
.
，
.
2
.
，
.
，
.
，
.
，
.
，
.
，
，
.
，
，
，
.
，
，
.
，
.
2
.
，
.
，

2

4

1

8

2

7

8

4

4

4

2

8

8

1

6

3

7

8

7

9

2

2

5

a

，
 

.，

.
F

・p
-

F

'

'

・F

・p

・2.

，，

a

，，

a

，

ヴ

4

1

i

λ

吐

1

i

0

0

9

h
】

Q

U

1

i

o

o

o

o

η

t

d

品

A

d

せ

日

U

ケ
a

に
U

戸

O

F

D

η

J

o

o

a

告

の

t

u

-

-

1
ムー

仏，

6

7

2

n

h

広

ス

2
，
o

h

Z

Q

内

L
白

川

久

丸

Q

内
&
，

2

8

1

R

円
仏
，

3

ム

.
，
.
，
，
，

.

F

.

，，

.

F

-

F

.

，
.
，
，
.
，
.
，
V
 

3

5

6

6

6

9

5

3

1

6

3

9

9

7

5

7

1

7

5

3

5

4

2

5

耐

久

Z
，

3

0
内

丸

4
，

丸

氏

叫

に

仏

4
，

丸

戸

川

尻

Q
内

L
ι
，

4

2

6

1

~

久

白

川

久



99 

5章乱数列とシミュレーション1)

A. 乱数列を用いるシミュレーションの原理

5. 1 シミュレージョンの考え方

まず倒をあげることからはじめよう.

例題平均待ち時間の推定 駅の切符売場や，タクシ{乗場な

どに客が行列をつくっているのをよく見かけるであろう.この場合，

関係者はできるだけ行列が長くならないように，切符売場の窓口や

タクシ{乗場を増すことによって客に対して便宜をはかっているわ

けである.しかし，窓口(タクシー乗場も窓口と考える)をやたら

に増すことは，人を多く雇わなければならないし，自動車そのもの

だって増さなければならないから，必要以上に多くの経費がかかっ

てしまう.そこで，関係者は客に不満がでないような最小限必要な

窓口の個数を算出する必要がある.

そのためには

客が窓口に到着する時間間隔の状態

窓口の数

容が窓口で受けるサーピス時間(窓口で 1人の客を処理す
る時間)

などをあらかじめ設定して次々と窓口にやってくる客の平均待ち時

1) 乱数列によるシミュレーションのことを“モンテカノレロ法"または“統計実験"

とも呼んでいる.
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間(行列での待ち時間)を計算する必要がある.この平均待ち時間

が多くなると客からは不満が出るわけである.

普通，客が窓口に到着する時間間隔はある確率分布に従って現わ

れるとし，サ{ピス時間もある確率分布に従っているとする.

この確率分布が簡単な場合は容易に待ち時間の平均値は計算でき

るが，確率分布が複雑で窓口の数が多くなると，その計算はたいへ

んやっかいとなり，乱数列を用いたシミュレーショシによって求め

る方法が有効となるわけである.

ここでは簡単のために窓口の個数は 1っとして考えるが，窓口の

数が増しでもシミュレ{ションの方法は同様である.

いま f番目の客のサ{ピス時閣を s(r)，待ち時簡を w(r)とし，

r-l番目の客と f番目の客との到岩時間間隔を t(r-l)とする.

このとき図5.1，図5.2からわかるように漸化式

/一ーの-1)一一~

トルー1)ノ トω(r) ノ

トーt(パ)ーイ
(r-1)番目の容の
到着時刻

ゲ番目の容の
到着時刻

』時刻

図5.1 r番目の客の待ち時間 ω(r)のある場合

/s ( r -1 )'"，¥ 

トω(r-l)/ itu(T)=o 

卜--t(r-l)一一寸
F 時刻

{r-υ番目の客の T番目の客の
到着時刻 到着時刻

図5.2 r番目の客の待ち時間 ω(ののない場合
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w(r) = max {w(r-1) + s(r-l) -t (r-l)， O}l) (5.1) 
(r = 1， 2， 3， 4，……) 

ができる.

サ{ピス時間sの確率分布を g(s)，到着時間間隔fの確率分布を

h(t) (いずれも，密度関数)とし，w(O)は最初に来た人の待ち時間

で適当に与える 2〉.

このとき g(s)に従う乱数列を

s(O)， s(1)， s(2)， 

とし， h(t)に従う乱数列を

s (3). s (4)，…… 

t(O)， t(l)， t(2)， t(3)， t(4)，… 
としよう. この乱数列の発生の方法は4章で述べた方法のいずれか

を用いればよい.

この乱数列から式 (5.1)により，

w(l)， w(2)， w(3)，……， w(n) (5，2) 

なる n個の乱数列をつくり，この平均値でもって平均待ち時間を推

定すればよい3). わかりやすいために図に示しておこう.

/~8(0)一""，~8(1)一一~/ー8(2)ー""" /'ー8(3)一¥
i¥ω(0)/ ト(1)/iV(2)/ 初(3)=oi

十一t(0 )--4"'-ーt(1 )_____./t"-一一t(2)一一-4
最初の客の 2番目の客の 3番目の客の 4番目の客の
到着時刻 到着時刻j 到着時刻 到着時刻

図5.3 待ち時間推定のためのシミュレーション

ー時刻

1) この式の意味は ω(r-1)+s(r-1) -t(r-1)の値と Oとの大きいほうを ω(けと
することである.
2) w(O)の与え方によってあとで出てくる w(l)，w(2)，……のうちの初期の待ち時

聞に多少影響を与えるが，それ以後はあまり影響がない.

3) 実際の乱数列の発生とか計算はすべてコンビュータの中で行なうので非常に短時

間で推定値が求められる.
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以上のことから式 (5.2)で得られる n個の実現値から平均待ち

時間を推定することができるが，この推定の精度等については次節

に詳しく述べることにする.

5.2 ジミュレージョンによる推定

式 (5.1)で示す w(r)(r = 1，2，……)はある確率分布をもっ系

列と考えられ1とその確率分布を密度関数f(ω〉で、書くことにしよう.

もしこの密度関数が

f(w) =αe-aペ(ω >0) (指数分布)
のように簡単であれば，待ち時間の平均値はこの分布をもっ乱数列

w(1)， w(2)，…… ω(n) 
1 

を用いて推定するまでもなく，ーとなることはよく知られている事
α 

実である.ところが普通の場合は f(叫が複雑で，待ち時間の平均

値(内と書くことにする)

μω= 100 wf(w) dω (5.3) 

を計算によって算出することは非常にやっかいとなる.

このように内を計算によって求めることが非常にやっかいな場

合には乱数列を用いたシミュレーショシにより f(ω)に従う乱数列

w(1)， w(2)，……， w(n)を生成することにより推定することが非常

に有効な手段となるのである.

この w(l)，w(2)，……， w(n)はシミュレ{ジョシを繰り返すごと

に異なった値をとる変動する量であり，確率変数で

1) この確率分布はサーピス時間sの分布と到着時間間隔 tの分布を与えればきまる
ものである.
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(5.4) 務yn-・・・・・， 切ら，野T2，Wt， 

と書くことにしよう 1). 1回のシミュレーションによって得られる

結果 w(l)，w(2)，……， w(n)はこの確率変数の実現値と思えばよい.

さて， W1， W2，・・・…，Wらの算術平均

1 n 

Wら=与 2:Wi 
n i=l 

(5.5) 

によって内(平均待ち時間)を推定するわけであるが2)，

平均の期待値 (Eと表わす)を計算すると

この算術

E(夙)=72戸Wd)=721(fwfW
となって，我々が求めたい待ち時間の平均値μ切に一致する.

補注5.1 このように期待値を計算して仰になる推定量 Wn のことを

仰の不偏推定量 (unbiasedestimator)と呼んでいる.

このことは確率変数 Wl， W2，……， wnの実現値以1)，w(2)，……， w(n) 
の平均値をシミュレーションを何回も繰り返すことによって求めたとき，

その平均値はあるときは μω のすぐ近くに，あるときは μω からすこし離れ

たところに現われるが，それ等をすべて平均するとんに一致するというこ

とを意味している.

さて， 式 (5.5)の Wnで μ切を推定したときにその推定の誤差

は， Wnの実現値が μ切からどれほど離れて現われるかによって決

まるので， それは Wn の確率分布にもとづいて算出される.

2) 
密度関数 f(w)をもてコ母集団から抽出されたn個の無作為標本と考えてもよいー
実際は確率変数 W1，Wム……，wnの実現値 w(l)，w(2)，……，w(n)を用いて

1 n 

wn=云エ1ω(z)
をμω の推定値とする.
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この内からの離れ具合がどれほどであるかを普通 Wnの分散1)

によって表わしている.分散が大きければ大きいほど，内からの

離れ具合は大きくなり，推定の誤差は大きくなるわけである.

この分散を記号 V(Wn) で示せば，次のように計算できる.

V(Wn) = E{(Wn一 μ切)2}

= E{(治肌一向)2)

=主(主同一 μ叩)2+写:戸川一ω(院一向))f

=会玉川一向)2=与
) n 

(ただし，←1'"(w一向)ゲ(W)dW}
ここで前章でも述べた中心極限定理を用いると n (標本数と呼ぶ

ことにしよう)が十分大きいとき 3)，Wnの確率分布はf(w)の確率

分布が何であっても(どんな分布であっても)

汀三
平均値が μω，分散がーニの正規分布

n 

に従って分布すると考えてよいから 4)

Wn一μ切
σ切

ヘ/ヲi

1) 抗の分散は E{抗 -E(Wρ)}2で定義される.

2) .2:2:の意味は i，jが異なっているところでの和を意味する.
sキ1
よって期待値の定義から，z'ヰjに対しては E((sラーμω)(Wj一μω))== E(Wi一μw)

xE(Wj一μω)= 0，よってエエ E((Wi一μω)(Wj-μw))= 0となる.
tキ1

3) 乱数列を用いるシミュレーションの場合，nは相当大きいと考えてよい.
4) nミ30ならば正規分布とみなしてよい.
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(5.7) 

よって，る.

となるんをE規分布表(巻末付表めから求め1)，式 (5.7)の{ } 

の中を変形すると，次式が得られる.

(5.8) P{Wn-h」竺=三内三 Wn+h1L}=1ー α
l '¥In '¥InJ 

このとき， { }の中の区間を信頼係数 1一α2) の信頼区間 (con-

fidence interval)と呼んで、

(5.9) d
一例
σ
一ゾ

L
U
H
 +
 

一院(夙 -k去，
この区間は確率変数 Wnの実現値と σZが与えられれば

この区間の中に確率 1一αで真の平均値 μ仰がはい

n個の標本から Wη の実現値を求

め式 (5.9)の区間を作ったとき，いつでもその区間に真の平均値

μ却を含んでいるとは限らないが n個の標本をとるシミュレージヨ

シを何回もくり返したとき，くり返し回数をかりに N とすると，平

均的に Nx (1-α)回だけは式 (5.9)で示す区間の中に向を含

むわけである.たとえば 1一α=0.95とすると η個の標本をとる

と表わす.

定まるもので，

ってくる.わかりやすくいうと，

そのうち平均的シミュレーションを 100回くり返し行なったとき，

に95回は式 (5.9)で与えられる区間に μ仰を含む.

普通シミュレーショシはただ 1回しか行なわない.そところが，

1) α=0.05だと hα=1.96となり， α=0.01だと hα=2.58となる，

2) 普通 αは0.05，0.01とされている，

の確率分布は平均値が 0，分散1の基準型正規分布に従って分布す

α を固定して

flWn一μω
P~ Iσ切
II ゾ7Z
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の 1回のシミュレーショシの結果から作った信頼区間の中に必ず

μ仰を含むとは断言できないわけである.しかしある程度 1ー αの

値を大きくすれば，ほとんど 100%μ仰をその区間の中に含むよう

にできる.

前の平均待ち時間の推定の場合は確率変数

W1， W2， •••• "， • Wn 

の実現値として，シミュレ{ションの結果，式 (5.2)で示されるよ

うに
w(l) ， w(2) ， ……， w(n) 

I n 

が得られたと考えればよいから， wnの実現値は二三:w(i)= Wn 
n i=l 

となり，信頼係数 (1-α)x 100 %の信頼区間は次式のようになる.

い-hA仇+ん手)
ヘ/幻ヘ!n / 

(5.10) 

ところが， σω はあらかじめ未知であるから，やはり既知の標本

w(l)， w(2)，……，倒的から推定しなければならない.

σ2の不偏推定値は次式のようになることが知られており，
I n 

oZ=一二:;-2:;(ω(i)-Wn)2 (5.11) 
n-J. 2'=1 

U仰のかわりに九を用いて式 (5.10)の区聞を書きかえてみると

料-kみ仇 +kα九) (δ ロ)

となり，とれを信頼係数 1-α の信頼区間と考えればよい.

たとえば， 1-α=0.95ならん=1.96となって，信頼係数95%

の信頼区間は次式のようにして求めることができる.

(めに 1.9止， 仇+1.96円
ヘ!n v n 
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補注5.2 式 (5.11)で示される債は確率変数で書くと

1 n 

ぷIE1〈Wi一院)2
と書かれ，この期待値がσ3になることを示しておく.

E{出会/Wi-W.)2} 
1 n 

=tIElE{WE-ーん〉ー(伊Wn一づμωωρ〉

1η  

=示T五{E(Wi一向)2_2E (Wi一向)(尻一向)+ E(尻 -PW)2} 

=出急(a~ 一手)=σJ
よって推定量

1 n ._ 

FIE1〈眠ー Wn)2

は03の不偏推定量となる.
補注5.3 (標本数nの決定) 以上述べたように， 信頼係数 1ーαと

標本数を決めれば信頼区聞が定まるが，普通のシミュレーミョシにおいては

むしろ標本数nをどれほどにすればよいかという問題が重要視される.い

かにコンピュータの計算速度が早いといっても，むやみやたらにシミュレー

ショシをくり返して多くの標本を得るということは無駄で、ある.

そこで与えられた確率モデノレに対して， どれほどの標本数にしたらよい

かを考えてみよう.

いま，信頼係数と信頼区間の信頼幅 (Lと書くことにする〉を人為的に

与えるとそれに必要な標本数nは決まるわけである.すなわち

人(信頼係数1ーαを決める (kαを決める)1 
為 1 t =今標本数nが定まる.
的 l信頼幅 (L)を決める. J 

具体的には，信頼係数1ーαの信頼幅は式 (5.9)より

2kα122 
'¥I'n 

となり，これを Lとするわけであるから，
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。万L
 

なる式を解いて

12hασ削 ¥2
n = ( -'~: V'W ) (5. 13) 
¥ L J 

となり，もし Owがわかれば標本数nは決まってくることがわかる.

のはもともと未知であるから，予備的なシミュレーションにより小さい

標本dをとり，これより，式 (5.11)ι同様にuZを
。 1 n 

dW=示rE1〈ω(j)-Wn，)2 
で確定して式(5.13)ののに代入して次式のように nを定めればよい.

12kαdω¥2 
n弓 l一一一一l¥ L J 

uZを推定するための標本数dが小さいため多少の誤差は出てくるが，こ
のようにして nを決めてシミュレーションを行なうと，やたらに多くの標本

をとって推定する場合に比べて大変有効で、ある.

B. いろいろな例題

例題1. 細胞の分裂のモデル 図5.4のように時刻 Toで1個

であった細胞がある時間んだけ経過したときに 2個に分裂し，その

それぞれの細胞がまた時間ん，んだけ経過したときにそれぞれ2個

に分裂する.このような分裂がどんどん行なわれてゆくとき，ある

時刻れで一体細胞が何個に分裂したかが知りたいとする1〉.

ただし，この 1つの細胞が2つに分裂するまでの時間間隔はある

確率分布に従っていると仮定しよう 2). その確率分布を確率密度関

数で表わして，f(t)と書くことにする.このとき，系列

1) 時刻 T1での細胞の総個数が知りたいとする.

め どんな確率分布に従っているかは過去のデータから決めるのが普通である.
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は密度関数 f(t)をもっ乱数列と考えられる.よってあらかじめ

f(めを定めておけば，それに従う乱数列を作り，図 5.4のように

コシピュータの中で， どんどん細胞を分裂させることができる.

ここで時刻T11)での

細胞の総個数は図5.4の

ようなシミュレーション

をくり返すごとに変わっ

た値をとる確率変数!とみ

なされ N(Tt) と表わす

ことにして，N(T1)の確

率分布を

戸ー一-t8 -一

時刻i
T。

図5.4 細胞の分裂のシミュレーシヨン

P {N(T1) = k} = Pk， k = 1，2，3，…… (5.14) 

とする.

このとき，密度関数f(t)の形が簡単で、あれば，T1を固定したと

きN(T1) の期待値

μTl = E(N(T1)) = L: kPk 2) 

を直接計算できるが，f(t)が少し複雑であると普通の確率の計算で、

μTlの値を求めることは非常にやっかいになる.

そこで，図 5.4に示すような乱数列を用いたシミュレーショシを

n回くり返し，それから得られる n個の標本値(N(T1) の実現値)

1) Tlはどこにとってもよいが，Tlのとり方によって N(T])の確率分布は変わって
くる.

2) 期待値の意味は時刻 Tlでは細胞の総数が平均的に μTl匹になるということであ
る.
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から μTlを推定することが有効な手段となる.

いま，

とすると

シミュレ{ショシの結果得られる n個の標本値を

kl， k2， k3， " kn 

1 n 

kn =ニエh
n i=l 

でもって μTlの推定値とすれば， 信頼係数 1-α の信頼区間は

式 (5.12)より

(kn-k寸J己主1Mn)2，いすzJ2iU4一忌)2)
(5.15) 

として求めることができる.

たとえば密度関数f(t)を簡単のために指数分布

f(t) =e-t， (t >0) 

とするとき， この f(t)に従う乱数列を生成してみると

1.04， 0.94， 0.63， 0.80， 0.25， 1.87， 

0.49， 0.92， 1.74， 0.90， 1.10， 0.38， 

0.10，1.51，1.65，0.76，0.39，0.76， 

0.33， 1.46， 0.64， 1.40， 3.52， 

1.52， 

0.50， 

1.06， 

1.74， 0.26， 

となり， この乱数列を用い

たシミュレーショシの結果

は図5.5のようになる.

いま， T1 = 2.5， To = 0 

とすると， 図5.5より@印

の細胞が時刻 T1= 2.5で

は5個存在しているから，

最初の標本値ムは
図5.5 指数乱数列を用いたシミュ
レーション(1回目)

時刻
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k1 = 5 

となり，同様に次の標本値

んは図5.6より

ん=6

となる.同様に，引き続い

た指数乱数列を用いて，こ

のようなシミュレ{ショジ

をくり返して

九
(0) 

Tl 
(2.5) 

図5.6 指数乱数列を用いたシミュ
レーション (2回目)

k3， k4，……， kn 

とn個の標本値が得られると

時刻

式 (5.15)より信頼係数1ー αの信頼区間を求めることができる.

補注5.4 このような例題においては，Tlが大きいとき， 1つの値 ki(i

=1，2，……， n)を求めるのに多くの乱数列を用いるわけであるから，標本数

nをむやみに多くすることはいかにコ γピュータの中とはいえ大変な手数

となるわけであり，補注 5.3で述べた方法でnを前もって決めてから，シ

ミュレーショシにとりかかることがたいせつである.

例題2. 銅貨投げと賭1) フエラーの著書に従って，いまピ{

ター君とポーノレ君の 2人が銅貨投げの賭をすることにしよう.もし

表が出ればピータ{君の勝ちで 1ドノレをポーノレ君からもらい，もし

裏が出ればポーノレ君の勝ちでピータ{君がポーノレ君に 1ドノレを支払

う.この賭を n回くり返して行ない，n固までにピータ{君の得た

総額を Snとする.このとき賭の回数を横軸にとると， Snは図5.7 

のように折れ線グラフで書くことができる.

この図では，最初はピータ{君の勝ちで，n=lのとき Sl= 1と

1) フエラー著“確率論とその応用"から引用.
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なり， 2回目もピーター君

の勝ちでn.==2ではS2== 2 

となり， 3回目はピ{ター

君の負けで S3== 1となる.

以下も同時に考えればよ

Sn 

、
、、・
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このような賭において，

正しい1枚の銅貨を 10000 図5.7 Snのグラフ

回投げて，その結果を図 5.7と同様に書いた結果がフエラーの

著書に記されているが， それはおおよそ図 5.8のようになってい

る.

S，. 

(
縮
尺
)

'~500 1000 、，
司、ー1

1
-ー〆

勝負の回数n

-〆
9

・
r
i
 

、
¥
 

¥
 

図5.8 Snのグラフ

このグラフを見ると，ごく局部的には何処でも表と裏の出る割合

はだいたい同じで，折れ線は上下しているが，全体としては，最初

のうち， 800回近くまでは大体正の側にあり，何らかの原因でだん

だんらの値は減少してゆく，そして局部的には上下をくり返しな

がら全体としてはどんどん仇は減ってゆき，nが1000を過ぎたこ

ろから Snの値が負の側になる.そしてどんどん下がってゆき，ま

た途中から正の側に上がってくる.

このように非常に面白い現象が出現するわけであるが，このとき，
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ピーター君がリ{ドを保っているところは Snが正のところ，すな

わち図5.8で区間11，12の部分である.

ここで， ピーター君がリードを保っている区間の平均値を求める

ことを問題とする.

この区間

11， ι， 13・
はある確率分布に従って出てくる系列である.

このときその確率分布はかなり複雑なのでその平均値は計算では

容易には求まらない.そこで，乱数列を用いたシミュレーショシに

より，ピ{夕{君がリ{ドを保つ区間の長さの平均値を求めること

が有効となるわけである.

そのために図5.8に示すようなシミュレーショシを乱数列を用

いてコンピュータによりどんどん先まで行なって1)n個の標本

11， 12， 13，……， 1η 
が得られたとする.

この標本から式 (5.12)と同様に信頼係数1ー αの信頼区間を次

のように求めることができる.

い-kα会，いん会) (5.16) 

(ただしん=出1i， 1[イムトIi-Jn)2 
補注 5.5 このような例題においても補注5.4で述べたと同様に 1つの

り このシミュレーションを行なうためには，コンピュータの中で 1けたの乱数列を
用いて偶数 (0も含めて〉なら表，奇数なら裏が出たことにすればよく，それでSnの

値を計算し，

ら>0
の状態が続く区間の長さを，次々と記録してゆけばよい.
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標本値 1，.(i = 1， 2，・・・…，n)を得るために多くの乱数列が必要であり，むや
みに nを大きくすることは大変な手数となる.そこで，補注 5.3で述べた

定められた精度で推定するための標本数を前もって決定してからシミュレ

ーさノヨシにとりかかると無駄がなくて有効である.

例題3. ランダム・ウオーク 図 5.9に示すように 1点Oに

いる酔払いが，勝手気ままな方向に長さんだけ進み，点ρ1にたどり

つき，次にまた勝手気ままな方向に長さんだけ進み，点ρ2にたどり

ついた.

このような歩行を s回くり返して点ρsまでたどりついたとする.

いいかえれば，出発点Oからラシダムな方向に長されだけ歩き，次

にまたラシダムな方向に長さんだけ歩き，同様に各ステップにおい

て方向だけがラシダムに変わるように sステップ歩くわけである.

このような運動の仕

方をランダム・ウオー

タといって，分子の運

動をはじめいろいろな

場面で見られる.

図5.9に示すラシダ

ム・ウオークにおい

ps 、、、、、、、、、、、、、
て，出発点Oから点PS O 

pa 

はどのくらい離れてい 図5.9 sステップのランダム・ウオーク

A 

るかを問題として考えてみよう.すなわち酔払いがたどりついた点

ρsは出発点Oからどれくらいの距離にあるかという問題である .ζ

の問題を確率的に考えてみると次のようになる.

出発点Oから酔払いが勝手気ままな方向に歩くということは，基
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準線OA(図5.9)から角度 θ1の方向に歩くことである.ただし，

(j1は区間 [0，2π]の上の一様乱数列の 1っと考える.次に (j2も同

様に区間 [0，2π]の上の一様乱数列の 1っと考え，順次同様に考え

ればよい.

出発点Oから出発したランダム・ウオークの各ステップの長さん，

12，ん……，1 sは一定として，各ステップにおける方向だけがラ γ

ダムであるというモデノレと考えるわけである. このモデノレを乱数列

を用いて再現してみよう 1).

いま p 区間 [0，1]の上の一様乱数列を

U1， U2， U3， U4， U5， 

とするとき，区間 [0，2π]の上の一様乱数列は

。1=2πU1， (j2 = 2πU2， 03 = 2πU3， (j 4 = 2πU4' (j5 = 2πUs， 
として作られるから， この乱数列を用いて図5.9に示すように出発

点o(直交座擦の原点と考える)から基準線 Aに対して角度。1の
方向にんだけ進ませる.そのとき点ρ1の座標は

ρ1 = (/1 COSθ1， 11 sin θ1) 

となる.次に同様に凡なる角度の方向にんだけ進み，点ρ2に到る

と，点ρ2の座標は

lう2= .(/1 COSθ1 + 12 COS (j 2， 11 sin θ1+んsinO2) 

となり，順次同様にして点ムにたどりつくと， ρsの座標は

ρS = (/1 COSθ1 + 12 COS (j 2 -1-・・・・・・ 斗-1 s COS () s， 

11 sin (j 1 + 12 sin θ2十・・・・・・十人slnθs) 

と書けて，出発点Oと点九の距離 (UPs)はピタゴラスの定理より

1) 実際はコンピュータの中でシミュレ{ションを行なうわけである.



116 5章乱数列とシミュレーさノョ γ

UPs == ，v(l1 COSθ1十…+Is cos f}si十 (/1sin f}1十…十Issin θS)2 
(5.17) 

と求めることができる.

これで， 1回目の試行に対

して 1つの長さ UPsが求まる.

次に同様にして， 2回目

の試行に移ろう .11， 12，・ ， 

Isは一定だから，各ステツ

プにおける角度だけを変えれ

iばまよ L

θ仇九S肝+1= oi2)幻)， θ s+2 = θ j 2 ) ， 
。S+3=oj2)，……，θ2S==θj川)

A 

抗日『

曹

D
a

『

『、。
とすると，まず出発点Oから

ζAuが2)= (ji2) なるように

長さ 0が2)= 11をとり， 同様に oj2)，oj2)，・・・・・・0;2)を用いて，次々と

必21A21……， ρ;2)を求める(図5.10).
このとき，第1回目の試行と同様に考えると

図5.10. sステップのランダム・ウオーク
(2回目の試行)

が2)=(JICosoj2)，J1sinoi2)) 

必2)=(JICosoj2)+J2Cosojへんsinoy
〉
+J2sinojり

が
2)
= (/1 COSθi2) + 12 COS必2)+…… + ls COS O~ぺ
IJ. sin θj2)+f2sin oj2)+…… + Is sin 0;2)) 

となり，出発点Oと点ρ;2jの距離は式 (5.18) となる.

(2) /¥(2) /¥(2) 
1) θi，Oa，・.....，(j'; の(2)は2回目の試行を意味する.
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切~2) == ~(11ムStJ~2)ι. 千 1sCOS ()~2)ア-十 (f-1Sind)+ … +1 s sin O~2))2 

(5.18) 

同様な試行をくり返すと

切二句;TE)，句F，句;てZ)，…・ (5.19) 

が求まり，この値は試行ごとに変わって〈る.

これらのイ直はもちろん， 0からん +12十…… +lsの間にある
ことは容易にわかり，この間である確率分布に従って現われるわけ

である.

そこで，出発点 O から Sステップの終点までの長さを確率変数

で表わしてみると，次のようになる.

()1， 82， 03， …・・・， (} s 

を区間 [0，2π]上の一様分布をもっ独立な s個の確率変数とすると

き，長さ 0ρsはやはり確率変数となって， これを Tsと書くことに

すれば，式 (5.17)より，式 (5.20) となる.

Ts= ヘゾ/(υ11C∞OS θ{}1 十... + 1んsC∞osθ S)2 + (υ11 sin δ夙1+.….υ.+1人ssin θ 心
(5.20) 

いま，我々はこのラシダム・ウオークのモデノレにおいて，長さ 0ρs

は平均的にどれぐらいになるかを問題にしている.

それは，Tsの期待値

E (Ts) =μs (5.21) 

を求めることである.

ここで，Tsの確率分布を求めることが困難であれば， その期待

値も計算することが困難となり，乱数列を用いたシミュレ{ショシ

によって μsを推定することが効力を発揮するわけである.
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それを式 (5.19)で示す標本値を n個とり，このためには，

X1 ::::: UPs， x2 == UPs(2)， x3 == Up♂)，……， Xn， == Upμ) 

μsの信頼係数1一αの信頼区聞は式 (5.16)と同様に

(5.22) Xn +ん与三了}
ヘメ幻/

(X" -kづ7，
とすれば，

、lf
lノ
るすし」a"， = ~n ¥主(おもーω2mw 

n
ゃん
-
4

1
一n

一一一Zしだ‘た
f
|〈

l
L

Ts の確率分布はクリュ{ぺノレ (Kluyver)に

と求めることができる

実をいうとこの補注5.6

P {Ts < t} = t 100 hCtx{主JoCl(x)JdX 
よって

{ただし， J1(tX)， Jo(l;x)はペッセノレ関数}

と求められており ，11=12=……=ls = 1のときは近似的に

P {Tsく t}.-.l-es， t > 0 

または確率分布関数〉がすで

この乱数列を用いたシミ

なることが知られている.

このように Tsの確率分布〈確率密度関数，

に計算されており ，E (Ts)が直接計算できれば，

ュレーショ γによる推定はその価値を失うわけである.

ステップのうちでS 次にこのラシダム・ウオークの例において，

1番出発点Oより遠くなる点までの距離の平均値を求めることを考

えてみよう 1).

sステップのラシダム・ウオークにおいて出発点より 1番

遠くなる点までの長さを確率変数 T;m)で、表わせば T~m) は式 (5.23)

で表わせる.

いま，

1) ランダム・ウオークずる物体の動く最大距離はその物体の行動範囲と考えられ，

それを知ることは必要である.
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T~m) =~a~~ (/1 COS()l +・・・十1kCOS {}kJ 2十(/1sinO 1十…十九
1<_1Zく、、S

(5.23) 

このとき sステップの試行において原点Oから 1番遠くなるのは，

平均どれくらいの距離なのだろうかという問題を解くためには

T~m) の確率分布を明らかにして， TF) の期待値(平均値)

E (T~m)) ==μ7) (5.24) 

を求める必要がある.

ところがp この場合 T~m)の確率分布は容易に求まらなくてE(T~m))

の計算は非常にやっかいとなる.

そこで乱数列

。1， {) 2，θ3，θ4，θ5， 

を用いて μ?)の値をシミュレーショシにより推定することが効力

を発揮するわけである.

そのためには図5.9に示すように乱数列。1，θ2，……，{) sを用いて

sステップまでとり，ステップごとに原点からの距離

0戸1， UP2' ……， 0ρs (図5.9より)

を計算し2〉，その中で 1番大きい値を T;m)の実現値(標本値)とし

て採用し， zjm)とする.次に図5.10に示すように乱数列θP，ぬ2)，

・…--JF〉を用いて Sステップまでとり，ステップごとに原点から

の距離

(m) 
1) maxはhが1から sまでのどの値かでゾーの中が最大となり，その値が T's
1く hく S

という意味である.

2) 実際はコンピュータで計算するわけである.
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oρiz) ， O的2)，……， 0ρ~2) (図5.10より)

を計算し，その中で1番大きい値を Tア)の 2番目の実現値(標本

値)として採用し， zj77りとする.同様の操作で得られる n個の標本

値を

(m) _ (m) _ (m) 
XC-'， Xi----， ......， Xn 

とすると， μグ)の推定のための信頼係数 1-α の信頼区間は式

(5.22)と同様に

(zF〉-hαZ，zF)+hα匁) (5.25) 

(ただし， d)-lum)63(m)-d土印刷-zr〉)2とする)一万戸1z ， ー"Jn-1~1 

と求めることができる.

s=10， 11=/2=…… = 110 = 1 のときに実際にコシピュータ

の中でシミュレーショシを行ない，

μif(原点 Oから 1番遠くなる点までの長さの平均値)

を推定した結果を示しておこう.
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実際のγ ミュレ{ジョシの結果(標本数，n == 30) 

表5.1標本値

試作回数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

標本鐙 3.523.78 2.0815.0912.11 3.2012.82 2.3712.4815.5312.38 

試行回数 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

昌、，
; 

標本{直 2.21 4.87 3.34 4.58 4.11 2.66 3.38 5.74 1.84 3.34 2.67 2.49 1. 96 2.43 4.45 

この表より

ー(m)
X30 与 3.33

63(m)与 1.15

となって，かりに信頼係数 0.95とすると正規分布表(巻末付表4)

よりん.05= 1. 96となり，

hα今立与 0.41
ヘ/幻

となって μig〉の信頼区間は式 (5.25)より

(2.92， 3.74) 

と求まる.標本数(試行回数)を大きくすれば，との信頼区聞はだん

だんと狭くなることは式 (5.2めから容易にわかろう.
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付 録

1. 予備知識

1.1確率分布

1つの実験を考えたとき，その実験の結果を事象といって Eで

表わすことにする.その事象 Eの起こる確率を次のように定義す

る.

定義 事象 Eの起こる確率とは， Eの起こる可能性，すなわち，

すべての起こり方に対する Eの起こる割合をいう.

いま，正しいサイコロを投げる実験を考えよう.そのときこの実

験の結果(事象)としては出る目の数 Xが考えられ，それは 1から

6までのいずれかのイ直をとる.すなわち， 1の目の出る事象El， 2 

の目が出る事象 Eb---…， 6の目の出る事象E6が考えられ，事象Ei

が起こるということは，X == i (i == 1， 2，……， 6)ということと同

等である.サイコロを投げる場合， どの日の出る可能性も等しいと

考えることができるから，すなわち El'E2'……， E6のどの事象の起

こる場合も等しいと考えることができるから，確率の定義によって
1 

どの日の出る確率もーと考えることができる.いいかえれば，Xの
6 

とる値と山から 6までが考えられて，その確率はtというこ
とになる.
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一般に，Xはいろいろな値をとる可能性をもっているという意味

で，変数と時ぶこととする.その値をどの程度の確率でとるかによ

って変数 Xのすべてのとる値に対して確率が示されているとき，こ

のような変数Xのことを，確率変数と昨んでいる1).

確率変数について定められた確率をその確率分布と時ぶ.この確

率分布には，次のように離散型と連続型が考えられる.

( 1 ) 離散型確率分布 サイコロの倒のように，確率変数 X

のとりうる値が有限個のとびとびの値をとる場合，または有限個で

なく無限個のとびとびの値をとる場合，その確率を

P{x==ぬ}==あ， エム==1， Pi > 0 ( 1 ) 

で表わすことにすれば，Xの確率分布はあによって定められる.

たとえば，サイコロを投げる実験では

P{Xd}=t， hl，2，3，4，5，6 

と表わすことができる.

このように確率変数 Xのとりうる値が有限個または無限個のと

びとびの値をとり，それぞれ

確率があによって定められ

るとき，確率変数Xの確率

分布は離散型であるという.

(表1.1参照)

主な離散型確率分布

表 1.1離散型確率分布

Xのとる値 IX1 X2 X3・…..Xi •…-

その確率 |ρ1 P2 P3……釘・

( i ) ニ項分布 何か実験を行なうとき毎回の試行においてあ

1) 確率変数は原則として太文字で表わすことにする.
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る事象 Eの起こる確率を ρとするとき，n回の試行において事象

Eの起こる回数Xは確率変数で，その確率分布は

p {X == x} == nCxρx qn-X 1) (2) 

(;二;立 ，n) 
によって与えられる.この分布がニ項分布 (binomialdistribution， 

ベノレヌーイ分布とも昨ばれている)である.

明らかに関係式

エP{x==x} = 三二 ηCxpxqn-X == (ρ +q)n=l (3) 

が成立する.

例正常なサイコロをなんらの作為なく 5回くりかえし投げると

き， 1の目の出る回数Xの確率分布を求める.

解 Z=5，ρ=t，q=?であるから，次のような式が得られる

P{x=山

P{x= 1} = ベtわ訓)\~わr=0.4 ω 
P{X=2}=ベわ2(わ3=0附
P{x= 3} =ベ~y( ~r =0.0322 
P{X=←ベわそわ1=0。ω

1) n個のものから Z個のものをとり出して組とするとき，これを n伺のものから z

個とってつくった組合せという.この組合せの総数をんまたはωで表わし二
項係数と呼んでいる.

nCz=fn}= n! なる関係式が成立する.
¥Xj .x!(n-x)! 
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P{X=5} =ベおそお。=0.0001 
(ii) ポアソン分布 確率変数Xのとる値が 0，1， 2，……であ

るとき，確率分布

A
V
 
>
 
、AG

 

M
A

一刻一一
mw 一一x
 
p
 

(4 ) 

をポアソン分布 (poissondistribution)という.

これはこ項分布においてゆ=えという条件のもとで nを限りな

く大きくしたときの極限分布である.この事実を示しておこう.

limnCzfp-z=limJ f! 一、 i(~)X(l_~_)
n ∞x! (幻-x)!¥幻/ ¥ 幻ノ

1. Ax I唱え ¥'1I:-Xn(n-l)(n-2)…(n-x十1)
nLE記¥1--;)

=J吋(1-~r 
ここで Zが小さいところでは nが大きいとき

(づ)(1-!)-.....(1一千)~1

(1-jy-z~(1すY

たがって J史(1-~r = e-l 
iX 

limηCxpx qn-x =二Le-A
匁→∞お!

x == 0， 1， 2， • 

が導かれる.

( 2 ) 連続型確率分布 確率変数のもう 1つの場合ば，とりう

る値が連続的なある範囲全体になる場合である.たとえば，ある実
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験結果の観測値は前のサイコロの例のようにいつでもあらかじめ定

められたいくつかの点のみをとるというようなことはない.すなわ

ち，確率変数Xのとる値は連続的であると考えられる場合に Xの

確率分布は連続型であるという.たとえば，ノレ{レットのグ{ムを

考えてみよう.ルーレットは図1.に示すように Oから 1までの数

が刻まれている.いま，針の位置を Xで表わすとする.このとき

Xは， 0と1の間の値をとる確率変数で区間 (0，1)のおのおのの数

(実数〉を同じ確率でとると考えられる. 区間 (0，1)の実数の個数

は無限個あり ，XがOと1の間の 1点をとる確率は 0，すなわち，

P{X == x} == 0でなければならない.

このように連続型の場合は離散型のとき

と同じような型でその確率を表わすこと

はできない.

そこで連続型の場合には，Xが区間

(x， x + i1X)にはいる確率を

P {X:;三X三X+ i1X} 

で表わすことにする.xとi1Xを与えれ

1.0 

0.2 

0.5 

図1ノレーレット

ばこの値は計算できる.たとえばルーレットの例で x== 0.1， i1X 

== 0.02とすれば

P {O.l三X三0.1+ O.02} == 0.02 

となる.

ところで，

P{x三X三三 X+ i1x} 
i1X 

なるイ直を考えると，これは点 Zの近くでの単位長さ当たりの確率変
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数 Xのとる確率の平均値と考えることができる. たとえば， ノレー

レットの例では x= 0.1， L1x = 0.02とすると，この式の値は1と
なる.

さらに L1x→ Oとする.すなわち，L1Xを限りなく小さくするとき

(これを微分dxで表わす)

P{x:>:X三三 x+ L1x}.. P{x < X<  x + dx} 
f(Z)=lim==  。 L1X dx 

(5) 
または

P{x三三X三三x+ dx} =f(x) dx 

なる f(x)を考える.この f(x)を点 Zにおける確率密度関数と昭

ぶ.連続な確率分布は， この密度関数f(x)を用いて表現すること

ができる.Xのとるイ直は f(x)の値が大きいところでは確率が大き

く，逆に f(x)イ直の小さいところではそのとる確率は小さくなる.

また，

P同 X<b}= lb!(X)dX 
と表わすことができる.

離散型の場合の式 (3)に対応するものとして次の式が成立する.

P{一∞ <x<∞}=にf(x)dx = 1; f伊〉ミo(6) 
主な連続型確率分布

( i ) 一様分布 密度関数が

(x三三α)

(α < x <b) (7) 

(b < x) 
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で表わされるような確率分布のことを一様分布 (uniformdistri-

bution) ，また矩形分布 (rectangulardistribution)という.

(ii) 正規分布 密度関数が

1 ー (zーμ)2

f(x)一 -62σ2 (ー∞ <x<∞) (8) 一，v2nσ
で表わされる確率分布のことを正規分布 (normaldistribution)と

呼んでいる.これは x=μ(平均値)を対称、軸として左右対称、にな

っており，その広がりの程度は a(標準偏差)で表わされる.

そこでこの分布はしばしば N(μ，σ2)1) と表わされる.

とくに， μ=0，σ=1のとき基準型正規分布と呼んで N(O，1)と

表わし，この基準型正規分布については巻末の付表4に示すように

確率を示す表が作られている.

(iii) ガンマ (r)分布，指数分布

密度関数が

iαP  
!?1643，ρ> 0，α>0 

f(x) = ~ r(ρ) 
~ 0 

(0 < x <∞) 

(x三三0)
(9 ) 

で表わされるような確率分布のことをガンマ分布 (gammadistri-

bution)というただし rc←JトパZ である もし α
が整数なら r(α)= (α-1) 1. 

このガンマ分布において ρ=1のとき指数分布(exponential 

distribution)と時ばれる.そのときの密度関数は

f(x) =αe-αz，α> 0 (0 < x <∞) (10) 

と書ける.

1) σ2は分散と日子ばれている.
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(iv) ベータ (B)分布

密度関数が

n-
¥
lノZ
 

噌

i
/
t
¥
 

p
 z
 
一、、』/
一
Ga

1
7
p
 

一/
F
t
¥
一B

o

，EB
B
E
E
t
F

、EES
E
-
E
1

一一、
、
1
ノZ
 

/
'
t
¥
 

月+''

(0 < x < 1) 
(11) 

(x三三0，Xと1)

で表わされるような確率分布のことをベータ分布 (Betadistri-

bution)という.

ただし，

(1 _"，， _1  /-t _'¥ ，，_1  1_  r(ρ) r(q) B(ρ，q)=l zp-1(1-Z)q-1dz=~ 
)0 ~ ，.... ~ " "" -- r (ρ+ q) 

とする.

(v) χ2分布1)

密度関数が

、、zノ∞
 
<
 
mw <
 

ハ
Uハ

リ

ハ

U

>
〈
一
一

n

z

 

〆
't
、、

f
f
1
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H
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1
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一一、
1
E
ノz
 

r
F
d
 (12) 

で表わされる確率分布のことを自由度nのx2分布(x2-distribution)
という.

(vi) F分布

密度関数が
nl+n2 

1 Inl¥玄玄-11-4 . nl __ ¥一一三一
(て了)x (1 +τx) (x>O) 

f(x) = ~ B~'~\ 引\"2/ ¥“2 / (13) 

o (x三0)

で表わされる確率分布のことを自由度対nl， n2のF分布 (F圃distri-

bution)という.

1) χ2はカイ 2乗と読む.
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(vii) t分布

密度関数が
__ n+l 

1 I ~ . x/.，¥一一γ
f(x) = :，.，. 1 ¥ (1 + ~_) u ， n > 0 (一∞<♂<∞)

，--r..ln 1¥¥-'- I nJ 
ηli¥ 2' 2) ， (14) 

で表わされる確率分布のことを自由度 nのt分布 (t-distribution) 

という.

1.2分布関数

これまで，離散型分布と連続型分布とは別々の形式で表現してき

た.すなわち離散型の場合はその確率を直接表現し，連続型の場合

は密度関数によって確率分布を表現した.しかしある場合には両者

を統一的に表現する方法が必要になる.そのために次のような関数

を定義する.

F(x) = P{X 三~x} (15) 

F(x)はいつでも Oと1の間の値をとり ，xに関して単調非減少

関数である.また，F(∞) = 1， F(一∞)= 0という関係も成立す

ることは明らかで、ある.

この関数 F(x)を確率変数 X の分布関数(distribution 

function)と呼ぶ.

このF(x)は離散型のときと連続型のときとで次のように定め

られる.

離散型のとき，F(x) = L: Pi 
i<こx

連続型のどき 印)=乙 f(y)dy 
(16) 

(17) 
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(ただし，三は Zより小さ市にーの和を意味する
i<x 

また式 (17)においては F'(x) == f(x)の関係がある.

例1. 正常なサイコロを投げて出る目の数を X とするとき，X

の分布関数を求める.

解 Xの分布関数 F(x)はx=l，山，5， 6の各点で、tず、つ増加する
すなわち式 (16)より 。(x < 1) 

1 
(1三三x<2)一

6 

1 
(2 ;;;玉zく3)

6 

F(x)ロ<1_
6 
(3三三zく4)

4 
(4三三zく5)

6 

5 
(5三三zく6)

6 

1 伊豆x)

となる.

例2. Xが式 (10)で示すような指数分布をもっとき Xの分布

関数F(x)を求める.

解式 (17)より

F(x)イ∞α山 dy= 1-e-ax，は 0)
となる.

1.3 確率分布の平均値，分散および標準偏差

確率分布相互の比較をするためにその分布を定める特性値を考え

ることが必要となる.そのもっとも代表的なものが平均値と分散な
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らびに標準偏差である.

離散型の場合 確率変数Xのとる値を Xl， X2，……， Xi，……と

し， その確率をあ，ρ2，・・・・・・p九……とするとき， 2: Xitiでもって

確率変数Xの平均値または期待値(expectation)と定義し， これ

をE(X)で書く (Eは期待値expectationの略).すなわち

E(X) == 2: Xiム=エ XiP (X == Xi) (18) 

と書ける.

また確率変数 Xの平均値からの偏差の平方の平均値 E{(X

-E(X))2}を確率変数Xの分散 (variance)と定義し V(X)また

はσx2で表わす.すなわち，

V(X) ==σを=E {(X -E(X))2} 

=エ(Xi-E(X))2 P (X == Xi) (19) 

と書ける.

また次のように分散の平方根を標準偏差 (standarddeviation) 

という.

，/vて玄γ=σx=ヘ!.E{(X -E(X)l} (20) 

連続型の場合 離散型において確率変数Xの値♂をとる確率

P {X == x}に対応するものは連続型においては確率変数Xが Z と

X + dxの閣の値をとる;確率f(x)d.1Jである.よって式 (18)のエ

に相当するものはに正初である

したがって，確率変数Xの平均値 E(X)，一般に関数 g(X)の

平均値 E{g(X)}は次のように定義される.

E(X)=にお削ω (21) 
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E(g倒=よ:σ(x)f(x) dx σ 
また，Xの分散を

V(X) = aん=E {(X一E(X))2} 

=よ:(z-E仰 2f(x) dx σ 

と定義する.標準偏差は

ヘ/V(X)=σx = ，..jE {(X - E (X))2} (24) 

と書ける.

例1. 変数Xが 1回のサイコロを投げる実験において出る目の

数であるとき，Xの平均値 E(X)，分散V(X)を求める.

解 Xの確率分布は

P{X=z}=3，z=1，2，3，4，5，6 

で与えられるから式(18)，式 (19)より

E∞=1×t+2×ト3×t-4×÷+5×↓+6x←z
v∞=(4ーの2×ト(2-;YXト(3-;Y x ! 
+ (4-; r xト(5-;yX!+(6ーの2×ト2

となる.

例2. 確率変数Xが二項分布をもっとき，Xの平均値 E(X)と

Xの分散 V(X)を求める.

解 Xの確率分布は式 (2)で与えられるから，式 (18)，式 (19)より

"(n-1)(n-2)…(n-x+1) 
E(X)=エXnCx px q1a-X = nρエ

x~l (x-1)! 

=np三1(n-1〉〈n-2〉:-〈n-1-u+1〉ρYqn-l-y 
11' 

=nP(ρ+q)n+l = nρ 
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V(X) = E{(X-E(X))2} =E(X2)一(E(X))2
= E{X(X-l)}+E(X)ー (E(X))2
n =エx(x-l)nCxρx qn-x + nρー (nρ)2
x=o 

n-2 
=n(n-l)ρ2 2: n-2C2/ tY qn-2-y + nρ一(nρ)2

y=o 
=n(n-l)ρ2+nρ一(nρ)2=nρq

例3. 確率変数Xが区間 [a，b]で一様分布をもっとき，Xの平

均値E(X)，分散V(X)を求める.

解 Xの確率分布は式 (7)で与えられるから，式 (21)，式 (23)より

E∞=子出dx=守
r b _ '> 1 _1_ ( a + b ¥ 2 _ (b-a)2 

V〈X〉=yz二Zdz-17Y12
となる.
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付表1 区間 [0，1]上の一様乱数列
.53535 .04260 .77609 .93799 .92171 .45524 .10968 .30231 .70864 .29908 
.41292 .15201 .66342 .59155 .46163 .69248 .31029 .62034 .21855 .27863 
.07320 .22682 .09595 .44805 .54593 .53350 .61354 .14029 .10195 .18644 
.77676 .67772 .450'72 .08940 .02592 .45976 .82099 .90739 .77072 .42081 
.43227 .20568 .16309 .23841 .53173 .39475 .27282 .82699 .00022 .96419 

.90712 .41695 .67474 .27567 .93269 .10163 .94190 .36188 .41491 .71217 

.88103 .21514 .60787 .33170 .58215 .89951 .01634 .98155 .05154 .08971 

.72252 .35791 .84125 .31962 .81093 .93068 .41197 .57779 .88515 .48002 

.51702 .49516 .69510 .19678 .47298 .11355 .68459 .96360 .13436 .66314 

.63055 .86998 .22187 .59869 .96371 .61370 .35937 .34292 .00678 .33505 

.32373 .57889 .85880 .66515 .37489 .37854 . 72926 .23437 .62233 .38651 

.71996 .16525 .25618 .56577 .69130 .25035 .93551 .54394 .81572 .90624 

.26912 .70619 .22576 .22780 .99118 .18487 .58801 .36063 .32886 .60453 

.74589 .82677 .13353 .67658 .17080 .43212 .34585 .17179 '.86980 .81899 

.56041 .53072 .19912 .47466 .32585 .41414 .07564 .80712 .27286 .07966 

.09286 .68067 .84883 .10023 .78195 .84711 .85988 .31545 .39904 .14984 

.33610 .84843 .07145 .38437 .06148 ..06094 .89601 .96751 .49124 .55092 

.14113 .06396 .59084 .02534 .09360 .81918 .77118 .91640 .92978 .24815 

.56302 .89765 .63857 .42747 .28592 .41784 .00822 .60356 .96389 .11728 

.06362 .94540 .29532 .09994 .55277 .43897 .63268 .40481 .00312 .46039 

.48568 .34412 .84939 .54850 .84317 .92032 .60430 .49071 .68962 .28953 

.65975 .60965 .77679 .95782 .67541 .50654 .09482 .56111 .98710 .35803 

.66686 .32977 .48472 .30226 .54226 .72490 .18395 ..37338 .88279 .79089 

.51610 .13000 .73849 .46654 .30324 ..78000 .72852 .28934 .83197 .59003 

.47600 .86103 .25788 .08774 .72020 .04543 .25894 .88887 .41159 .30131 

.59367 .86990 .48714 .48661 .27925 .64600 .15031 .53011 .28158 .90210 

.02661 .26233 .18351 .02243 .48003 .81875 .58445 .29164 .91290 .64914 

.58256 .97097 .53105 .20303 .13301 .65032 .95838 .06793 .51119 .08152 

.24502 .66475 .73604 .50125 .02482 .08330 .15359 .20355 .91382 .76605 

.93698 .60165 .17647 .85355 .49883 .46358 .04105 .91461 .63455 .40285 

.13399 .96277 .81024 .29371 .73294 .43568 .37884 .57081 .57891 .14475 

.22933 .01744 .97148 .81176 .26520 .88687 .94379 .68214 .80784 .08084 

.71949 .66439 .35737 .03808 .22826 .97570 .01121 .14617 .20128 .74584 

.84585 .67397 .84726 .30396 .62134 .00022 .79032 .76094 .73172 .82288 

.20689 .76212 .00874 .91436 .76142 .52764 . .75398 .61131 .66146 .22675 

.17157 .10429 .96795 .70274 .86139 .63178 .45025 .49336 .52482 .51324 

.21428 .89654 .46718 .33039 .96969 .76207 .87969 .01023 .62551 .33024 

.91028 .68875 .49757 .84014 .13004 .88590 .51318 ‘50187 .12792 .91702 

.08528 .73444 .24551 .39140 .04749 .42415 .83629 .23463 .94735 .32098 

.94931 .87793 .18268 .09541 .56116 .20355 .73274 .06548 .40358 .76545 

.75900 .68321 .22221 .80562 .86284 .52332 .59503 .37119 .44981 .84328 

.12061 .77586 .90110 .86013 .20409 .87965 .09770 .42619 .28103 .35379 

.74607 .96188 .07679 .50122 .26258 .73470 .74302 .62607 .35523 .54683 

.97719 .34876 .57747 .30062 .26002 .97315 .86448 .17977 .40494 .27764 

.07537 .73378 .94568 .11459 .28838 .20912 .84546 .30711 .05438 .85811 

.91409 .43928 .63290 .33406 .27673 .96579 .97362 .76177 .16699 .03222 

.56812 .06974 .04062 .17440 .53275 .03941 .10982 .93447 .36984 .26262 

.65238 .17593 .64657 .63540 .47885 .20005 .68673 .89452 .65847 .39926 

.34937 .60090 .21179 .40332 .23476 .59147 .53352 .28807 .75459 .15344 

.87906 .34989 .24568 .70169 .78495 .24522 .53329 .74384 .17011 .60954 
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.32159 .97118 .50045 .17928 .11255 .67362 .37103 .48053 .59549 .75143 

.05559 .14643 .55368 .25288 .36896 .93369 .50448 .37072 .83826 .29227 

.27922 .52374 .65178 .30264 .96343 .13547 .47141 .39551 .06200 .65489 

.86806 .25604 .50101 .66320 .30334 .86333 .91613 .76606 .90970 .16661 

.94353 .25149 .50540 .76190 .00335 .50886 .00250 .39988 .12286 .26685 

.30950 .68577 .31348 .51290 .20507 .14973 .08288 .39'590 .11927 .57022 

.49573 .76019 .18771 .80756 .62520 .94764 .12252 .59557 .40416 .52456 

.28599 .78812 .52967 .52177 .92502 .05418 .05888 .27726 .04118 .58115 

.53926 .29252 .33951 .10146 .52625 .01205 .64543 .94557 .31777 .55165 

.37351 .84471 .17509 .84533 .04640 .32763 .24603 .10269 .21046 .13467 

.58303 .77110 .33963 .58982 .42744 .35705 .86900 .01161 .42897 .90762 

.96476 .58705 .86253 .17356 .70301 .88795 .38584 .69001 .10909 .84899 

.87201 .40835 .42051 .81873 .50597 .96513 .82807 .31478 .99274 .08519 

.88931 .59317 .60991 .48881 .35045 .48415 .85039 .93868 .94654 .60378 

.30105 .13315 .63615 .39577 .39343 .26781 .55347 .80502 .89475 .41862 

.75907 .49996 .01801 .79604 .30705 .36182 .03977 .28732 .14909 .41826 

.47516 .09244 .96809 .76055 .92928 .45972 .60476 .93839 .12990 .94314 

.84523 .51107 .08593 .46649 .31389 .05710 .82901 .80034 .41776 .91680 

.39330 .89796 .72846 .75734 .25412 .69805 .10175 .09078 .62730 .71816 

.00964 .91585 .69303 .70117 .80423 .10126 .91977 .66274 .71770 .77611 

.72525 .40786 .08329 .81815 .72790 .55300 .59653 .14733 .32703 .27829 

.75858 .35502 .95298 .88875 .83065 .99601 .10383 .89426 .66218 .67701 

.84339 .60352 .63227 .09256 .07540 .39946 .10725 .14327 .12702 .96185 

.91045 .11246 .82511 .22363 .90087 .38380 .40122 .93062 .93968 .16054 

.12208 .31596 .15428 .05324 .93306 .79762 .82910 .71458 .30126 .12856 

.06459 .78388 .13374 .17205 .07292 .63447 .67458 .63794 .00072 .94726 

.49523 .32920 .89327 .73313 .51903 .48372 .70801 .55334 .79843 .66278 

.44734 .57413 .96236 .62926 .77055 .87841 .01077 .23084 .26571 .22209 

.87784 .64579 .01739 .06144 .47583 .56407 .80782 .62870 .84552 .23632 

.93802 .05794 .34130 .66253 .02246 .21465 .50736 .90625 .25147 .68102 

.35803 .82884 .56329 .95801 .44619 .72540 .38834 .54969 .02248 .25851 

.44054 .56259 .29859 .86461 .65786 .31564 .32976 .11226 .15640 .10437 

.37009 .21157 .86878 .70530 .03073 .72377 .41035 .35216 .91721 .41238 

.64891 .25636 .71434 .20160 .47925 .57714 .48912 .55253 .87318 .34582 

.30908 .63747 .99408 .33672 .66560 .43849 .84390 .99370 .56093 .01700 

.89987 .74571 .99118 .93227 .56861 .38264 .66431 .48777 .16374 .52970 

.27262 .77987 .18536 .71521 .29701 .17638 .48740 .96416 .25853 .11747 

.67142 .69762 .85556 .64493 .18384 .92914 .82418 .98256 .33804 .93799 

.30651 .72907 .92924 .09233 .15102 .4646，1 .43836 .75876 .27889 .57482 

.23208 .24652 .16695 .52397 .33445 .71360 .05286 .58286 .56695 .97427 

.99330 .09938 .16161 .03759 .02840 .56403 .91177 .70092 .57813 .56845 

.51973 .84973 .47774 .97639 .46945 .74684 .53212 .49604 .11262 .01880 

.80330 .03439 .76552 .07576 .25188 .85126 .62572 .97692 .01859 .47473 

.79412 .17497 .26030 .76261 .23326 .80150 .15810 .62647 .31802 .94158 

.66491 .28082 .32154 .45447 .42722 .28776 .45616 .09732 .25191 .05626 

.01601 .49139 .74712 .58829 .00709 .18293 .86424 .67849 .14201 .75474 

.69792 .93505 .01750 .79563 .52272 .50681 .12719 .00900 .47688 .89302 

.31507 .01562 .36340 を ~57048 .87661 .42789 .05970 .91237 .27401 .04237 

.93465 .04906 .76488 .35106 .13514 .30802 .91067 .52207 .90798 .28609 

.67412 .36983 .38420 .40296 .50802 .19267 .12294 .75873 .15407 .58796 
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.06316 .15135 .77995 .46666 .65860 .10183 .68930 .35285. .68307 .24868 

.21238 .48326 .43772 .04089 .84541 .46830 .68724 .21817 .54514 .05039 

.37172 .60422 .52233 .65421 .71276 .84340 .65077 .21774 .37264 .67222 

.04003 .28689 .03699 .66213 .83440 .73009 .37556 .26721 .18997 .97440 

.20594 .08649 .80341 .05049 .75442 .21289 .61590 .70296 .68475 .69460 

.22768 .18202 .85090 .29867 .82758 .15239 .45175 .66350 .50362 .34953 

.67542 .27980 .62150 .44833 .35090 .77706 .20353 .98682 .96946 .29718 

.10478 .30707 .63836 .45643 .98014 .60628 .14537 .72210 .15861 .87357 

.33029 .32684 .26933 .39191 .35883 .31690 .24154 .53279 .87801 .40172 

.35185 .76673 .85535 .69659 .73316 .67466 .67084 .49281 .50122 .45460 

.43098 .99662 .50816 .57369 .39349 .70058 .81680 .47478 .38455 .55947 

.38651 .14278 .13960 .77356 .75252 .04723 .71573 .52042 .22688 .23037 

.28305 .32040 .26767 .90838 .15537 .72997 .55501 .21559 .39466 .23865 

.29217 .33612 .19708 .21447 .57201 .15253 .59054 .10699 .80603 .97342 

.72850 .50553 .13122 .25217 .68954 .53639 .47561 .01215 .11619 .44266 

.73858 .79235 .08731 .57433 .40263 .33820 .42921 .25756 .63605 .83869 

.84283 .30570 .28317 .88069 .59079 .83831 .10031 .37814 .04039 .12397 

.60327 .43153 .18601 .10716 .56246 .61593 .72347 .50101 .97914 .73559 

.17632 .39564 .53071 .12787 .77951 .82960 .25133 .82513 .34912 .89301 

.04719 .36407 .12742 .11462 .23546 .84382 .96011 .83612 .58879 .14217 

.43738 .85193 .46094 .18750 .83109 .89936 .99941 .00439 .28289 .28670 

.10670 .93756 .84111 .41931 .37529 .08069 .17149 .00380 .75888 .72754 

.64111 .03529 .14712 .95613 .23459 .90508 .25613 .32506 .25097 .98758 

.52731 .34865 .39634 .91399 .72033 .30110 .58781 .66927 .53958 .48436 

.26455 .46887 .16982 .26592 .59649 .89539 .56790 .44020 .44290 .47058 

.82821 .48681 .74806 .88018 .52787 .85404 .54318 .29469 .82936 .93927 

.53683 .00400 .95388 .12603 .16207 .63676 .66594 .44890 .93883 .93123 

.58718 .74413 .17915 .04200 .68004 .14122 .77323 -8 92373 .28840 .57075 

.76388 .95885 .38676 .85426 .57883 .54071 .13688 3273 .74688 .17174 

.19248 .82618 .64233 .60206 .13047 .33804 .81979 .49170 .21770 .75181 

.20413 .22456 .37159 .37331 .53212 .20559 .46812 .09076 .56819 .95939 

.36242 .16506 .48194 .32351 .90752 .97309 .41757 .31415 .74129 .50629 

.79970 .31253 .57275 .44519 .23094 .61240 .72649 .64136 .72974 .42033 

.15433 .29115 ~62002 .19535 .89693 .04837 .69861 .93890 .02926 .83382 

.10629 .09836 .60657 .62699 .00091 .61978 .44092 .60052 .91930 .76011 

.71989 .42132 .22529 .86798 .27009 .61713 .60707. .94892 .25578 .90282 

.04758 .20117 .15004 .40236 .59344 .48266 .41638 .26520 .23575 .62938 

.31336 .40192 .10922 .42071 .75108 .95684 .17288 .68336 .57627 .02445 

.28655 .30518 .35427 .83729 .22900 .46210 .86318 .33062 .64545 .47413 

.63597 .29144 .43580 .75907 .62535 .15405 .22754 .73669 .60023 .74143 

.39997 .99154 .57386 .64574 .11933 .80572 .53267 .94833 .90066 .18165 

.68468 .88610 .76869 .96148 .49948 .94896 .26124 .34809 .36967 .90200 

.96753 .00981 .43215 .30438 .36596 .35983 .37602 .73363 .55641 .04210 

.97255 .78170 .44406 .12599 .00200 .51410 .00427 .16196 .71596 .77350 

.81504 .56068 .47031 .46927 .77509 .67265 .98903 .62880 .46331 .98493 

.05924 .14026 .17894 .84249 .96303 .17582 .74981 .78759 .98397 .21855 

.94898 .55388 .91263 .12389 .85261 .18001 .48899 .14816 .66740 .68761 

.80632 .41619 ，11919 .12582 .69019 .85409 '43169 .31559 .57344 .48060 

.10317 .47128 .61859 .87999 .77016 .95536 .46930 .93174 .73519 .47508 
• 88G29 .80932 .02970 .64040 .07427 .39431 .56646 .07277 .61841 .9591Q 
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付表2 基準型正規乱数列(平均値o，分散1) 
.....1.143 0.300 0.296 -0.661 --1.187 0.854 0.678 -0.965 1.126 0.461 
0.907 -1. 729 0.657 0.346 -1.938 0.640 0.592 0.067 -.0.124 -0.688 
-0.339 0.707 2.278 1.029 0.747 -0.998 0.714 -1.028 -2.481 1.053 
0.949 1.808 0.110 -0.733 0.726 1.040 1.639 -0.715 0.605 -0.525 
-0.795 1.432 -1.006 0.203 -0.702 0.256 -0.320 -0.842 -1.297 -0.736 

0.648 -1.024 -0.053 -1.417 0.318 -0.100 -0.737 0.183 -0.215 -0.368 
1.326 1.000 0.369 0.563 0.105 0.242 0.415 -0.089* 0.231 0.726 
0.143 1.944 2.070 -1.273 -2.007 -0.244 1.375 -0.658*ー0.799 -0.922 
0.830 -0.209 -0.917 1.337 0.708 0.324 0.984 1.434 0.149 -0.499 
0.534 0.481 -2.876 1. 712 1.089 0.203 0.516 1.272 0.773 -0.757 

-1.078 0.147 0.089 1.680 -1.420 -0.277 -1.733 1.265 -0.223 -0.486 
0.251 -0.413 -1.388 -1.540 -1.507 0.772 -0.040 0.453 0.518 -0.915 
0.315 -0.389 0.322 1.043 0.325 -0.313 -1.041 0.188 -0.273 0.410 
0.190 -0.194 2.005 1.080 0.125 -0.748 -0.026 1.064 0.662 0.018 
-1.017 0.803 1.315 0.969 0.773 -1.311 0.437 0.273 -1. 83 2.046 

-0.892 0.266 -0.717 -0.460 0.097 0.341 -0.4.45 0.792 0.902 -2.059 
0.663 0.700 0.479 -1.285 1.204 0.214 0.546 -2.813 -0.716 -1.381 
-1.220 1.027 -0.973 0.666 -0.601 1.418 1.293 0.635 0.814 -0.908 
-0.225 -0.125 -0.941 1.497 -0.026 -0.576 0.092 -0.774 -0.920 0.022 
-0.464 0.355 1.377 0.067 1.004 -0.692 0.303 -1.112 0.916 0.301 

-0.641 0.582 0.479 -0.997 0.516 0.403 0.926 -0.211 -1.04.7 -0.106 
0.459 1.441 0.834 -0.235 -0.039 0.090 0.235 1.113 -0.146 -0.509 
-1.029 -1.249 -0.868 -0.061 -1.077 -0.483 -1.474 -0.738 -0.666 -0.461 
0.202 -1.175 -0.125 -0.791 0.181 1.478 -1.268 -0.227 -0.335 -0.423 
0.162 0.196 0.100 0.138 1.091 -0.155 -0.450 -0.125 0.802 0.122 

0.940 -1.636 0.997 1.437 -1.099 -0.629 0.270 0.731 -0.919 0.244 
-1.040 0.057 -0.230 0.521 -0.710 -0.399 -0.031 -1.128 -0.129 -0.226 
-0.715 0.934 -0.755 -0.522 -1.440 -0.580 1.080 -1.353 0.656 -0.053 
-0.440 1.421 1.951 -0.843 -1. 785 0.663 0.354 0.331 -1.408 0.793 
-0.615 1.039 -0.704 1.161 1.401 -0.090 0.787 0.633 -0.403 0.560 

-0.773 1.489 -0.255 -1.664 -0.597 0.020 1.222 -0.451 -0.024 -0.624 
-1.351 -1.735 -0.188 0.220 1.553 -0.620 1.559 -0.260 -0.572 0.163 
0.211 -0.319 -1.219 0.594 -0.063 -1.296 -2.353 1.685 1.376 0.016 
0.306 0.040 1.350 -0.587 0.690 0.332 -0.064 1.799 0 0.063 0.689 
-0.121 -0.572 -0.508 -1.392 0.078 1.392 -1. 737 -1.497 0.210 0.310 

1.379 0.367 0.323 0.353 0.257 -1.374 -0.369 -0.733 0.350 0.043 
0.138 2.030 0.354 -1 I.601 1.095 -0.803 -0.021 0.960 1.521 1.009 
-0.894 -1.063 -1.297 一.246 0.646 -0.412 0.100 0.346 -1.228 -1. 772 
0.276 -0.427 -1.887 -1.448 1.298 -1.534 0.921 1.941 0.980 0.258 
-0.125 -0.183 0.141 1.744 0.945 -0.443 0.276 -0.020 0.663 -0.887 

一0.922 -0.275 -1.297 -0.436 0.823 -0.292 0.705 0.583 -0.571 -0.382 
-0.250 -0.167 ~1. 753 1.814 -1.434 -0.080 -0.910 1.420 -1.217 -0.268 
0.765 -0.582 -0.486 -0.102 --1.055 2.362 1.997 0.758 -0.993 -0.199 
0.513 -0.471 -0.148 -0.082 -0.251 0.940 1. 710 -0.760 -1.586 1.833 
一0.845 -0.293 0.074 -1.685 -0.628 0.085 -1.292 0.150 1.142 0.730 

-1.942 0.776 0.216 1.508 -1.427 -0.704 0.167 -0.166 0.394 1.912 
0.390 -0.024 0.618 一O~363 1.133 0.867 -0.371 0.947 -0.051 -0.726 
--1.240 -0.116 2.295 -1.117 -0.128 0.157 -1.210 0.689 1.266 -1.264 
2.209 -0.431 1.275 2 0.459 0.574 -0.008 0.039 1.083 0.981 1.488 
0.257 -0.257 -0.656 -0.817 1.527 0.753 -0.657 0.711 -1.934 0.812 
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-1.209 0.764 -0.869 0.414 0.023 1.395 一1.071 -2.014 -0.264 -0.406 
1.877 1.552 -0.843 0.178 -0.476 0.165 一0.248 -1.636 -0.982 -1.142 
-1.420 1.773 -0.057 0.134 -0.417 -0.077 1.024 -0.803 -0.003 -1.392 
0.573 0.024 1.750 -1.080 -1.354 -1.600 -1.115 -1.929 0.561 -0.334 
-0.445 -0.178 0.605 -1.104 -0.985 0.290 0.599 -1.439 -1.250 1.417 

-1.044 0.647 0.158 0.723 0.077 2.879 0.569 -0.598 0.457 -1.388 
-1.013 -0.644 -1.066 0.743 -1.434 -2.153 -0.030 -0.618 -0.520 0.966 
1.421 -2.710 -0.221 -0.573本 1.326 1.689 -1.349 -0.112 -1.402 1.458 
-0.424 1.910 1.519 -1.474* -1.239 0.118 -1.248 0.721 0.563 -1.467 
1.014 -0.189 0.141 -0.424*ー 0.239 0.659 0.610 -0.325 -0.502 0.427 

1.382 -1.032 一0.190 0.516 0.985 0.315 2.431 -2.347 -0.112 -1.099 
0.783 -0.090 0.353 -0.237 -0.613 0.863 -0.734 -1.040 0.153 0.550 
2.031 -0.899 0.129 0.089 0.400 -0.128 -1.895 -1.099 -0.252 0.093 
0.448 2.266 -1.341 -0.582 -1.298 0.029 0.446 -0.261 0.101 -1.689 
0.091 0.880 0.239 -0.156 1.273 -0.281 0，586 -0.49S 0.429 1.633 

0.074 0.653 0.712 0.631 0.493 -1.595* 0.373 2.611 -2.009 0.644 
-0.664 1.336 -0.260 -0.056 -0.656 -1.997申 0.014 0.867 1.781 0.964 
0.615 -1.439 -0.142 0.308 0.759 0.623 -0.018 -1.524 0.148 -1.066 
-0.473 1.353 0.056 -0.628 -0.296 -2.379*ー 0.055 1.214 -0.039 -1.239 
-0.056 0.449 -0.745 0.261 -0.334 -0.628本一0.254 0.392 -0.412 0.609 

0.104 1.048 0.548 2.006 -0.317 0.159 -0.471 0.201 -0.274 0.460 
1.534 0.035 3.015 1.480 -0.323 1.366 0.126 -0.008 1.593 -1.661 
0.903 -0.214 0.033 -1.388 0.223 0.741 0.650 -1.390 1.137 0.237 
0.834 -0.670 -2.015 0.239 -0.433 0.172 1.566 -1.869 0.076 1.135 
1.413 -1.418 0.285 -0.050 0.489 -0.791 -0.285 -3.455 -2.016 -0.697 

1.152 0.231 -0.573* 0.606 -0.122 0.408 0.691 1.459 0.434 -1.196 
-0.318 -0.269 -0.042* -0.047 -0.05 26 一0.961 -1.424 0.351 -0.827 -0.554 
1.746 0.576 1.834 -3.282 0.507 1.812 -0.023 -0.726 1.292 0.360 
-0.395 -0.203 1.052 -1.550 0.084 -1.413 0.357 0.703 0.826 0.658 
0.010 -0.960 -0.496事ー0.887 -1.327 -0.212 -0.087 -0.560 0.297 -0.252 

0.083 -1.682 0.636 0.208 0.252 -0.227 0.130 -1.586 -0.157 0.341 
-0.982 1.666 0.361 0.874 0.708 -0.283 -0.555 -1.831 -0.800 0.777 
1.794 0.855 2.213 1.079 -2.073 1.080 1.222 0.743 1.144 -1. 742 
-0.292 0.224 1.232 -1.569 1.256 -0.885 -1.011 0.052 -0.421 0.250 
-0.102 -0.772 -1.643 -0.111 -1.546 -0.710 0.708 -0.214 0.193 0.323 

-1.995本 0.717 -0.715 0.489 0.481 -0.227 2.188 -1.354* 0.740 -0.475 
0.247 0.043 -1.074 0.391 -0.675 -0.221 -1.558 1.287 0.963 1.565 
-0.797ヰー1.177 0.091 -0.524 0.941 0.397 -0.770 -1.306*ー 0.525 0.332 
1.530 -2.331 0.258 -1.112 -0.875 0.275 0.333 0.632 1.223 1.105 
-1.012寧 0.946 0.728 -0.222 -0.850 1.397 0.756 0.334 -0.170 0.643 

一1.138 0.327 -0.431 1.215 0.519 0.570 -1. 796 0.099 -0.323 -0.111 
1.229 -1.913 0.087 0.753 1.500 0.098 -0.672 -0.085 1.184 1.613 
0.316 -0.434 0.176 -0.837 -1.380 0.072 -0.249 0.835 -0.600 一0.401
-0.104 0.546 0.471 0.229 -0.281 -1.248 0.742 0.279 0.392 -0.176 
1.013 0.447 -0.698 -0.005 1.009 0.857 -3.045 -0.034 0.477 0.849 

~0.119 -0.859 0.212 1.896 0.500 -1.440 0.281 -0.417 0.849 0.159 
0.468 0.922 2.327 -1.641 -1.183 0.218 -0.258 01. .265 0.858 -0.861 
-1.114 -1.431 1.421 -0.379 1.257 0.496 0.427 -1.450 -1.519 -1. 714 
0.421 -0.842 -0.483 1.048 1.996 0.507 一0.075 0.967 0.493 0.464 
0.160 -0.407 -1.617 -0.536 -0.287 0.172 0.927 -2.314 -0.634 0.510 
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-0.496 1.863 0.354 2.206 -0.922 0.117 -1.400 0.884 -0.872 2.201 
1.127 -1.865 0.967 0.171 0.160 -1. 761 -0.446 0.487 1.066 1.220 
-0.068 0.162 1.884 -0.512 -0.354 -0.307 0.521 -0.734 -0.063 -0.991 
-0.415 -0.584 1.239 -0.876 -1.546 -0.441 0.492 -3.976 -1.361 0.544 
-0.617 1.957 1.734 -0.643 0.391 0.795 -0.669 -0.126 -2.108 -1.233 

0.100 -0.788 1.168 -0.518 0.546 -0.642 0.856 -0.117 0.793 -1.035 
2.016 1.119 -1.806 -0.173 -2.527 0.250 -0.801 0.619 -1.195 -1.161 
1.066 -1.624 0.823 0.458 0.670 0.772 1.150 -0.644 0.196 0.232 
-1.422 0.348 0.196 -0.620 一0.741 -0.621 -0.948 1.194 -0.311 -1.302 
-1.081 0.770 0.644 -0.632 1.331 0.267 1.070 -0.640 0.229 -0.238 

1.261 0.026 1.605 0.909 0.'372 -1.264 0.874 1.044 -1.658 -0.250 
-0.829 -1.388 -1.362 -1.186 -1.222 0.331 -0.853 -0.602 1.006 0.276 
-1.103 2.338 0.655 -0.642 -0.448 0.519 1.166 1.074 -0.552 -0.570 
0.479 1.066 -0.017 -0.502 -0.515 -1.283 0.325 2.928 -0.120 -0.482 
0.292 -0.173 -1.294 -0.440 -1.355 -0.895 1.531 -1.126 -0.155 0.509 

0.579 -1.149 0.099 0.333 -1.303 0.498 0.331 -1.183 0.371 0.357 
2.451 -0.158 1.104 0.195 1.118 1.321 -0.280 . 0.745 1.388 1.205 
-1.338 -0.136 0.972 0.354 --1.137 0.006 -0.468 -0.159 0.256 -0.145 
-0.983 一0.024 1.264 -0.741 0.099 0.088 -0.215 0.787 -0.993 -1.101 
0.154 0.028 -0.085 -0.459 1.161 1.825 1.405 2.785 -0.295 -1.827 

-1.089 0.241 0.038 0.644 0.129 1.717 -0.739 0.777 0.937 -0.082 
1.064 1.552 -0.746 -0.760 0.901 -0.275 -1.230 '-'0.065 0.056 2.438 
1.502 0.846 -0.564 0.516 -0.277 1.521 -2.360 0.513 0.520 -0.904 
-1.645 1.799 0.559 1.383 -1.019 1.074 3.622 0.272 0.203 1.218 
0.335 -0.665 0.181 -1.127 -0.107 0.900 -0.501 0.306 0.540 -0.721 

2.090 -1.937 0.028 -0.144 -0.911 0.194 -0.235 -0.398 -0.098 -1.072 
一0.583 1.230 1.731 -0.789 1.557 0.124 0.177 -0.994 0.679 2.173 
-1.591 0.257 -0.071 0.562 -1.322 1.347 -1.216 -0.063 1.990 -0.682 
0.869 -0.242 0.421 0.656 00821 1..852 -2.874 -0.482 0.482 0.089 
-0.260 -0.691 -0.716 0.359 0.463 0.852 0.993 -1.855 -1.313 0.436 

← 0.269 .......0.754 0.595 0.365 1.180 2.365 -1.415 -0.523 0.461 1.090 
0.148 0.867 0.534 0.258 0.207 1.237 -0.376 -0.287 1.372 2.044 
-0.406 -1.063 0.605 1.180 0.991 -0.368 -0.251 1 0.503 0.870 一0.295
1.360 0.059 -0.139 -0.576 -1.286 0.173 -0.217 -0.256 1.835 0.612 
0.025 0.769 -1.404 0.145 0.098 0.163 -0.819 0.206 -0.247 1.621 

-0.028 -0.681 0.209 -1.084 -0.886 0.367 1.374 -1.101 -1.651 0.743 
-0.678 -0.054 1.491 -1.066 0.754 0.822 0.095 0.229 -0.028 1.713 
-0.015 1.798 -0.178 -0.208 -0.578 0.271 -1.294 -0.246 -1.030 -0.149 
0.159 -0.642 1.335 -2.266 -0.911 0.851 -0.345 -0.021 -2.145 -1.518 
一0.042 -0.296 1.321 -0.386 1.105 0.494 1.033 -1.055 0.118 -2.159 

0.027 -0.124 -2.501 -0.825 -1.594 -1.424 -0.661 -0.698 -1.02;9 -0.042 
← 0.170 -0.587 0.571 0.570 1.062 0.705 0.249 -0.251 -2.173 0.256 
一2.678 1.300 -0.938 -0.385 0.692 -0.403 0.835 0.781 -0.693 0.203 
0.144 0.075 -0.114 1.669 -1.151 -0.198 0.382 1.477 -0.162 -0.538 
-0.268 0.718 -0.304 -1. 739 -1.257 -0.142 一0.898 0.257 0.871 0.516 

一1.983 -0.143 -1.211 -0.218 2.575 0.340 -0.442 -0.522 1.197 1.365 
1.460 -0.674 0.320 ‘ 0.203 一0.639 1.420 0.975 -0.657 -1.281 0.294 
2.212 1.221 1.739 0.171 0.651 0.320 -0.121 -1.248 -0.937 0.096 
1.705 1.173 1.074 -0.057 0.027 -0.103 -0.639 0.882 -2.328 1.086 
0.464 0.496 -0.720 -0.887 -0.226 -1.023 0.341 1.191 0.596 0.380 
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付表3 Poisson分布表P{X= x} . e-A寸1:1; x 

いごI0.1 I 0.21 ~.31041 十510.61 0 . 7 1 0 . 8| ~~ 1.0 1 1. 5_L:._~ 1~51 !.o 
。.905 .819 .741 .670 .607 .549 .497 .449 .497 .368 .223 .135 .082 .050 
1 .090 .164 .222 .268 .303 .329 .348 .359 .366 .368 .335 .271 .205 .149 
2 .001 .016 .033 .054 .076 .099 .122 .144 .165 .184 .251 .271 .257 .224 
3 .001 .003 .007 .013 .020 .028 .038 .049 .061 .126 .180 .214 .224 

4 .001 .002 .003 .005 .008 .011 ~015 .047 .090 .134 .168 
5 一一 .001 .001 .002 .003 .014 .036 .067 .101 
6 .001 .004 .012 .028 .050 
7 .001 .003 .010 .022 

9 .001 .003 .008 
9 .001 .003 
10 .001 

〉ぐi35I40|45150|55|60|65170i75|80|85i901951100
。.030 .018 .011 .007 .004 .002 .002 .001 .001一一一一一一一一
1 .106 .073 .050 .034 .022 .015 .010 .006 .004 .003 .002 .001 .001 一一一
2 .185 .147 .112 .084 .062 .045 .032 .022 .016 .011 .007 .005 .003 .000 
心，、 .216 .195 .169 .140 .113 .089 .069 .052 .039 .029 .021 .015 .011 .008 

4 .189 .195 .190 .175・156.134 .112 .091 .073 .057 .044 .034 .025 .019 
5 .132.156.171.175.171.161.145.128.109.092.075.061.0。48.038 
6 .077 .104 .128 .146 .157 .161 .157 .149 .137 .122 .107 .091 .076 .063 
7 .039 .060 .082 .104 .123 .138 .146 .149 .146 .140 .129 .117 .104 .096 

8 .017 .030 .046 .065 .085 .103 .119 .130 .137 .140 .138 .132 .123 .113 
9 .007 .013 .023 .036 .052 .069 .086 .101 .114 .124 .130 .132 .130 .125 
10 .002 .005 .010 .018 .029 .041 .056 .071 .086 .099 .110 .119 .124 .125 
11 .001 .002 .004 .008 .014 .023 .033 .045 .059 .072 .085 .097 .107 .114 

12 .001 .002 .003 .007 .011 .018 .026 .037 .048 .060 .073 .084 .095 
13 .001 .001 .003 .005 .009 .014 .021 .030 .040 .050 .062 .073 
14 一一 .001 .002 .004 .007 .011 .017 .024 .032 .042 .052 
15 一一一 .001 .002 .003 .006 .009 .014 .019 .077 .035 

16 .001 .001 .003 .005 .007 .011 .016 .022 
17 .001 .001 .002 .004 .006 .009 .013 
18 .001 .002 .003 .005 .007 
19 .001 .001 .002 .004 

20 .001 .001 .002 
21 .001 
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付表4 正規分布表 z→JEfe-f2明
。お

z I 0.00 I 0.01 0.02 I 0.03 I 0.04 I 0.05 I 0.06 I 0.07 I 0.08 I 0.09 

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0159 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359 
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0756 
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141 
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517 
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879 

0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224 
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2518 .2549 
0.7 .2580 .2612 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852 
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133 
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389 

1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621 
1.1 .3643 .3665 .3686 .3718 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830 
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015 
1.3 .4032 .4049 .4066 .4083 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177 
1.4 .4192 .4207 4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319 

1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4430 .4441 
1.6 .4452 .4463 .4474 .4485 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545 
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633 
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 

‘
4699 .4706 

1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4758 .4762 .4767 

2.0 .4773 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 
‘
4803 .4808 .4812 .4817 

2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857 
2.2 .4861 .4865 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890 
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916 
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936 

2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952 
2~6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964 
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974 
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4980 .4980 .4981 
2.9 .4981 .4982 .4983 .4984 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986 

3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993 

す
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。
0.80 0.01 

6.635 
9.210 
11.345 
13.277 
15.086 

16.812 
18.475 
20.090 
21.666 
23.209 

0.02 ¥ 

5.412 
7.824 
9.837 
11. 668 
13.388 

15.033 
16.622 
18.168 
19.679 
21.166 

0.05 0.10 

3.841 
5.991 
7.815 
9.4g8 
11. 070 

2.706 
4.605 
6.251 
7.779 
9.236 

0.20 I 

3.219 

5.989 
7.289 

0.30 

1.074 
2.408 
3.665 
4.878 
6.064 

0.50 

0.455 
1.386 
2.366 
3.357 
4.351 

0.70 

0.148 
0.713 
1.424 
2.195 
3.000 

唱

inL

円。aqFO
12.592 
14.067 
15.507 
16.919 
18.307 

10.645 
12.017 
13.362 
14.684 
15.987 

8.558 
9.803 
11. 030 
12.242 
13.442 

7.231 
8.383 
9.524 
10.656 
11.781 

5.348 
6.34o 
7.344 
8.343 
9.342 

3.828 
4.671 
5.527 
6.393 
7.267 

に

U可
4000汐
ハ

υ
噌

i

2t 

封tト

24.725 
26.217 
27.688 
29.141 
30.578 

32.000 
33.409 
34.805 
36.191 
37.566 

38.932 
40.289 
41. 638 
42.980 
44.314 

45.642 
46.963 
48.278 
49.588 
50.892 

22.618 
24.054 
25.472 
26.873 
28.259 

29.633 
30.995 
32.346 
33.687 
35.020 

19.675 
21.026 
22.362 
23.685 
24.996 

17.275 
18.549 
19.812 
21.064 
22.307 

14.631 
15.812 
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あ f-r 
正規乱数列 74 

一様分布 127 た 1-r 
一様乱数列 14，17 中心極限定理 78 

F分布 129 t分布 130 

カミ イ~-rー
等確率性 1，2 

χ2検定法 43 統計的仮説検定 37 

χ2分布 129 等出現性 1，2 

確率分布 122 独立性 9 

ガンマ分布 128 度数検定 43 

棄却域 37 な 行

棄却法 69 二項分布 123 

危険率 37 2変量正規乱数列 84 

基準型正規分布 76 
は イ~-rー

擬似乱数列 28 

期待値 132 標準偏差 132，133 
帰無仮説 37 標本数 104 

逆関数法 63 標本調査法 17 

矩形分布 128 フォン・ノイマン (Von Neu-
組合せ検定 54 mann)の方法 68 

不偏推定量 103 

系列相関検定 48，53 分散 132，133 
分布関数 130 

混合型合同法 31 

さ イfjー
平均値 132 

平方採中法 24 

指数分布 61，128 ベータ分布 129 

指数乱数列 61 

シミュレージョン 21，99 ポアソン分布 72，125 
乗算型合同法 26 ポアソン乱数列 72 

信頼区間 105 ボックス・ミュラー (Box and 
信頼係数 105 Muller)の方法 82 

正規分布 75，128 
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ま 行
乱数サイ 14 

乱数列 1" 13" 28 

マーセイリア (Marsaglia)の方法 64 ランダム・ウオーク 114 

ランダム系列 13 

無規則性 9 ランダム JI民列 93 

無相関性 9 

や ?? 
離散型分布 123 

有意水準 37 連 (run) 57 

ら ~J 
連続型確率分布 125 

連の検定 56 

乱数 13 速の長さ 57 




