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“情報科学講座"の序

情報科学は機械・生体および人聞社会における情報の生成・伝達・改造・蓄

積・利用についての一般原理を攻究する基幹科学である。情報理論の建設，情

報現象の解明.情報方式の開発の三つの領域にわたり.相互間の緊密な協力に

よってその発展をはかることは.現代科学技術の進歩にと q て，必須の要請と

なっている。

21世紀の人類のピジ冨 γは.情報革命のもとに築かれなければならない。却

世紀前半における物理科学の進展は，やがて生物科学.人文科学.社会科学に

大きな影響を及ぼし.これらの科学分野の飛躍的発展が期待されている。この

時代において，それらの相互間の連結は.情報科学を通じて行なわるべきもの

であり.情報科学の進歩は.これらの諸分野の発展に強力な推進力となるもの

と期待される。科学・技術の研究が.人類社会に占める役割は年とともに加重

しているが.科学・技術の研究のために共通の基盤を提供するものは，計算機

といい， ドキュメンテーシ霊ンといい.情報科学の負担すべき任務に属する。

情報科学の組織的研究体制を整備するとともに，情報科学について系統的な

学習を行ない.広範な教養を培い，わが固における情報科学の水準を世界のそ

れにおくれないようにすることは.今日の急務である。

このような趣旨から，情報科学講座全 73巻を刊行しようというのである.

講座の意図するところは，情報科学の体系的集成であるから，理論・素子・組

織・生体情報・装置の全分野にわたり，基礎的な解説から，第一線の研究の紹

介にまで及ぶように努めた次第である。

わが国の情報科学の水準が世界をPードし卓越する日の来ることを待望しつ

つ，この目的のために.情報科学講座がいささかなりとも寄与できることを，

心から念願するものである。

1966年9月

編集委員一同
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数種類の計測特性による統計解析というと，現代では回帰分析とか相関分析

というようなものから，因子分析，主成分分析，判別関数等々に及ぶ広範な分

野を含み，統計学の基礎的な分野の一つになっている。この分野を総称して統

計的多変量解析というのであるが，略して多変量解析ということが多い。多変

量解析の発展は，ここ 30数年以来，数多くの統計学者のたゆまぬ努力によっ

て築き上げられ，地味ながら着々として理論体系を整えて今日の大をなすに至

ったものである。現在ではより早く整備された一変量の統計解析に対応する推

測理論の大筋もほぼ完成しているといえる。

理論の整備の背後には，自然科学，人文，社会科学の広い分野にわたって応

用面からの強い要請があったわけである。そして多変量解析の応用を普及させ

た要因として電子計算機の発遣を見のがすわけにゆかない。これによって従

来計算量に圧倒され実施があきらめられていた多変量解析の適用が可能になっ

たからである。このようにして今日では，多変量解析は，多くの研究者にとっ

て，利用できる身近な統計解析となってきた。欧米では統計学の正規コースで

必須の課程となっているし，標準的な教科書も幾とおりか刊行されている。

わが国は，戦後になってからであるが，統計学が急速に普及し，現在では統

計学の理論的な研究においても，実際問題への応用においても，世界の水準に

到達している。多変量解析の研究および応用でも，幾多のすぐれた業績がある。

それにもかかわらず，多変量解析については，系統的な解説を与えた邦書が絶

無に近い状況であった。 1日も早く，この欠陥を補うことが要望されながら，

それが実現されず，今日に至ったのである。

本書は，一つにはこの要望にこたえる任務をになうものである。構成は二つ

の編から成り立っている。第1編理論編では，推測論構成の正統なコースにの

っとり，基本的分布の導出に始まり，推定・検定の方法を解説し，これをもと
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に正規回帰論，分類分析に及んでいる。多変量解析の理論がいかに構成される

かが，ここに系統的に解説されている。その説明は，定義・定理・証明・系と

いう演縛論理の構成を厳密に追究する方針で一貫L，証明の省略された個所に

ついては，一々参照文献を明示して，読者に学習の便を提供するとともに，い

ささかも不安の念を残さないよう，留意が払われている。近年わが国において

も行列の知識は広く普及し，またそれに関する初歩的な解説書も多いのにかん

がみ，行列そのものの解説に買数をさくことをやめて行列に関するある程度の

予備知識を予想されているが，特に肝要な知識については編末に簡潔な解説を

付録として付け加えるなど親切な用意がなされている。

第2編は応用編である。多変量解析の諸々の方法が，どんな場面において，

どんな条件のもとで適用されているか，また適用するにあたって必要な計算手

法としてはどういうものがあるか，これらについて詳細にわたって解説されて

いる。読者はこの編において，因子分析，判別関数法，相関論，回帰論，多変

量母集団に関する推測論などについて，最近の成果を学ぶことができる。電子

計算機の利用が普及した現在であるから，応用を担当するこの編では，電子計

算機利用の多変量解析用のプログラム作成に及ばなければならない。この点を

考慮し，豊富なプログラム資料が提供されているのが，この第2編の著しい一

つの特色である。

本書の執筆は， 2人の著者の協力によるものである。第1編を分担された日

本大学教授塩谷実博士は，多変量解析論を専攻して，統計数理研究所ならびに

Stanford大学において研究を積まれ，その業績は広く世界に知られ， この方

面ではわが国を代表される学者である。第2編を分担された著者，浅野長一郎

博士は，塩野義製薬株式会社解析センター長として，統計解析の実地応用面に

おいて，研績を重ねられ，とくに多変量解析の応用については，医学・薬学・

心理学などの分野において，実地の仕事に関係が深い体験をもたれているわが

国屈指のエキスパートである。近年，多変量解析のため優秀なプログラムを精

力的に開発し，これを広く利用してこられた方で、ある。この御両人が互いに緊

密な連絡をとり，しかも各自十分の独自性を発揮して各編をそれぞれ分担執筆
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されたのが本書である。多変量解析の第一線にある両氏の協力による特色ある

この著述を世に送ることができるのは，編者として喜びにたえない。

多変量解析がわが国において研究方法として定着するために，本書が標準的

な教科書として，あるいは研究サークルのテキストとして，あるいは自習書と

し，広く活用されることを期待してやまない。

多変量解析の方法が，わが国において広く理解され活用され，学界の共有財

として定着することは，情報科学の発展のために，欠くことができない前提で

ある。いったい情報科学の理論には，諸々の局面があり，したがって諸々の接

近法がある。たとえば論理学的接近，統計学的接近，計画論的接近，組織論的

接近等身をあげることができる。このうち，統計学的接近については，その方

面の解説のため幾巻かがこの講座で用意されている。統計学のうちどういうト

ピッグを解説するかといえば，すでに数多くの既刊の邦書によって解説された

ものはしばらくおき，どうしても必要な基礎的な知識に関するもので，しかも

現在容易に他の邦書でそれを求め得られない分野に限定することになる。この

限定された範囲についてであるが，この講座のなかに系統的な解説を用意し，

情報科学を構築するための礎石を堅固にすることが，編集方針になっている。

情報科学の広範な諸分野にわたって，多変量解析がいかに基礎的な役割を果た

すかという具体的な点については，他の諸巻の解説のなかにおいてこれについ

ての数多くの実例があるからこれらを通じて，この講座の読者は，認識を深め

られることができると信ずる。ここにただ一つの例をあげれば，パターン認識

の学習過程がそれである。パターンの構造特性は，いかなる計測変量をもって

表現できるであろうか。パターン認識を確立する推測過程において，どんな因

子を選ぴ，どんな因子を捨ててゆくべきであろうか。パターン認識を次第に形

成してゆく学習過程を解析するのは，まさに多変量解析の課題である。多変量

解析の系統的な解説書が，この講座の一巻として刊行されることは，多変量解

析の将来の発展を方向づけるという観点からも，意義深いことと思われる。

l鰯年 12月

編集者 北川敏男
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第1編理 論

まえがき

統計学とは，統計的現象についての観測データの中に含まれている有効な情

報を，効果的に引き出し，それをもとに，普遍的t.r:.結果，法則を推論せんとす

る一つの科学である。歴史的には，前世紀も終りのころ， W. S. Gosset (1876 

~1936) ， R. A. Fisher (1890~1962) により，標本と母集団の概念が確立されz

従来の記述統計の段階から大きく飛躍し，面白を一新するとともに，その後，

理論応用両面にわたって，質的にも量的にも長足の進歩をとげ，一つの大きな

体系を整えている。

統計的多変量解析は，この近代統計学の重要なプランチの一つである。この

理論的発展としては，その出発点を， J. Wishartが，いわゆるウィッシャート

分布の一般的形の導出に成功した 1928年 [62]においていいであろう。それ

以前にも， Fisher， K. Pearsonらによる，単相関，偏相関， 重相関， racial 

likenessなど，多変量解析に関する仕事があり， Wishartの仕事も，これら

を背景にもつことはもちろんである。しかし，彼の仕事を契機として，多変量

解析の理論が，力強く研究の軌道の上をすべり出したことも事実である。

一変量の場合の統計的方法を多変量の場合へ直接的に拡張すること，各種の

相関概念，それに対する統計的推論の研究が相次いで進展をみせ，さらに，統

計的分類，主成分分析，因子分析危どに，多変量解析としての特色をもってく

る。これらに密接に関係している，確率行列の特有根，特有ベクトルに関する

標本分布，推論の研究は，多変量解析論の重要必項目である。

確率ベクトノレの次元，すなわち，各個体について，調べんとする標識の個数
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が増せば，それだけ詳しい情報が得られるが，一方，基礎モデルの確率分布，

あるいは，母集団分布が含むパラメターの個数も当然ふえて，理論的取扱い，

数値解析を複雑にし，やっかいなものにする。しかし，近来の自動電子計算機

の急速な進歩は，この不利な面を著しく削減してくれ，現象の多変量的取り扱

いを容易にし，自然，社会科学，各種産業へと，その適用範囲を広げている。

しかし，いまなお一つの弱点をもっている。観測データの記述的段階をすぎ

て標本分布に関係する段階になると，基礎分布として，正規分布を仮定しうる

場合を除けば，系統だった解析を進めることが困難である。中心極限定還があ

てはまり，正規分布が実用の場に現われることが多いのは事実であるが，適用

範囲が制限されるなど，満・足すべき状態とはいえない。母集団の型に依存しな

い，いわゆる，ノン・パラメトリックな取り扱いも当然必要であり，現にこの

種の仕事もなされているが，まだ個別的段階の程度で今後の研究を待たねばな

らない。

執筆にあたり，紙数の関係上，割愛しなければならない点がいろいろあり，

読者に不便をかけることを，断っておかねばならない。近代統計学の基礎的概

念，ベグトノレ，行列の演算法などの予備知識を既知とした。また，理論の展開

において， 定理の証明，結果の導出などで，省略した個所もかなり多い。た

だ，そこでは，関連のある文献を示すように心がけたつもりである。

最後に，この執筆の機会を与えられた九州大学北川敏男教授，いろいろ有益な御教

示をいただいた日本大学小川潤次郎教授に厚く感謝の意を表します。原稿，校正を通

読し，不備な点を指摘していただいた，統計数理研究所の早川毅氏，原稿の清書，校正，

文献の整理に多大の援助を与えられた，同研究所の篠原祐子嬢，また，出版についてお

世話になった共立出版の佐藤邦久氏に，あらためてお礼申し上げます。

[付記] 系統的な入門書

T. W.Anderson: A骨 Introductionto Multivariate Statistical Analysis (1958). [ 1 ]. 

M.G.Kendall: A Cωγse 初 MultivariateAnalysis (1957). [26]. 

また.最近における多変量解析論に関する研究を総合的にみるには，筆者の論文:多

変量解析論の最近 10年間における歩み，統計数理研究所業報 (1961)を参照されると

よい。
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1・1記号

原則として，母集団パラメターを表わすのにギリシャ文字を用い，与えられ

た量はイタリック文字の前半で，標本量，確率量は，その後半で表わす。行列

は肉太の大文字で，ベグトルは肉太の小文字で表わす。転置，逆行列，行列

式，行列の跡の記号には，普通のものを使う。ベグトルとして行ベクトルを採

用する:X=(ah…， ak)。ゆえに，列ベグトルはその転置したもの，x'で表

わされる。三角行列は，主対角線の下側の要素が全部Oであるものとし，'1の

ごとく表わす。 ah…，anを対角要素とする対角行列を Da，あるいは，

diag {at.…， an} と書く。正方行列 X の特有根 rh…，rkの集合を ch(X)

と書き，また，最大根のことを Cmax(X)，rmax，最小根のことを Cmin(X)，

rminなどと書く。行列の行と列の数，ベクトルの成分の数を明記する必要が

あるときには，たとえば，n行 m 列の行列 A のことを，A(n xm)， n個の

成分をもっベクトノレeのことを，e(l xn)と示す。これらをまた，A， eと
nxm lxH 

表わすこともある。特に，nXnの単位行列は Inとする。

対称行列 Vが正値定符号であること，非負であることをそれぞれ v>o，

V三Oと書き， さらに，v>w， vとW と書くとき，V-Wが， それぞ

れ，正値定符号，非負であることを意味する。変換 X→Yのヤコーピヤンを

J(X: Y)で表わす。 Pr{ }， Pr( )は，{}，()の中の関係が成立する

確率を表わす。体積要素 dajda2・・.dan とか daUda12…danmを簡単に dxと

か dXと書く。

平均をとる線型作用素の記号として，“e"を用いる。特に，分散，共分散に
対して

Var(a)=e(a-ea)2， Cov(a， y)=e(a-ea)(百-ey) (1・1)

のように書く。
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1・2多変量分布

k変量分布は，k次元標本空間 Rkにおける晶個の確率変数の組〈“Z1Iν，ν.“….“.

aρ の聞時分布，あるいは，確率ベグトル x=(Z1I…，Zk)の分布である。

A. 分布関数，密度関数

一変量のときと同様，確率ベグトル Z=(Z1I.... Zk)の分布は，その(累積〉

分布関数

F(x)=F(z1I .... Zk) =Pr {Zl!S:Z1o "'， Zk!S:Zk} (1・2)

により一意的に決定される。ここで Z10….Zkは止めて考えられる。 F(x)は
次の性質をもっ。

(1) O!S:F(x)三三1

(2) k次の階差は非負である ;dkF(x)三O

(3) F(一∞.:1:2.…， :l:k)=・・・=F(Zh"'， Zk-h ー∞)=0，

F(+∞，….+∞)=1 

(4) F(Z1o …. :l:i-1o :l:i+O• Zi+1o…. :l:k)=Fz1o・・・.Zk)， i=1. ・・・.k 

もし，分布が連続型のときには，密度関数

θk F (:1:11 •••• :l:k) 
!(X)=!(Z1o .... Zk)= --，-，'.-" ，-，.: -"， (1・3)

8z1"，θZk 

が存在する。この場合，k次元ユーグりッド空間の任意の可測集合Eに対して

Pr阿=んj!ωα (1・4)

B， 周辺分布，統計的独立

確率ベグトル Z=(Z1o…，Z，ρの分布関数を F(x)とするとき， Z10…. Zkの
部分，たとえば， Zh…. Zj(jくのの分布関数は

F1•・ 'j(:1:10…. Zj) =Pr {ZI!S::l:1o…， Zj!S::I:;} 

=F(:l:1o…， :l:j，∞，…，∞) (1・5)

で，とれにより一意的に定まる分布を， Zb…. Zjの周辺分布という。これは，
k次元空聞における確率分布を. Z10…. zJのj次元部分空聞に投影したもの
である。
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確率変数 Zh•••• Zkが

5 

F(Xh…. xk)=F1 (rlh)F2(的〉…Fk(Xk) (1・6)

を満たすとき，統計的に，互いに独立であるといわれる。 Fi(x;)は Zj の周辺

分布関数である。特に分布が連続型であれば，式 (1・6)の条件は

f(Xh…， Xk) = fl (Xl)ん(X2)…fk(Xk) (1・7)

と同等である。ここに，fi (x;)は， z，. の周辺密度関数である。また，二つの

確率ベクトノレ ZI= (Z1l.…，Zlr)， Z2=(Z2h…， Z2S)の同時分布関数 F(XhX2) 
iJ~ 

F(Xh X2) =F1(Xl) F2(X2) 

=F(X1l'…， Xln∞，…，∞)F(∞，…，∞， X2h…， X2.) (1・8)

と，それぞれの周辺分布関数の積に書けるとき，ZIとZ2は統計的に独立であ

るという。

C. 条件っき分布

ZI= (Z1l'…，Zlr)， Z2=(Z21o…， Z2S)を確率ベクトル， EIo E2をそれぞれの

空間における可測集合とする。 Pr{Z2E E2} >0のとき，事象 Z2EE2の下での
事象 ZIEE1の条件っき確率は

Pr {ZIE Eh Z2E E2} 
Pr {ZIE E11 Z2E E2} = 

Pr{Z2E E2} 
(1・9)

と定義される。対称性により， Pr {Z2E E21z1E E1}も同様に定義される。特

に，Et = {ZI : Z1l:::;X1l，…， Zlr:::;Xlr}， E2= {Z2 : Z21:::;X2h…， Z2S:::;X2s} とすれ

ば，式 (1・9)の右辺は.ZIとZ2の同時分布関数 F2(Xh X2) =F(x1l，…， Xlr， 

X210…， X2S)と Z2の分布関数 F2(X2)三F2(X21o…， X2.)の比で表わされる。

このときの左辺を F(x，IE2)三 F(Xlh…，xlrlE2)と書き.Z2E E2の下における

ZIの条件っき分布関数という。 F(xt!E2)が A.節の分布関数としての性質

をもっていることは容易に確かめられる。

分布が連続型の場合には，Z2=X2のときの密度関数 f2(X2)が >0のとき，

f(Xh X2) 
f(Xt!X2)=一一一一一一一 (ん(X2)>0) (1・10)

ん(X2)

でもって.Z2=X2と与えられたときの ZIの条件っき密度関数が定義される。
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確率ベクトル Z=(Zb・・・.Z，，)の同時密度関数 !(X)=!(Ol.….o，，)は，条

件っき密度関数により，いろいろの形に分解できる。たとえば，

!(x) = !1(Ol)!2(O2Iol)…f;(o;lob…. O;-l)…ん(O"IOb….:.t:"_1) (1・11)

D. 平均，積率

説明を簡単にするために，連続型分布の場合を取り扱う*0Z=(Zh…. z，，) 

の密度関数を !(x)とし.g(x)を積分可能な関数とすれば.g(z)の平均は，

e{g(Z)} =ににg(x)!(x)ぬ く1，12)

で定義される。もし.y=g(z)の密度関数を h(y)とすれば，

e{gω}=eM=に俳句〉ぬ (1.13) 

として，同じ平均を求めることができる。 g(z)=Zli1Zi'・・'Z，，'"とおけば，原点

まわりの同時積率が得られる。 e(Z;)=んとおけば，平均値まわりの同時積率

は.g(Z)=(Zl一向)i1".(Z"ーμρi"とおくことにより求まる。

[定義] Z=(Zij)を m 行 n列の確率行列，Z=(Zh"" Z..)とするとき，

それらの平均値は

e(Z) = (eZ;j)， e(z) = (eZh…， ez..) (1・14)

この定義から容易に次の演算公式が得られる。

[定理 1.1] Z(mxn)を確率行列，A(lxm)， B(nxp)， C(lx討を与

えられた行列とすれば，

e(AZB+C)=A(eZ)B+C (1・15)

確率ベグトル Z=(Zh….z，，)の平均を e(Z)= (eZh…. ez，，)=(μh…， μρ 
=1'とすれば，成分変量に関する分散，共分散は，

e(Z-I')'(Z-I') = (e(z;一μi)(Zjーμj))=().ij)=A. (1・16)
により同時に求められるoA.は kxkの非負対称行列で.k変量分布の散らぽ

-理論的には，離散型分布の場合も含めて， スチルチ$o~積分を用いて，統一的に取り扱うこと
ができる.詳しくは，たとえば， S. S. Wilks [61]， H. Cramer [8 ]，小川潤次郎[33]の著書
を参照のこと.
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りの度合を表わし，共分散行列とよばれる。 Ziと Zjの聞の相関係数は

ρij=法t;7 (1・17)

で定義されるoPii=1，ρij=ρji， Ipijl ~1 である。 ρij を要素とする非負対称

行列 p=(ρij)を相関行列という。 D.，;:i:=diag { ~， ...， .; Akk} とすれば，

A.=D";APD.，;:i: (1・18)

なる表現が成立する。

E. 特性関数

確率ベクトノレ Z=(Zh…， Z.)の従う k変量分布の特性関数は，すべての実

ベグトノレ t=Cth...，t.)に対して，

φ(t) =e:Ceitz') =e  {eiCt1Z1 +・・・+t.Z.)} (1 ・19) 

で定義される。 tは虚数単位 FIである。確率行列 Z=(Zij)(mxn)の特性

関数も同様に定義されて，実行列 T=(t..s) (m x n)に対して

i IJ_t(JtSZofl 
φ(T)=e{eitr(TZη=e{e叫} (1・20)

と表わされる。 Zが kxkの対称行列の場合には， 変数の個数は k(k+ 1)/2 

であるけれども， Zlh…， Z..， 2z12，・..， 2z(ト 1).の特性関数と考えれば，式
(1・20)と同じ形に書くことができる。

多変量分布の特性関数の基本的性質を，証明ぬきで，三つだけ述べておく。

いずれも一変数のときと平行した定理である。

[定理 1・2J 確率ベクトル ZIとZ2が互いに独立であるための必要かつ十

分条件は

φ(th t2)=φ(th 0)φ(0， t2)=φl(t1)φ2(む) (1・21)

である。

[定理 1・3J (一意性の定理〕 すべての分布は，その特性関数により一意

的に決定される。一一これは Levyの反転公式の内容を述べたもので， [8J， 

[32J， [33Jを参照のこと。

[定理 1・4J (連続定理) k変量分布関数の無限系列 {Fn(X)}に対応する

特性関数列を {φn(t)} とする。このとき.{Fn(x)}が一つの分布関数 F(x)
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に法則収赦するための必要かつ十分条件は，すべての tに対して， {φn(t)} 

が一つの極限関数ゆ(t)に収数し， かつ，この収数が t=Oの近傍で一様で

あることである。このとき， φ(t)は F(x)の特性関数である。

これは，分布関数 F(x)とその特性関数の 1対 1対応が連続的であること

を主張しているものである。 [8J， [32J， [33J， [61Jを参照のこと。

1・3 多変量正規分布

A.定義

u= (Uh "'， Uk)を h次元確率ベグトルで， その成分変量は互いに独立で，

Ui-N(O， 1) i""l，…， kとする。このとき，uの密度関数

尺ωル=附叫

は周知のとおりでで、ある*九。ここでで、正則一次変換:x=uC+μ，ICIキOを施せば，

J(u: x)=l/modICI (modlCIは行列式 ICIの絶対値の意)であるから

•.• . .. _". r 1. . . _. __.. . .1 
!(x) = (2ìr)-k'2(modIC!) ーlexp~ 一一 (x-p) (C'C)-I(X-μn l 2 ，-- .'， --， ，-- .， I 

=( 卸 h釘M門吋r必引引2引V澗|川閣d訓計AI-1ド刊-→叫1

となる。ただし，A=C'Cとおいた。この式で

e}(x) =e}(u)C+μ=μ 

e}(x-p)'(x-μ)=C'(♂u'u)C=C'IC=A 

となっている。一般の定義は次のとおりである。

[定義] 密度関数が

r 1. ， . •. ， .1 
f(x) = (2ìr)-kI2 IAI-l'2exp~ 一一(x-p)A-l(X-p)'} (1・22)l 2 ，-- .. . . I 

A>O; 一∞くん<∞，i=l，・・・，k 

* ll1i節までは， 確率ベFトノレと， 止めて考える変量ベFトノレを区別して織諭していたが，記号上
の都合で，以後特にこの区別をしない.
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である h変量分布を，k変量正員.IJ正規分布といい，N(p， A.)で表わす。ま

た xの分布が N(μ，めであることを x-N(μ，A.)と書く。

[定理 1・5] (1) (xーμ)-N(O，A.) (2) (x-p)A.-1/2_N(O， 1) 

[A.-1/2の意味については (A.23)を見よ]

[定理 1・6] x(1xk)-N(p， A.)のとき，確率変数

χ2=(Xーμ).A.-1(x-1')' 

は自由度 hの X2_分布に従う。

これより

(1・23)

Pr {(x-p)A.-l(Xーμ)'::::;;χ♂(α)}=1ーα(1・24)

を満たす χ，，2(α〉を χ2_表より求めることができる。 したがって，k次元

空聞における楕円の内部 {x:(x-p)A.-l(X-1')/::::;;χ♂(α)}は，母集団の

(1-α)100%を含むものと解釈され，確率楕円体といわれる。

B. 周辺分布

x(1Xk)-N(p， A.)とするo k=k1+んで，(x1(1xk1)， x2(1Xん))なる
分割において，たとえば，Xlの周辺分布を求めよう。 xの分割に対応する

p，A.の分割を

1'=(1'" μ~2) ， 叶;;:;;l
とし，次の変換を施す。

r 1 -A.11-1A.，.1 
y = (y" yz) = (x" X2) ，-_ --u “l 

10 1 1 
(1・25)

変換のヤコーピヤγは1で，yの密度関数は

尺μHω件吋)=[側

[(21L'門 仙門x却叶叶pベ寸(ト一土〈いl 2 ，_. -.，--.... ，_. -.' J一』I 
=五(Yl)!2(Y2IYl) (1・26)

となる。ただし，
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νl=Pl，ν2=μ2-μlAll-1A12， A22.1=A22-A21All-1A12 (1・27)

である。したがって，めを積分で消去すれば， Yl=Xlの周辺分布 N(μhAu) 

を得る。

C. 線型結合の分布

[定理 1・7] x~N(μ， A)とする。 A(kxl)， (l::::;.k)， を階数 Iの行列と

すれば，y=xA+bの分布は，1変量正規分布*N(pA+b， A'AA)である。

[証明] まず

e(y)=pA+b， e(y-e(y))'(y-e(y))=A'AA (1・28)

は明らかである。 (i)k=lの場合には，A は正則で，J(x:y)=1/modIAI 

が存在するから，

L .n. .. . .. ..n r 1， • _ _ • •• . • _ .， • _ _ .1 
f(y) = (27l')-k/2IA' AAI-1/2 exp ~一一(y-μA-b) (A' ÅA)-l(yーμA-b)'~1 2 -~ • -- -， --- --， -- . -- -， J 

すなわち，N(μA+b， A'AA)の密度関数である。

(ii) k>lの場合には，(A， B)を正則とする kX(kーの行列 B，(y， z) 

をh変量ベクトノレとする zが存在して，

(y， z)=x(A， B)+(b， c) 

なる正則変換を考えることができる。 (y，z)は(i )の場合で h変量正規分

布をもち， B.節により，yは，その周辺分布として，式 (1・28)の平均，共

分散行列をもっ I変量正規分布をもっ。

て

[系] x~N(μ， A)のとき，ax'~N(α〆， a'Aa)である。

D. 条件っき分布

B.l節と同じ記号の下で，f(X2Ixl)を求めよう。すでに，式(1・26)におい

Yl=Xh Y2=X2-X1All-1A12 (1・29)

なる (yhy2)の同時密度関数が与えられているから，式(1・29)により (Xh

X2)の同時分布にもどれば，これは単に式(1・26)に(1・29)を代入したもの

で，したがって，

- 特に断らない限り，“正則"を省略して，正月日正規分布を意味する.
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f(Xh X2) /0  _'¥ _b_I?1 ~ 1-1/2 ____ [ 
/(x2Ixl)=一一一一一=(2 7r)-k./2IA22.dー1/2exp~ 一一[(X2-P2)/1 (X1) ，_.-/ ，--..." ---r l 

-(XI一μI)Al1-IAI2JA22.1-1[(X2一μ2)

11 

、，EE
B
S
'
E

，

吋

a」。ad
 

d
 
、‘，，，p
 
x
 

f
f

‘、
(1・30)

となる。

r / .. .. " r ..111 ..11211 
[定理 1・8J (x" x2)-N ~ (p" P2)， I .:" .:'" I ~のとき ， X1 が与えら1 ¥...." ....2h LA21 A22JJ 
れたときの X2の条件っき分布は，平均，共分散行列がそれぞれ

6'(X2I xJ) =P2+ (X1-PI)Al1-IAI2， ..122.1 =..122-..121..111-1..112 (1・31)

であるん変量正規分布である。

E. 特性関数

x(l x k)-N(μ， ..1)の特性関数を求めよう。

φ(t) =6'{exp (itx')} =e巾'6'{exp [it(x-μ)'J} 

=eitp.' 

ここIこ，y=X-Pで、

Q(y) =yA-'y'-2ity' 

= (yA-'/2-itA1I2) (yA-1'2-itA1I2)' + tAt' 

噌

E
A

--
刊
8
.d 

、.E
'
h
g
E
E
J

、‘，，，d
 

a'w 
。aa

A
 
U
 

f
‘、
、目ノ。4d
 
as 

d
品

u
 

f
t

、
1

一2
，EE
'

《‘E
目、
n
u
E
 

X
 
ρト
v
f
ム

。

伺「
1
↑

。G4
4

h

 

h

凶

判

か

制

す

る

ト

ノ

意

あ

ほ

注

で

G

に

φ(山叫が-tur (1・32)

となる。

[定理 1・9J yを確率ベクトノレで， 平均 μ， 共分散行列 d をもつものと

する。もし，ay'がすべての Oでない aに対して正規分布に従うならば，y

は多変量正規分布に従う。

[在明] αy'-N(α〆， αAaつであるから，その特性関数は，
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e {exp (itay')} =e叫t畑a仰Wμ〆，一?Md
である。 t=l とおけぽ，右辺は N(μ• A)の特性関数 φ(.a)となり，一定、性

の[定理 1・3]により証明は終わる。

との定理で，すべてのaということが重要な点である。たとえば.Y" Y2が

それぞれ周辺分布として正規分布をもっていても，これだけでは. (Yh Y2)が

ニ変量の分布として正規であることの保証を与えない。

最後に積率を二，三求めておく。 x-N(p.A)とすると.e(Xj)=μj， 

Var(Xj) =).jj， COV(Xi. Xj) =).ijは明らかである。また， μに関する分布の対

称性から，平均まわりの奇数次の積率はいずれも 0である。四次の平均まわり

の積率に対しては

e(Xiーμi)(均一μj)(X/一μ/)(X"，一μm)=).ij)./m+).i/ ).jm+).im).jI 

(1・33)

なる結果がある。これは特性関数から積率を求める公式

1 aj1+・叶itφ(t)I 
e(X1ーμl)j"，，(均一μ，，);.=一一一一一 | 

(i)h+・・・+h at/1'"θt，，;. I，=p (1・34)

によって計算される。
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2.1 回帰曲面，平方平均回帰曲面

f(l&， '1/)を2変量分布の密度関数とすれば，f('1/lz)における平均は

的 (z)雲氏'1/11&)=に肉11&) (2・1)

である。おの関数として， '1/の平均的な様子を表わすもので，曲線'1/*=μ2(1&)

を，yの X に対する回帰曲様という。同様に，曲線計=μ1('11)昌e(zl'1/)を

mの gに対する回帰曲線という。

一般に，X= (1&10 "'， z，，)のもつ密度関数を f(九・・・，1&，，)とすれば， Z10・・・，

Z"-1を止めたときの向の条件っき分布における平均

μ，，(1&10 "'， :1:，，-炉心"f(:I:"I:l:1o"'， :I:"_I)d:l:" (2.2) 

により， z"の(:1:10"'， :1:"-1)に対する回帰曲面 z，，*=μ，，(:1:10…， Z"-I)が定義

される。

さらに，二つの確率ベクトル Xl(1 x k1)， x2(1 x k2)を考え，その同時確率

密度関数を f(XhX2)とするとき，

Xa*=Jら(xl)=e(x2Ixl) (2・3)

のことを，Xlに対する Xaの回帰関数ベクトJしという。回帰関数のまわりの

共分散行列

.1'22.1 =e {(Xa-Pa(Xt))'(Xa-Pa(xl))lxl} (2・4)

は，Xlが与えられたとき，P2(Xl)により X2を推定するときの残差共分散行

列である。対称性により，Pl(X2)についても同様の定義が得られる。

(X1o X2)の分布が[定理 1・8]の正規分布ならば，

P2(Xl) = P2+ (XI-Pl)Au-1A12 (2・5)

すなわち，回帰関数は線型であり，その残差共分散行列は式 (1・31)のAa2・1

である。
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[定理 2・1J Ü:~b "'， lek， y) == (x， y)のとき， すべての xの関数 g(x)の

うちで，e?{y-g(X)Pを最小にするものは，回帰関数 g(x)=μ(x)である。

[証明Je?{y-g(X)P=e?"，[e?官{(y一μ(x)+μ(x)-g(x))2Ix}J 

=e?"，[e?官{(y一μ(x))2Ix}+(μ(x)-g(x))勺

より明らかである。

ー般の場合には，X1の関数を成分とするベクトル g(X1)= (gl (X1)， .... 
gk.(Xl))に対して，1.'22.1*=e?{(均一g(X1))'(X2-g(X1))lxl}と表わせば，式

(2・4)と比べて常に， 1.'22.1*と1.'22.1(1・1節の意味〉で，等号はg(X1)=的(Xl)

のとき成立する。これはすべての a(lxk2)に対して a1.'22.1*a'とa1.'22.1a'と

いうのと同等である。

[定義] すべての a，A に対して aAa'三aAoa'なる対称行列のグラスの

要素 A。が存在するとき，A。自体グラス {A}において最小であるという。

さて，上の g(x)，g(Xl)のグラスとして，

g(x) =α+xs'， (s:1Xk); g(X1)=a+X1B， (a:1Xん，B: k1Xk2) 

と線型のクラスに限り，その中で，残差〈共〉分散(行列〉を最小にするものを

考える。

e?(y) =11， e?(x) =1'， Var(y) = AOO' 
e?(x-μ:)'(x-I')=A.， e?(y-II)(X-I')=(AOb "'， AOk)==ん

なる記号を用いる。

[定理 2・2J e?句一α_Xs')2を最小ならしめる α，βは，ふ=νーμ:P'，

P=loA.-1で，最小残養分散は AOO(1"'kl= Aoo-loA.-11o'である。
[1iE明Je?(y一α_Xs')B=e?{(Y-II)ー(x-μ)s'-(α-1I+I's')P

=(αー叶岬')2+AOO+ sA.s' -21os' 

=(α-1I+I's'ア+(βーんA.-1)A.(sーんA.-l)'

+0∞一λoA.-1lo')
各項とも非負であるから，これを最小にする α，βは定理のもので，そのとき

上の第3項が最小値を与える。
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Aは xに対する Uの回帰係数のベクトJ(..で，

15 

y*=ふ+xs'=ν+(X-，u)..4-1ん (2・6)

は平均平方回帰平面といわれる。 Var(y*)=ん..4-1ん'であるから，Var(y)= 

Var(Y*)+A∞(1'''kl とUの全分散は，回婦による Uの最良線型推定の分散と，

残差分散に分解される。したがって，

e-Aoo{1…kl 噌 λ0..4-120'
一 一一Var(y) - AOO 

(2・7)

は回帰平面の当てはめの良さを測るものである。特に k=lの場合には，

Y*=J1+ρ竿(Xl一μふんO(戸内2(1_ρ2)
"1 

となる。ここに，d02=ん，dI2=A11，ρ=んI./A耳石

一般の場合には，的h X2)=仇内)，共分散行列をd=[2;:
として次のように述べられる。

(2・8)

会]>0

[定理 2'3] e{(均一a-xIB)'(X2-a-X1B)} を最小にする a，B は，

A=内-，uJJ，B=..411-1..412で与えられ，このときの残差共分散行列は，..4払1=
..422-..421..411-1...412である。

[証明] 前定理と同様に

e{(x2-a-xIB)'(x2-a-x1B)} =(..422-..421...411-1...412) 

+ (a-，u2+ ，u1B)' (a-，u2+，ulB) + (B-..411-1..412)'..411 (B-..411-1..412) 

と書けるから，任意の aに対して二次形式を考えれば，定理の結果は得られ

る。

bは.1"1に対する X2の回帰係数行列，X2*=，u2+(Xl-，ul)..4U-1..412は平均
平方線型回帰関数のベクトルといわれる。

2.2重相関係数

式 (2・6)の fは残差分散最小の意味で，yのxに基づく最良線型推定を

与えている。この f と gの聞の相関係数を，yとxの聞の重相関係数と
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いい，PO(looがで表わす。

S(y-e(y))(y*-e(y*)) 
PO(1…k)= 、!Var(宮)Var(f〉 =JZ耳司五官00 (2・9)

と計算され，これを用いて

AOO(I"'k) =Aoo(1-P20(1…k)) (2・10)

と表わせる。 O'::;PO(I"'k)三三1である。また (A.1.1)により

IAoo ん|
A00-10.1-1λ。， 110' .11 

1-p20(I'・'k)= ， ムー一一?- (2・11)
Aoo Aoot.1t 

と書くことができる。

[定理 2・4][定理 2・2]と同じ記号で，y と最大の相関係数をもっ xの線

型関数は式 (2・6)の fであり，そのときの最大相関係数がん(1…ω である。

[証明] s=1oA-1 とおけば，[定理 2・2]により，任意の cと a(1xk)に

対して

e{y-yー (x-μ〉介}2.::;e{y-y-c(x-μ)a'}_2 

両辺を展開して記頑;で割れば，

2PO(I'00k)-! s-!-s' >2c e(y一ν)(x-P)aFーム a.1a'
u ・_. ， Aoo-ーの。。μs' ν 内oos.1s'

となるが，ここで c2= s.1s' /aA.a'とおけば，
P 〉 S(U-v〉(x-μ)a' e(yーν){r+(xーμ)a'}

-
0(1 ・k)-:::::'_--";芯頑孟i - ，，;石函2

となり，定理の結論を得るo

いま X=(Xh"'， Xk)の共分散行列 .1=(Aij)において， (九…，Xk)に対応

する dの左上の iXi小行列をんとすれば，式 (2・11)と同様に，

Aii(1-phl…i-1)) = t.1it/t.1i-dである。そこで相関行列を P とすれば，

t.1t !.. 1.1;1 !'. 
IPI=一一一一一=日一一一一一=II (1-p2;(I"'i_1)) (2・12)
A11. ..Akk --:~'i A川.1;-11 :':1 

が容易に得られるoPj{j寸ー1) を第 t番目のステッブ・ダウン重相関係数とよ

ぶことがある。
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2・3 偏相関係数

:1:1と:1:2の聞の相関係数 ρ12は，両者の聞の関連の度合を測るものと考え

られるが，他の変量が関与している場合には事情は単純ではない。 ρ12が表わ

す内容の中には， :1:1と:1:2の直接的な相聞のほかに，他の変量を媒介にした間

接的なものも混入している。偏相関というのは，他の変量の影響を除いて:1:1

と:1:2の聞の関係をみようとする概念である。

(X， y， z) = (:1:10 ."， :l:k， y， Z)を考え，その平均をくP，甲，C)，共分散行列を
一-.
d・， 1:' I :σ 1:' I 
咽・・ー・・.，__________..I 

:j e| 
』・ d

とするoy， zの xに基づく最良線型推定値 Y*.z*はそれぞれ

y*=甲+(Xーμ).04-1σ" z*=C+(x-P).o4-l1:' 

である。このとき，y-y*， z-z*は xの線型の影響を除いた幾差と考えられ

る。両者の聞の相関係数を，yとzの聞の，X の影響を除いた後の偏相関係

数とよぴ， ρ11%・1サと表わす。 e(y-y*)=e(z-Z*) =0であるから

ρ___s_(y-y勺(z-z勺
μ.寸1'.寸.

φ12一σ'.04-11:'
-.Jeφ11 -o.o4-1o') (φ22-1:.04-11:') 

(2・13)

である。もちろんー1=:;;ρp・1."k=:;;1である。ところで，式 (2・13)の各量は残

差共分散行列，(2x2)， ø一(~)か.04- 1→-1(ø'
ば，偏相関係数の定義を次のようにすることもできる。[定理2.3勾]における残

差共分散行列 .0422.1=.0422一dん4ιι宮創1.04ム11-1.04ムf12の tι，j要素を ).iHoo尚と表わせば
Aij・I・ook1

ρij・100・k1=，
../Aii・I・-・k1・Ajj・1000k，

(2・14)

が，X1 = (:1:11， ...， :l:1k1) の影響を除いたときの:l:2iと:l:2Jの聞の偏相関係数で

ある。

X=(:l:h ...， :l:k)において，引から(:1:2，…， :1:;)， (j=:;;k)の影響を除いたと
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きの残差分散を }.11(2・・・j) と表わす。

[定理 2・5] }.11 (2'" k) =}.11 (2・"k-1)(1-ρ21h・2…ト1) (2・15)

[笹明] ..4から第 i行，第j列を除いた行列を ..4(;，j)， 第 t，t'行，第j，f

列を除いたものを ..4(ii'，jj勺とすれば，

}.11(2"'k)= 1..41/1..4(1，1)1， }.11(2・・'k-I)= 1..4(k，k) 1/1..4(lk.lk) 1 

と書けるから，

}.11 (2"'k) 1..411..4(出ωi
}.11(2…ト1) 1..4(1，1)11..4ω，k) 1 

(2・16)

ヤコーピの公式(A.1.4) により， 1..411..4(lk，lkll = 1..4(1，ll 11..4(k，k) 1-1..4(I，k) 12で

あるから，式 (2・16)の右辺は， 1ー1..4(I，kl12/1..4(1，1) 11..4(k，kl 1となる。ここで，

1..4(1，kl 1/1..4(!k，lk) 1 =}.Ik・2・・ト10 1..4 (j ，j) 1/1..4(lk，lk) 1 =}.jj，2"'k-Io j= 1， kに注意すれ

ば，結局，式 (2・16)の右辺は 1ーがIk・2ートi となり定理を得る。

[系] 1-p21(2"'k) =(1ーρ212)(1ーρ212・2)(1ーρ214・23)…(1ーがIk'2"'k-l)
(2・17)

[証明] }.11(2・・j)=}.11 (1-p21(2…j))であるから， [定理 2・5]により，

(1_p21(2"'k)) = (1-p21(2・k-ρ(1-ρ21h・2…ト1) が得られる。 この漸化式から，

式(2・17)は明らかである。

2.4 正準相関係数

線型の意味で相闘を考える最も一般的なものとしてベクトルとベクトノレの聞

の相闘を考える。 x=(xI(lXk，)， x2(lXん))が共分散行列

イ11dull
..421 A22Jkョ

(2・18)

k1 k2 

をもつものとする。平均ベクトノレは一世性を失うことなく Oとしてよいo

kl~んとして議論を進める。

一次式 u=ax!"V=bX2'を考え，uと 8 の聞の相関係数を最大にする a.

bを求める。 u.Vを常数倍してもその聞の相関係数は変わらなし、から
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l=Var(u)=aAlIa'; 1=Var(v)=bAz2b' (2・19)

と規準化する。ゆえにuとvの聞の相関係数は，

e(UV) =♂〈αXl'xzb') = aA12b' (2・20)

となる。これを式 (2・19)の条件の下で最大にするのであるが，ラグランジュ

の方法により

1 
φ=αA12b'一τO(αAlIa'-l)一一ω(bA2zb'-1) (2・21)2.' .• 2 

を最大にすればよし、。 (A.3.6)の演算法により

。ψθφ
石，=A1zb'-OAlla' =0; ab' =A21a' -wAzzb' =0 (2・22)

a， bをそれぞれ上の式の左からかければ，式 (2・19)の条件より，0=ω= 

αA1zb'となり相関係数の意味をもっ。したがって式 (2・22)は

11 LIトoω〉|-MIl d1211a' 

A21 -0A2ZJ lb 

と書け，これが恒等的にOでない解をもつためにはOが

l-M11d12 
AZ1 -OA22 

1=0 (2.24) 

の根でなければならなし、。この根が実数であることは容易に確かめられ，また

(A.1.1)を式 (2・24)に適用すれば，

(-0)k.-k'IA1zAZ2 -lAZ1-OZAllI =0 (2・25)

であるから，k1+ん個の根のうち，ん-k1個は常にOで，残りは土010土OZ，…，

土Ok1 の形である。ただし，1~三Oj三0， i=l，…， k1である。いま

1三01三O2三・・・とOk，三O (2・26)

とし， (φ1， ...， φk，+ん)=(010"'， Ok" 0，…，0， -Oku…， -01)とよび直す。

φjに対応する式 (2・23)の解を αj， bjとし，uj=ajxr'， Vj=bjX2'を考えれ

ば

e(Uj) =e(Vj) =0， Var(uj) = Var(vj) =1， e(UjVj) =φj (2・2の

であり，また，i手jに対して，式 (2・23)により

φje(UjUj) =φje(VjVj)，φje(UjUj)=φje(VjVj) 
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が得られ，これより

(φFーφ戸)e(UjUj)=0， (φj2_φ，l)e(1Jj1Jj) =0 

となる。ゆえに， φ戸手φfならば，

e(UjUj) =0， e(1Jj1Jj)=0 

であり，また

e(Uj1Jj) =0， e(Uj1Jj)=0 

もわかる。

(2・28)

(2・29)

((}jo Ojo 6j)が解であれば， (-(}jo -Oj， 6j)， (-(};， 0;， -6j)などもま

た解であるが，われわれには大きいほうの相関係数が問題であることを合わせ

考えて，次の (x"X2)の内部一次変換が得られる。

A'=(OI'，…， 0.，')， (k1Xk1);  B'=(61'，・・・，6..')，(k2xk2) 

D.=diag(φ"…， φk，) 

とすれば，式 (2・27)-(2・29)の条件は，

AAI1A'=I.u BA.22B'=lk.， AAI2B'=[D，占OJ

と表わされ，さらに

i;;ll::2115;，トlL11
とまとめられる。 ゆえに， u=(u"…，Uk.)， v= (九・・・，1Jk.) とすれば，

(X" X2)の内部一次変換

r A' 0'1 
(u， v)=(x" x2)1~. _.1 (2・31)

10' B'I 

が存在して，(u， v)の共分散行列を式 (2・30)とすることができる。 u，vは

正準変数のベグトル， φ"…，φk，は正準相関係数とよばれ， H. Hotelling [18J 
により始められたものである。

。=φ とした式 (2・25)より
1 A.1~22 -1 A.21-φ2A.川=(-1)k. 1A.11 I (φ2_φ12)…(φ2_φk，l) (2・32)

が得られるが，ここで φ"，，0とすれば
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φ12φ22…φk.2 = IA12A22 -Itf2t1/IAIlI 
10 A..I/ 

=(ーl)k"
日 '/IA111IA221

IA2' A2211 

21 

(2・33)

が得られる。これらの平方根が，ペウト)1，..相関係数と名づけられた量である。

また，式 (2・32)で φ=1とおけば，

IA.. ，1..1/ 
(1ーφ(2)(1ーφ22)…(1-φk，2)一'":"";'"" IAl1I IA221 (2・34)

-'Aa， A221/ 

2・5 正準相関論と回帰論との関係

前節と同じ分割をもっ X=(XhX2)を考える。[定理 2・3]の意味で. x. 

の X2に対する線型回婦の係数行列を B2'とすれば

X， = X2B2' + (X，-X2B21) 
と書くことができる。ここで.B21 =A22 -IA21で，かつ，

e:(X2B21)'(X1-X2B21) =0 である。そして，

X1a' = XaB2，a' + (X，-X2B21)a' 
を考え.aを残差分散を最小にするように決めよう。すなわち，

a le:Cx1 -X2B21) ， (XI -XaB21)} a'-t-d1aA22 -IAa1a' 
a le:(x1' X1)} a' - aAl1a' 

(2・話〉

を最小にする αを求める。これは.aAIlα'=1の下で aA1aA22-1 Aa，a'を最大
にすることで，したがって.rをラグランジュの未定係数として

1Jf=叫

を最大にすればよ<. {}1Jf Iθa'=Oより

(AI2A22-'A2，-rAIl)α'=0 
ゆえに.a-:::TOなる解が存在するためには.rが

IA'2tf22 -IA21-rAIlI =0 

(2・37)

(2・38)

を満たさなければならない。これは正準相関係数の2乗に対する式 (2・25)と

全く同等である。式 (2・37)の左から aをかければ r=aA，2Aa2-IAa1a'でる
るから，われわれの Tは，式 (2・38)の根のうち最大のものれでなければ
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ならない。 TIに対応する解ベグトルを alとすれば，

[定理 2・6] Tlは Y=JClal'とぬの聞の重相関係数の2乗である.

しかし，JClal'と JCsの聞の相関だけで，ぬと JCsの関係を全部説明し尽

くすことは一般にできない。そこで， aAllat' =0， aAlla'=1の下で

aA1aAS2-1A2Ia'を最大にすることを考えれば，式(2・38)の2番目に大きな根，

Taが得られ，それに対応する一次式 JClaa'が得られる。 T2は JClaa'とJC2の

聞の重相関係数の2乗の意味をもち，またぬと JCaの聞の正準相関係数の第

2番目に大きなものの2乗と一致する。このようにして，正準相関係数の場合

と全く同等な結果に遣する。

さて JClのJC2に対する回帰係数行列を B21=A22 -IAah JCaの引に対する

回帰係数行列を BI2=All-1AI2とすれば，式 (2・38)より

IB2t'Aa2Bal-TAlll=0; IBI2B21-TII=0 (2・39)

が得られ，式 (2・33)，(2・34)はそれぞれ

IBI2Ba11=TITs"""Tk. (2・40)

II-B12Bat!=(I-Tl)(I-Ta)…(I-Tk1) (2・41)

と書〈ことができる。
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3.1 正規観測行列

h変量正規分布N(P，A)をもっ母集団からの大きさ nの任意標本を Xlo…，

x..とする。いま

5f[:;]=[::;::;;CC| 
I P I Iμ1μz…μk I 
M=I : 1=1' . ... . 1 
nxk L P _I Iーμ1μ2…μk-'

と表わせば，X，，"'， X..の同時密度関教が

(3・1)

(3・2)

(2n')-kn/2IAI-../2exp~ -: trA-1(X-M)'(X-M)l (3・3)l 2 --- ，-- --， ，-- --， J 

と書けることは容易にチェッグされる。 X のことを正規観測行列という。つ

まり，各行が互いに独立で，k変量正規分布 N(μ，A)に従う nxk行列であ

る。 X の同時密度が式 (3・3)であることを X-N..(M;A)で表わす。

3.2 標本平均の分布

任意の直交行列 L(nXn)による変換Z=LXを施すとき，X'X=X'L'LX 

=Z'Z，および J(X:Z)=1であるから，Z-N..(LM;めであることは直

ちにわかる。 いま L として， 第 n行が (1/.;n，…，1/，.J1i)であるものを
用いれば，

Z=[マ-r--x]~-1， LM= [.:i~--p] ~-1 

となる。ここに五=Z x.，/n，標本平均ペクトルである。ゆえに
e・-1
X'X=Z'Z= Y'Y+nx'x (3・4)
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(X-M)'(X-M)= (Z-LM)'(Z-LM) 

= Y'Y+n(x-P)'(x-μ) (3・5)

となり.Yと五の同時分布は

L.__" ••• •• _ .__".. ( 1 ._. __. __1 
(2n') -，t(n-1) '21..11ー(n-1)'2 exp {一一tr..1-1 Y' Y}， (dY) (3・6)I 2 ---- --， 
nk仰州h釘M門12ペ2叱(肪前M門叩2可羽明|凶凶昨d訓|

の積に書かれる。これより.Yと xは統計的に独立である。式 (3・4)より

Y'Y=X'X-nx'x= 2] (x..-x)'(x..-x)= V (3・8)
..=1 

であり，町n=S*は標本共分散行列.V/(n-l)=Sは不偏共分散行列として

知られているもので.n>kの場合，確率1で正値定符号であるo

[定理 3.1]正規母集団 N(P.めからの大きさ nの標本をとるとき，標

本平均五，.....N(P...1/n)で，かつ，積和行列 Vとは独立である。また.V= 

Y'Y. Y.....Nn-1(0: ..1)である。

きて.e(IXn)=(I.…，1)を使えば.x=(I/n)eX. Y'Y=X'(In-e'e/n)X 

と表わせるから，式 (3・4)は

I e'e ¥ __. _.1_ e'e ¥ 
X'X=X'(一一 )X+X'(1-"::""::"')X (3・9)

¥nl  ¥ nl  

なる形に書くことができる。これはまた

1=子+(1一手) (3・10)

なる霧等行列への分解と。同等である。旬、/n)2=e'e/n.(1ーがe/n)2=I-e'e/no

ここで重要なことは.(e' e/n) (1 -e' e/n) =0となっていることで，これが玉

と V との独立性に密接に関係している。

3'3 標本積和行列の分布一一ウィッシャート分布一一

Wishart [62]の結果をより一般的な形で述べた Hsuの定理[1.p.319]を

証明しよう。
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[定理 3.2J (スーの定理〉 確率行列 X(lIxk)，(k:::;; 11) ， の密度関数が，

ρ(X)=j(X'X)なる形のものであるならば，V=XγXの密度関数は

点寸柿ー1) .!.f__b_'、
P(V)=k日 r， ，1 VI2、 .[(V) (3・11)

II rlす(ν+1ーの

[証明J* A(kxのを任意の正則行列とし，X=YAなる変換を施せば，

J(X: Y)=IAIνであるから

ρ(Y)=[(A'Y'YA)IAIν(3・12)

となる。また (A.2.7)により，Y(νxk) =L(lIx k) '1'(kXめなる変換が存

在する。ここに L'L=んで，'1'は三角行列である。これにより Y を (L，

T)に移し，U=T''1'(=Y'Y)により Tを Uに移せば

ρ(U)=[(A'UA)IAIソ(U) (3・13)

と書ける。ただし

J(U)= j..}府:L， T)J('1': U)dL 
L'L=Ik 

一方 X=L本T*，V= T*'T*(=X'X)の変換により， ρ(V)=f(V)J(V)が

得られるが，これに変換 V=A'WAを施せば， (A. 5. 4)により J(V:W) 

=IAIHlであるから

ρ(W)=f(A'WA)J(A'WA)IAlk+1 (3・14)

である。ところが，W=A'-lVA-l=A'-lX'XA-l= y'y=Uで，

ρ(U)=[(A'UA)J(A'UA)IAlk+1 (3・15)

となる。式 (3・13)と (3・15)を比較すれば，

J(A'UA)= J(U)IAI>-k-l (3・16)

が得られる。これは任意の U>Oに対して成立するから，特に U=Iとすれ

tま

.!.C>-k-l) 
J(A' A)=J(I)IA' A12-

' ここに与える証明は， G. Rash [42Jによるものである.
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あるいは，H=A 

J(H)=J(I〉|HIto-h-13

A は任意の正則行列でよいから，Hも任意の正値定符号の対称行列としてよ

P(V〉=J(V〉f(Y〉=J(I〉|Vltcvh-り'(Y)

く，

(3・17)

あとはんokV〉dh1となるようにJのを決めればよ川ここでた

いせつなことは，J(I)がj(…〉の形に無関係な常数であることである。いま

j(…〉として N~(O; A)の密度関数を用いれば，

となる。

証明すベ.E=A-lとして，

v

、川
J

d
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d
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きことは，

(3・18)

-4-(.H1) 
より J(Y:W)=I.EI語4

品れす・と一mrv
 
z
 
一一W
 

I=I.EI
すドー)r I.Eτvd!÷v-二p{-4dすvztidV

J V>O l 孟 J

=1訓十ムJWIto-k-1〉吋十

(A.5.4) である。

であるから

W=l"Tなる変換をすると， (A.5.8)より J(W:'1) ここで，

であるから

問Z訓J「戸十七勺f..-f(主立〆刈tιむ恥ωi“u2子if今2う)t七(~日日…vド吋山-→+引hトk-1→1b〉3l主主1fth旬t“i
T 宣でう>0

h 
Z2hEttih+M 

•..dtkkdt12 ・ ..dtk-l ，k

=2kl.E1勺iuvJ%)(U:ン十'dtii}
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X-N.ν(0: A.)のときの Vの密度関数を書き下ろせば，

1 . ..-七 ÷ω-k-l) ( 1 .._1 
p(V)=-; 唱 IA.IM IVI M exp~ ー.:tr A.-l V~ 

~k!I .!.kCk-l) k r 1 1 ¥孟 1
22 3r4 " "rrrは(11+1ーのj

(3・19)

この分布がウィ vシャート分布で，Vをウィッシャート行列，11を分布の自由

度，A.を係数行列という。確率行列 Vがウィッシャート分布に従うとき，

V-W(A.， k， 11)と表わす。

[系JN(P， A.)からとられた大きさ nの任意標本における不偏共分散行列

を S(kXのとすれば

(n-l)S-W(A.， k， n-l) (3・却〉

である。

これは式 (3・めから明らかである。

E定理 3'3J V-W(A.， k，lI)のとき，正則行列 C(kXめによる変換

W=CVC'を行なえば

W-W(CA.C'， k， 11) (3・21)

である。

証明は容易である。読者自ら試みよ。

[定理 3.4J W(A.， k， JI)の特性関数は

φ(T〉=lZ-2tdTlT (3・22)

[匪明1行列論により

CA.-1C'=1. CTC'=D.=diag{8h .... 8k} (3・23)

なる正則行列 Cが存在する。 V=C'WCなる変換を行なえば，前定理により
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W-W(I， k， 11)で

φ(T)=ev(exp{itr TV} ] =ew[exp{itr TC'WCl] 
h 

=Sw[ezPittrawl]=E16wjj[叫 (i{}的 2〉1，

と計算されるが，Wjjは互いに独立な自由度 vのχ2_変量であるから，結局，

Wjjの特性関数 (1ー2i{}j)-~/2 の積となる。ゆえに式 (3 ・ 23) を考慮すれば

h 
φ(T)= 耳 (1- 2i{}j)-~/2=11-2iDRI-v/2 

= ICA-1C'-2iCTC'I-~/2= {lCI2IA-11} -v/211-2 iATI-v/2 

となり， ICI2IA-11=1だから式 (3・22)が得られる。

[定理 3・5] V..Cα=1，…， m)を互いに独立で， W(A， k， 11..) に従うウィ

γシャート行列とすれば

V= 2]_ V..-W(A， k， 2]，11 .. ) (3・24)
"=1 ..=1 

である。

[駐明] Y..の特性関数 φ，.(T)の積が Vの特性関数 φCT)であるから

m m -*"_ --!-，D¥o. 
φ(T)=日φω(T)=nll-2iATI ~ =11-2i・ATI ~" 

.=1 M=l 
~ 

となる。これは，W(A， k， 2]11，.)の特性関数であるから，一意性の[定理1・3]
• 

により結論を得る。

3・4 パートレットの分解，一般化分散

すでに，(n-1)8-W(A， k， n-1)を式 (3・20)で知っているので (n-1)8

=T'Tと表わしたときの Tの要素の分布を調べてみよう。

ω-os:T)44ttth+吋あ山 Tの密度関数は式 (3.19)より

" 1 ldl-E"- btun-l-a回p~ ーおA-IT'T~
";'k(，.-3) .!..k(k-!) k r 1 1 ;=1 l 孟 1
2Z -1Z'4 ・ rrFIー(n-i)I 

L 2 ' ， J (3・25、
(i) A=1の場合，このときには，trA-1T'T= 2]t;iであるから

i$oj 
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tij-N(O，1)， (iくj)，および tii=JX"_i2で， これらはすべて互いに独立で

あることがわかる。

(ii) A.=I=1の場合には，A.=CC'なる Cを用いれば，(n-1)C-18C1-l_ 

W(l， k， nーわであるから，(n-1)C-18C1-l= T'Tとしたときの Tはく i)

のときのものと同じで，結局
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(3・26)

と書かれるouij-N(O， 1)，χn-i2は自由度 n-iの χ2_変量であり，各要素

は互いに独立である。

これは Cn-l)C-18C1-l-W(l， k， n-1)が，互いに独立な χ2一分布と正規

分布に分解されることを意味しており，パートレットの分解といわれている

[3J。

上の結果を利用すれば，V=(n-1)8としたとき， 181， IVIの積率は直ち

に計算される。

1 VI = ICC'II T'TI = IA.Iχn-12χm-J…χn_k2 (3・27)

であるから， χ2_分布の積率を用いて

(|V|h h v e(~司r=只W附氏仰(仇χ丸2IA.I 一

k 2IIrl ~ (nーの+hl
=II~〓可~， h=O， 1， 2，'" (3・28)
.=， rl言(ωn一→iの〉

と求まる。 e{l81/1A.1} h=  Cnーl)-khe{I VI/IA.I} 11 
1A.1. 181はそれぞれ母集団の，標本の一般化分散とよばれている。 k=1の

ときは明らかに自由度 n-1のχ九分布に従う ok=2のときは

6(Fit-寸??j血刊y'2へ=IAI J -- ...f1/._ ，，1...f1，.__ ....，1 
rl玄Cn一川rl玄(n-の|
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ルジャンドルの公式 J♂古計r汽ω2μルa

S《(|W川v引Ly'2=~(n-2+h) 一一一) = -;:'-， -;"~-'， h=O， 1，2，… (3・29)
IAI J ~ r(n-2) 

となる。この右辺に 2hを掛けたものは， χ2("_2)2のh次の積率である。ゆえ

に次の結果を得る。

[定理 3.7] 2変量の場合， 2(1 VIIIAI)ν2 は自由度 2(JI-1)の ')(.2-分布

に従う。ここに ν=n-1。

3.5 標本残差共分散行列の分布

V=(n-1)S-W(A， k， JI=n-1)， (k~めとする。いま，

d-141142lh1 ・ーrAl1 A121kl. y=rVl1 Vu1k1 _， -- --， -"-1_' ，-TT_' -- --， 
lAsI As2Jk2' -- ~ lA21 A吋k2' • ~ l V21 V..Jka 
kl k2 kl k2 kl k2 

母集団にお庁る残差共分散行列 Al1.2=Al1-A1aA22-IA21に対応する。標本量

Z= VU- VI2 V22-1 V21の分布を求めよう。

間 =coM|Vlh-1〉吋-; trA-l V} 
.!.C'II-k由1) .!.('II-k-1) 

=const. 1 V2212 - I VU- VI2 V22 -1 V2112 - -. 

吋ーすω 九+川I+A2IVl川 2V22)}
V22を止めて V品戸らi-:-ji;t=LJ]=ZK.ます7て民ヌ1)を (L，Z)
に変換す刺ま，J(九 Vl1: L. Z)=J(VI2: L)J(九 :ZHIRE|iha

[(~.5.1). (~.5.3)] であるから

p(Z， L， V22)=COnst 

lnf-h九

+鳥川L+Va2112A2 (3・30)
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となる。これより Z と(L，V22)は独立である。ゆえに L，V22について積

分すれば

~(ν-k.)-k1 -1} r 1 ... _1 
p(Z) =const.IZI2 叫{ーすtrAllZt 

すなわち，W((All)ー1，kto )1-k2)の密度関数である。 All=(All-Al~22-1A21)-1 

=All・2-1(A. 1.6)に注意すれば

[定理 3・8J Vll・2= Vll -V12 V22 -1 V21は V12V22 -1 V21あるいは.V12 V22-1 

と独立に W(All・2，kto )I-k2)に従う。

3・6 非心ピー分布，非心 F-分布

x(1Xν)-N(μ，1)のとき， χ'2=XX'=XI2+…+Xy2の分布は，非心 %2-

分布といわれ，その密度関数は

p(χ勺=2LCj〈A〉ん2j(χ勺 (3・31)

と書かれる。ここに

e-λ)J • 1 
cy(A)=77，A=15ppF(3・32)

唱 ~(ν+勾〉ー 1 ~u 
fH2j(U)=唱‘ U- e- (3・33)

r初r[~ ()I+2j)J 

すなわち，Cj(めは係数Aのポアッソン分布の確率，fY+2j(U)は自由度 )I+2j

の普通の χ2_分布の密度関数である。 Aは分布の非心率といわれる。次に丸J
を自由度 m の中心的知ー変量， χJ2を自由度 )1， 非心率 Aの非心 χ2一変量

とし，かっ両者は独立であるとする。このとき，F'=(χ/2/)1)/(χm2/m)の密

度関数は

p(F') =忍Cj(わん2j，m(F')

で，Cj(めは式 (3・32)と同じく，

(3・34)
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λ，+払m(Y)

(五)や+2j)

B[すか+2j)，討(

to+勾〉ー1
官

(3・35)

である。 F'の分布は，非心率 Aをもっ自由度。+2j，m)の非心 F-分布と

よばれる。

3・7 ホテリンゲの T2-分布

x(1Xk)-N(μ， ..1)とし，大きさ nの任意標本における平均を云，積和行

列を (n-1)S=Yとすれば， [定理 3・1Jおよび[定理 3・2Jの系により，x

と Vは独立で，かっ，云-N(P，..1/n)， Y~ W(..1， k， n-1)である。指定さ

れた Poに対して統計量

T2=n(x-PO)S-1(iーμ。)'=(n-1)n(云ーμ。)Y-l(X-Po)' (3・36)
をホテリングのT2-統計量という [17Jo ./n(x-Po)=y~N{./n(μ-μ。)，

A}であるから T2/(n-1)=y Y-1y'とすれば，任意の正則行列 C(kXめに

対して

T2/(n-1) = (yC)(C' YC)-l(yC)' =y* y*ー1y*'=yY-1y' (3・37)
と不変ぜある。 いま C=..1-1/2(A.2.めとするとき， [定理 1・7Jおよび

[定理 3・3Jを考慮すると，守=./n(P一角)..1-1ぺv=n-1として
y*~N(η， 1) ， Y*~ W(I， k， v) (3・38)

である。そして T2/V=yホVト ly*'の分布を求めよう。式 (3・37)の C とし

て，第1列が y*'(y*y*')ー1'2である直交行列 dを用いれば

z=y切=(必可否i，O. ....0)， W=d'Yリ

と変換して

T2/V=ZW-IZ叫 *')(1.0 叶)= (y*y*')wll 
となる。ここに.(A.1. 6)により ω11= (Wll-Wl W22 -lW!')-1と書ける。ただし
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w恥ベ=[芯ι剖]であ抗る。 されて，
dを止めたときの 1/仰wl1の条件つき分布を考えれば.[定理 3・3].[定理 3・8]

により.l/wl1は自由度 JI-k+lのχ2_変量であり，その分布はdに依存しな

い。ゆえに l/wllは y*と独立でるる。一方 (y*y*')は 3・6節により非心率

A=ηη'/2=n(P-PO)A.-l(P-μ。)'/2をもっ自由度 hの非心χ2_分布に従う。

こうして T2/JI=χk'2/χ2HI-h と表わすことができ，再び 3・6節により

[定理 3.9] y(1xk)-N(E.A.). Y-W(A..k.JI) のとき.T2(JI+1-k)1 

kJl=[(JI+1ーの/k]yY-ly'は非心率 A=EA.-1E'/2をもっ自由度 (k.JI+1-k) 

の非心 F-分布に従う。

もし E=Oであれば.T2(JI+1-k)lkJlは同じ自由度の中心的 F-分布に従

う。

次に二つの分布 JCl(lxk)-N(PhA.).JC2(lxk)-N(的.A.)を考える。おの

おのからの大きさ nh 的の任意標本における平均，積和行列に対して.JCl-

N(P，. A./nl). X2-N(μ2. A./n2); Y1=(nl-1)Sl-W(A.. k. n1ー1). Y2= 
(n2-1)S2-W(A..k.n2-1)とすれば.[定理3・5]により y='/nln2/(nl+n2) 

(云1一時)-N{'/nln2/(nan2)(円-P2).A.}， Y= Y1+ Y2-W(A..k.nan2ーの

であるから.[定理3・9]が使えて

T2/(nl十均一2)= Y Y-ly' = (nln2/(nl +均))(Xl-~ι)Y-l(云l-X2)' (3・39)

とするとき.T2(nl+n2-k-1)/k(na均一2)の分布は非心率 A=(nln2!(nl+

n2)) (P1 - P2)A.-l(P1-P2)'をもっ自由度 (k.nan2-k-1)の非心 F-分布で

ある。

2標本問題で二つの母集団共分散行列A.h A.gが異なっている場合について

は.H. Sche俄 [46].B. M. Bennett [ 5]. G. S. James [25]を参照せよ。

3・8 多次元ベータ分布

Y-WCI. k. m). W-WCI. k. n)で両者は独立とする。このとき

z= Y-l'2WY-l'2 (3・40)
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の分布を考える。 Vと W の同時分布は

KK  W〉=c(k，m)C〈h，n〉|Vlt炉問|Wl÷ω-ω.

ψ 

回 p{-; tr(V+ W)オ) 

である弘。ゆえに vとZの同時分布は， J(W:Z〉=|Vlh+じであるから

KKZ〉=co，m〉c(h，n〉|Yit加+n-M|Zltw-0.

叫{-;tr V(I+Z)} 
Vを積分により消去すれば

いま，

c(k， m)c(k， n) I ~I}(..-k-l) r 
ρ(Z)= w'~;:'.J_~~~'_;'J IZI2- . I . _c(k， m+n)IVI2 

(k. m+n) ，-， J1 

・偲P{-;tr V(I+Z)}dV 
(k， m)c(k. n〉い-k-l) 1 

IZI2 
c(k， m+n) τ(m+的

11+ZI・

ihω-1>:" ... f 1，. .，1 ...， " r，'k(a)rk(b) 
rk(a)=7r司 IIrla-一(i-1)1. Bk(a. b) -:"-;J-， R 

ーL-- 2 ，- -， J' -，.，-， -， rk(a+b) 

なる記号を導入すれば

1 1Zlt〈"ート1)

p(Z)=ー1m n¥ _!_四ム舗、，(Z>O) (3・41)
Dk¥.玄.2:) 11+Z12、一一，

と書かれる。この分布は，Y=(I+Z)-lZで Yに変換すれば，J(Z: Y)= 

11-YI-Ck叫と計算されるから
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1 . __.~(nート1). _ __.-!-(m-k-l) 
p(Y)=-，-- 、IYド II-Yド ，(I>Y>O) 
BJ竺!!.)ヘ2' 2/ 

(3・42)

となる。式 (3・41)と (3・42)が一般化ぺータ分布とよばれるものである。

次にX(mXk)-N，隅(0;A)， Y-W(A， k，めとし，kとm なる場合を考え

る。このとき統計量

W=Xy-lX' (3・43)

をステューデント化された(中心的〉ウィッシャート行列という。 X とVが

独立であるとして，W の分布を求めよう。まず任意の正則行列による変換

X→XC， y.→C'YCの下で Wが不変であることに注意すれば，ー般性を失

うことなく A=Iとしてよい。このとき X と Vの同時密度関数は

川 v杓)=c叶|伊川v引|J÷ω…-→10~」〉込いe昨吋x
i与k(加m+刊ν吟，) ~胸+ι~k(kωh一 1) k r 1 ， 

c-1=2Z 1rがZ 4 旦rl玄(11例v叶+1ト一i)I 

これに X=LYτなる変換を施せば，J(X: L)=IY戸隅であるから

仙 Y)=c吋|伊YI片t〈0例川ν叫叩…+怖昨m炉山-→k-1)いe拡吋x

これから vを積分により消去すれば
c 1 

P〈L〉= c 一一一 1
c(k， lI+m) . _ _ _ _ .~(11+"') 

IIk+L' Llz 
c(k， lI+m) !.t.ν+耐

IIm+LL'12' . -， 
(3・44)

[・.・ (A.1.2)] 

である。c(k，lI+m)は W(I，k， lI+m)の常数因子である。 W=LL'=Xy-1X'

であるから，式 (3・44)の形から，スーの[定理3・2]を適用すれば，W の密

度関数が直ちに得られる。すなわち，常数を整理して，



86 第1錨理 論

川一一一L 五 r世[~佐t七ヤ(y山ν
一R戸←川 t戸=1r叫r司[~(ω仰h峠k+l札1トω一のi)Jr[告÷川+トト日Oサ] 

.!..Ck-m-!) 

IWl2 -. -， (W>O) (3・45)
';'Cl<+".) 

|ん+W12

である。一般化ベータ分布の詳しい議論については， C. L. Siegel [47]， R. 

Bellman [4]， 1. Olkin [34]， I. Olkin & H. Rubin [35]を参照せよ。

3.9 二次形式の独立性，コクランの定理

[定理 3・10]x(1 Xk)~N(O，l) のとき.二つの二次形式 xAx'， xBx' 

が独立であるための必要かつ十分な条件は，AB=Oでるる。

[征明] 十分であること:AB=Oであれば，

e {exp(itxAx' +isxBx')} =e {exp[ix(tA+sB)x']l 

1 1 
11-2itA-2isBI1'2-11ー2itAー2isB+(2i)2tsABIν2 

1 1  

-11-2itA11I2 11-2isB11I2 

=e {exp (itxAx')} e {exp (isxBx')} 

となるから十分性は成立している。

必要であること :xAx'と xBx'が独立であるとすれば，これは特性関数

のほうで

11-αA-βBI=11-αAI・11-βBI (3・46)

(α=2it， s=2is)がすべての純虚数 α，sに対して成立していることを意味

している。 これより 11-βBI=11-sCIーαA)ー1BIが得られるが， これに対

して次の公式を用いる。 H を正方行列とすれば

11+cHI=1+ctr H+c2tr2H+…+cklHI (3・47)

が成立する。ここで trjHは j次の主対角小行列式のすべての和である。ゆ

えに
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1-βtrB+s2tr2B-…=1ーβtr(1ーαA)-lB+s2tr2 (1ーαA)-lB-...
これより

tr B=tr(l-αA)-lB=tr(l+αA+α2A2+…)B 
=trB+αtrAB+α宮trA2B+・..

なる関係が得られる。 これは絶対値が十分小さい αの区間で成立するから

tr AiB=O， j=1， 2，'・・でなければならない。全く同様の手続きで trABi=

0， j=1，2，…が得られる。また式 (3・46)から

log11ーαA一βBI=logll-αAI+logI1-βBI

となるが， これに展開公式

同 11+ル ctrG一号trG2+号trG3_... (3・48)

(Gは対称で， Ic・ch(G)I<l)を適用すれば

t巾 A+sB)+すtr(αA+sB)2 

=(仰A+~ a2tr A2+"-)+(str B+ ~ s2tr B2+...) 
これを整理してゆけば

0= {tr(AB)2+2tr A2B2} +(αず.t， r， Sと0，r+s三1の項〉

が得られる。ゆえに α，βを0とおけば 2trA2B2+tr (AB戸=0を得る。い

ま C=(Ci;) =ABとおけば

日叩'+げ=会急ω+仰が+cか
となるが， この右辺は Ci;=O，i， j=1，…， k以外では正である。 こうして

C=AB=Oが得られる.

きていままでは x-N(O，めとして議論したけれども，x-N(O， A)のと

きには，y=xA.-1'2_N(O， 1)でるるから，定理の必要十分条件は次のように

なる。

[系1x(1 x k)-N(O. A)のとき，xAx'. xBx'が独立であるための必要
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かっ十分な条件は .AAB=Oである。

[定理 3・11J X(nXk)-N，，(O;I)， (π主的のとき， trAX'XとtrBX'X

が独立であるための必要かっ十分な条件は AB=Oである。ただし，A，Bは

kxkの対称行列である。

証明は読者の練習問題に残しておこう。

[定理 3-12] X'A1Xと X'A2Xが独立であるための必要十分条件は，

A1A2=0である。ここに AI> A2は nXnで対称である。

[征明] X の h個の列を Xlペ…，Xk*'と表わせば，特性関数e{exp(itr
T1X'A1X)}において

k k 
trTIX'A1X=.31fdl}XE*AIXF'=.2pベti/1)A1)Xj*' 

*

市

!

x

x
一

「ーし
、
】
ノA
 
×
 
R
 

f
、、
、ノ
也
m
T品
Mnx
 

本

x
 

f
‘、一一

と書ける。罰xA1はグロネッカー積である。ゆえに X-N，，(O;Ik) の代わ

りに，Y=(Xl事，・・・，xk*)-N(O， 1，叫〉 と考えれば

e{exp (itr T1X' AX)} =e {exp(iy(T1 X A1)y')} 

== IInk-2iT1 X Ad-1/2 

と求められる。同様に

e{exp(itr T2X' A2X)} ==II"k-2iT2XA21-1/2 

e{exp(itr T2X' A2X+itr T2X' A2X)} 

= II"k-2iT1x AI-2iT2x A21-1/2 

であるから，[定理 3・10]の証明と全く同じようにして (T1xA1)(れXA2)==

{T1 T2) X (A1A2) =0なる条件が得られる。 T1T2は O以外の任意の行列で

あるから，結局求める必要十分条件は，A1A2==0となる。

最後に， N(O，l)に従う互いに独立な n個の確率変数の2乗和を，互いに

独立に X2_分布に従う二次形式に分割する場合に重要な役割をするコクランの

定理 [7]を多変量解析に適するように観測行列のことばで述べておく。
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[定理 3.13] X(nxk)-N，.(O; lk)で

X'X=X'AtX+X'A2X+・・・+X'A...X

39 

=Qt+Qa…+Q... (3・49)

と表わされているものとしよう。 Aj の階数を r(Aj)=njとするとき，Q;， 

i=I，…，mが互いに独立で，かっ， Qj= Y/Yj， Yj(njXk)-N，..(O; lk)， 

同 ，m è-t~悶換…〉=[i]=U が附るための必要
十分条件は，n=nt+…+n...である。

[系] もし njとhならば，Qj=X' AjX-W(I， k， n;) 

式 (3・49)の表示において行列の聞に

1，.=At+A2+…+A... (3・50)

なる関係がある。もし n=nl+…+nmであれば， Qj， i=I，…，mが互いに独
立となり， [定理3・12]により，AjAj=O， i*jである。ゆえに式 (3・50)

の両辺に Ajを掛ければ，Aj=Alが得られる。すなわち，Aj， ;=1，…，m 
は霧等行列であることがわかる。



第4章推定の問題

4'1 最大尤度推定ベクトル

h変量母集団が m個の未知パラメタ-()h "'， ()'"を含んでおり，その密度

関数が f(x;fJ)， fJ= (()h "'， ()"，)の形に与えられているものとする。大きさ

nの任意標本，すなわち，観測行列 X'(kXn)=(xl'，"'， X，，')に対する尤度

関数を L(fJ)=f(X;め=J町句1; fJ)…f(x..;めで表わすとき，。の最大尤度

推定ベクトル 8=(Oh"'， O"，)は，m元連立方程式

。logL(fJ) ~ f}logf(x.. ; fJ) 一一一一一一一=lJ ---c;，.， ;.~-w ' -， 0， i=l，…， m (4・1)。()j .. "='1 f}()j 

の解を求めることによって得られる九もし，式 (4・1)の解が二つ以上ある場

合には，それらのうち L(めを最大にするものを 0 とする。

[定理 4・日 (J=(Ob…， O"，)を fJ=(()h "'， ()"，)の最大尤度推定ベクトル

〈以後 MLEと書く)とし，。本=φ(fJ)= (φl(fJ)，…，φ"，(め〉を 8とfJ*の間

の1対1変換とすれば，が=φ(めは併の MLEである。もし dが一意で

あればがも一意である。

[1iE明] L*(fJ*) =L(φ-1(伊))とする。ここに φー1(伊〉は併の原像で，

これは一意である。すると

Lホ(fJ勺=L(φ-1(fJ勺)=L(fJ)5，.L(8)=L(φ-1(8・))=L*(8*)
で Lホ(fJ*)はfJ*で最大となる。もし L(fJ)の Oにおける最大値が一意であ

れば，。手dに対しては L(めくL(め。ゆえに 0と伊の対応が1対1であ

るから L*(伊)の最大値は一意である。

次の定理は MLEを求める時便利である。

• L((})は X を止めて 8の関数と考えたときの概念で，したがって式(4・1)の解は，この止め
たXの値の関数として求められる. これを改めて確率行列Xの関批すなわち，統計量と考

えたものが，最大尤定推度ベFトルである.
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[定理 4・2J tf(kxk);:::O， A(kXk)>Oとするとき

f(A.)三clogIA.I-tr (A.A)三;;kclogc-kc-clogIAI (4・2)

が成立する。ここに c>O。等号，すなわち，f(A.)の最大値は A.=CA-lのと

き得られる。

[柾明J* Z=A.A とおき

g(Z) = c logl ZIーtrZ=f(A.)+clogIAI (4・3)

を考えると，g(Z)は任意の直交変換の下で不変であるから，Z の特有根を

。j，i=l，…， kとして
I k ¥ k k 

g(Z)=山 g¥1jI 8ヅ一平8j=平(clog8;-8j) (4・4)

と書ける。 Z;:::Oであるから 8jとOである。 8;=0，8;=∞のときは明らかに

g(Z)は一∞で，したがって式 (4・2)は成立する。∞>8;>0，i=l，…，k 
では 8j=cで式 (4・4)は最大値 kclogc-kcをとる。 cl=D.=4Z4'(4は

直交行列)で，したがって Z=A.A=c1となるから，A.=CA-lで f(A.)は最

大となり，その値は式 (4・2)の右辺である。

4.2 推定量の充足性と有効性

母集団の密度関数を f(x;めとし， t言 t(X)をX'(kXn)=(Xl'，…， x，，') 
に基づく Oの推定ベグトルとする。もし

f(X ; fJ) == II f(xo ; fJ) = g(t ; fJ) h(X) (4・5)
o=1 

ならぽ， tは Oに対する充足統計量である。ただし g(t; fJ)は tの密度関

数，h(X)は 8に依存しない。

いま y(lXm)を平均 11，共分散行列@をもっ確率ベクトルとするとき，

Cramer [8， 300頁]により

(y-lI)fI)-1(y-II)'=m+2 (4・6)

を gに対する集中楕円体と定義された。これの包含関係を利用して多変量解

析の場合の有効性を定義しよう。 t1(1xm)==t1(X)， ta(lXm)=む(X)を未

事 この証明は， I.OlkinのスFγホード大学における講義をもとにしたものである.
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知パラメタ- tI(lXm)の不偏推定量とし，その共分散行列をそれぞれ帆，

"2とする。このとき，もし t1に対する集中楕円体 (t1-tl)'IJ!' 1-1(t1-tl) = 
m+2.がれに対する (t2-tl)"2-1(t2-tl)'=m+2に含まれるならば，t1は

れより 8の推定量としてより有効であると定義する。集中楕円体の一方が他

方に含まれないで交わる場合の有効性は一律に定義きれない。

さて 0の不偏推定量のグラスの中で，できるだけ有効な推定量を求めるこ

とが要求されるが，次の定理はこの点、について充足統計量が果たす役割を示す

ものである。

[定理 4・3] t(X)を Oに対する充足統計量とし，u(X)を g(θ〉の不

偏推定量とする。このとき，h(t)=e{u(X)lt}は g(θ)の不偏推定量で，

かっ u(X)より有効である。もし u(X)=h(t(X))であれば，両者の集中

楕円体は一致する。

証明は省略するがたとえば [14，p.60]を見よ。

Cramerは 8の任意の不偏推定量 t=t(X)に対する集中楕円体の下限を

与えている。すなわち

( ，..，fBlogf(X;θ) Blogf(X; tI) 1 ¥ 
1'"0-1=( ne~ ~'-r:. J， .. :-:: ' -/ ~'-r:. J， .. ::::-' ~/ ~) (4・7)
U ¥.......¥ BO; BOj JJ 

と表わすとき，楕円体

(t-tl)"0-I(t-tl)'=m+2 (4・8)

はtの集中楕円体 (t-tl)"→(t-tl)'=m+2の中に含まれる。そして式 (4・8)

の容積を規準にして推定量tの効率はe=1軍rolll"lと定義される。 tが式 (4・8)

に等しい集中楕円体をもっとき有効推定ベクトルという。したがって有効推定

ベクトルの効率は1である九

さて集中楕円体の包含関係により推定量の有効性をみたが，これを不備推定

ベグトルの共分散行列の1・1節の意味における不等号の関係に換言できる。集

-ここの効率の定援は完全ではない.すなわち，一様に最小な集中精円体をもっ不備推定ベ'ト
Jレが存在しても，それが式 (4・8)と異なり，したがってこのときの効率が1より小さい場合が
ある欠点をも唱ている.[30] 
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中構円体 (t-(JY'l'I-1(t-(J)'=m+2が集中楕円体 (t-(J)"'2-1(t-(J)' =m+2 
の中に含まれるということは，すべての zに対して %"'1-1%'三:%"'2-1%'を意味

しており，これはすべての zに対して %"'2%'と%11'1%'であることと同等であ

る。ゆえに"'2と"1と書けるのである。同様に適当な正則条件を満たす任意の
不偏推定量の共分散行列，に対して

11'::::_11' 0 または "'011'-15， 1 (4・9)

が成立している。この式 (4・9)の形で考えるとき，推定量の効率として，行列

式による|町三'11'0" また tr1l'とtr1l'0，Cmax(lf)三Cmax(1I'0)などの関係を

利用して，実情に適したものを選ぶことができる。

4.3 N(p， A)における μ，Aの推定

X'(kXn)=(x!"…， x'n)を大きさ nの任意標本とすれば，，.=A-1として
1 

logL(P， A)=const.+τlog '11"一一tr"'{Y+n(x-μ:)'(x-P)}2 ~， ， 2 

(4・10)
n n 

と書けるoF.2hln，V=aE〈ゐ-x)'(ぬーめであるoPとdの最大尤

度推定量としてまず P=xは明らかである。ゆえに，は

log L(，u， f") = co附 +flog|，|ーすtrlfY

を最大にするように定められる。[定理4・2]により "'=nY-1でるるから，(μ， 

.，.)の MLEは(玉，nY-りということになる。 (μ，11')と (P，A)の対応は

明らかに1対1であるから， [定理4・1]により.(P，A)のMLEは (x，Y/n) 

である。 Y/n=S*と書く。

前章定理 3・1および式 (3・20)により. ~長-N(P， A/n)， Y-W(A，k，n-l) 

でかつ互いに独立である。また式 (4.10)の形と (4・5)の判定規準から.(x， 
Y)は (P，.4.)に対する充足統計量である。もし dが既知であれば云が μ

に対する充足統計量である。しかし μが既知のときには，Aに対する充足統

計量は Vでなく呂(ゐ-P)'(ゐ一的である。
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4・4 単相関係教の推定と分布

共分散行列 A=().jj)と相関行列 P=(Pij)の聞には，式(1・18)すなわち

A=D .. /-;.PDノτなる関係がある。母集団が正規のときには前節により(p，i)=
(x， S勺であり，また (μ...1) と (μ， Dλ• P)の聞の対応は1対1であるか

ら.(P， Dλ• P)の MLEは(.i己D..I豆、.R)である。ここに R=(r，j)=

D./'So -IS*D..I'S.-1でしたがって ρjjの MLEは

ー_ s，ij* 
'，jー (8;;*8;;勺1/2

2]aj，.aj，.-nX;Xj 
a 

v'2]a;，.2-nxl v'2]Xj，.2-nx/ .. .. 
である。もちろんー1:5;rjj:5; 1である。

(4・11)

r(jの標本分布:ウイツシャート分布 (n-1)S=nSホ=Y-W(..f. k. n-り

から出発して rjjの標本分布を求めよう。 V=D.;vRD.;v， D，，/ii=diag( .vvu，・・・，
v'vu)と書けば

ここに

である。

掛けて

間 =c(k.nー

-1.ωー1) よ(，，-11-2)
=c(k. n-1)IDvi'rI-cn-1】IPI !!"--，D .Ivl伺-1I-2lIRI2

-吋-÷FD去D..IvRD成長)
ω ←rJ("サ

ゆえに札と R の同時密度関数は， J(Y: D". R)=ID.lvlck-1)を

p(D". R)=c(k. n-1)ID.lAI-c，，-りIDJvIC日 IPIー七ト1〉|R|÷

-吋ーすげ1D去D.lvRD.lvD去)
D-:;1_D.;v=Dwとすれば.J(D，，: Dw) = 2klD.jiDwlであるから
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pCDw. R)=2I1cCk. n-1)IDw伺-211PI七ト「R|÷〈日-h

吋ートP叫 RDw}
となるから.Dwを消去すれば R の分布が得られる。ところで

11 11 11 11 

d 切 wRDwzEJEfwAtWt=辺五Wipi"ら仇=wTw'.
w= (Wlo・・・.WII). T=P-l.Rヨ(ρ佃r"i)と書けるから

. __ _ __.--k..-l) 与(..-11-2)t閣内
p(R)=2"c(k・n-1)IPI 2 - iRI話 人…人 10，副ド刊・

46 

-吋-~ WTW'}dW 
と多重積分を使って表わすことができる。

(4・12)

(1) P=lの場合:T=I.R=1で式 (4・12)の積分ができて

lr( ~Cn-1))1h l， ι 恥

ρ(R)=~ 、“ -'-'--IRI2 ・-. (4・13)
ヰ11(11-1)" r 1 -， 
1Z'4 ;grl言(nーの|

と求められる。この場合には IRIの積率が容易に計算される。

ん川〉必=1より

zヤω占r!'~ (nーの1. L L_ 

であるから

eClRI") 

[G11J=ωRI""i~"-R-~) dR (4.1の
r( : (n-1) 11 -

IPGω-1))Jh f aR，i 
J01rEw]J制

=イ[1ベ4ゆ(仕恥恥併÷が什←ω伊山叫一→1
r(~ 仇山一→4引1)伽山)+hの)J i~l r[~於ω一の]
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(ll) k=2の場合:母集団，標本の相関係数をそれぞれ ρ，rと添字を省略

して表わせば，式 (4・12)より

4c(2， n-l)(I-rりを(日 f回 f∞
p(r) = --，-，.. -"-，' / I I (Wl W2)n-2 • 

会Cn-l) JO JO 
(1ーρ2)Z 

p(W12-2ρrω附 ωl}
2(1-ρ2 -)---JaWlaW2 

4c(えn-1〉(1-rJ〈"ーの ζ 1 ( ρr V 
>:--，---， . 

~(n-1) j~ j! ¥ 1ーが/
(1-ρ2) 2 

. [1000 wn+j-2e -九 J
(ο1一ρ2勺〉七P日 1)(1 

= Jiï~r土L九ι(何伊n←一→主幻山)

r{士ω肘附+村j一サ
公式 r(a)r(a+l!2)=J1i r(2a)!22a-1 'k用いて

p(r) 
2日 (1-ρりす炉、-rφ加ーのユ (2pr)J

πr(n-2) 兵も j! 

.r古川-1)J
が得られる。 ρ=0のときは

Iι(n一川 1 ， " 

p(r) 」三唱 」::;-(1-r2)2'" マ

J1i rl ; (n-2) I 

(4・16)

(4・17)

で，式 (4・13)のk=2のときと一致するo rの分布に関する Hotelling[20] 

の詳しい研究はすぐれたものであり.F.N. David [9]の数表は ρに関する

推論に有用である。
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4・5 単相関係数に関する漸近分布

統計量の漸近分布を求めるとき次の定理はしばしば有用である。

[定理 4・4J u(n)=(Ul(n).…. um(n))を確率ベクトノレとし，

47 

Jn{u(n)-b}が漸近的に N(O.，')に従うものとする。いま f(u(n))=
(fl(u(n).…. fk(u(n))). k:::;'mの各成分が u(n)=bの近傍で一次，二次の

徽係数をもっ u(n)の閑散であるとすれば.Jn  {f(u(n))-f(b)}の極限分

布は.N(O. AJ'Aうである。ここに A=(aij)は kXm行列で，その要素は，

ajj= [8f;(u)/θUjJu=bである。

この定理の本質的な証明は.Cram岳rの本 [8.p.366Jに与えられている。

自由度 ν=n-1の不偏共分散行列を S(kxめとし.IIS=Vとすれば.3・2

節により.Y'(kxν)=(Yl'.・・・.y..')-N，ν(0: ..4= o.;j))なる Yによって，
V= Y'Y= '2J.y..'Yt1I と表わされるから， いま y..'Yt1I の要素を Z"=('Vl.. 2， 

..=! 
'Vl..'V2O'…. 'V2..2• …. 'Vk..2) として考えれば.e(z..) = 011. À12• …. À22• •••• Akk)， 

また共分散行列 e(z..-e(z.. ))'(z..-e(zo))の要素は式 (1・33)により

e('V;o'V j..-A;;) ('Vl..'V"，o-A1m) = e('V;o'V j..'V1O'V"''') -A;jAlm 

=A川jm+A;mAjl (4・18)

である。ゆえに中心極限定理により次の結果が得られる。

[定理 4・5J S= V/IIを正規標本における不偏共分散行列とすれば，

...(Y(S-..4) =(1/ JV)(V-II..4)の漸近分布は N(O.J')で， J'の要素は式

(4・18).したがって

Cov(S;j. Slm)=(Ai/Ajm+A;mAjl)/1I (4・19)

であるヘ

さて U=D-:;¥SD:;tとすれば Jv(U -P) = D:;t {Jv(S -..4)} D去の漸
近分布は平均 Oで，共分散行列の要素として

事式 (4・19)の e去'は，漸近分布におけるものであることを示す.
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JI'Cov(U叩 UI"，)=(ρilP;m+ρimPjl) (4・20)

をもっ正規分布である。 U と P の独立な要素を1行に並べて

U= (U11. ...• Ukk. U12.….Uゅ "231...， U2k'.・" Uk-l.k) 
a向

p*=(l，…， 1，ρ12.…， ρlk. P23.…. P2k.…， ρk-1.k) 

とすれば.~(u-p勺は漸近的に平均 O. 式 (4 ・ 20) で与えられる共分散

をもっ正規分布に従うことになる。これを出発点にして単相関係数の漸近分布

を求めよう。 rjj=jij(U)=Ujj/';五五万

r= (rI2. r13.…， r:ゅ巧3.…， ηk.・・・.rk-1，k) 

p=(ρ12.ρ13.…， ρlk. P23.…. P2k.…， ρk-l.k) 

とすれば.[定理4・4Jによって，';v(r-p)が漸近的に平均 Oの k(k-1)/2

変量正規分布に従うことは直ちにわかる。問題は AJ"A'を計算することであ

る。ここに A の要素は θrjj/fJUlm.J"の要素は式 (4・20)である。実際の計

算には 4変数の場合，すなわち.(rI2. r1S. r14. r23. r24. r34)を考えれば十分

で，これから直ちに一般的表現が得られる。結果は

1 11 
Cov (rij. r，，，，)土 ;i;州加(ρjl+ρjm2+ρil+ρ;m2)+ PilP;m +ρ州 I

一(問削+ωρ;m+仙川+PmjPm;Pm，) } (4.21) 

i=lまたは m のときには

1 1 1 __ ， __ _ _ _， _ .1 
C州 r.'j， η嗣)主71E(2ρ1m-PUPim) (1-ρsfーρJーρjm2)+p;"，St 

(4・22)

また i=l.j=mのときには
1 _. _，_ 

Cov(r，ωrii)=Var(ηβ±ー (1ーρd)置く4・23)-_ -_ - JI -"_ 

となる。

[定理 4・6J rは漸近的に平均 P.式 (4・21) を要素とする共分散行列を

もっ正規分布に従う。

E系1 ηjの漸近分布は N(Pij.(1-ρil)りのである。

さて ηjの関数 j(ηj)でその漸近分布における分散が常数たとえば 1に等
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しくなるものを求めよう。もし f(η;)が η;=ρi;で一次，二次の徴係数をも

つものとすれば， [定理 4・4]により，、/Y"{f(ri;)ーf(ρi;)}は漸近的に平均

0，分散 [df(ρi;)ldpi;]2(1ーρii)2の正規分布に従う。ゆえに求める fは

互在住之一一」一一=1.1_1_-1-_1_¥ 
dPi; (1ーρii) 2 ll+ρi; ， 1ーρi;J 

を満たすものであり，したがってこれを解いて

となる。変換

((1牛pjj)1 
f(ρii) = : log{一一 ~'J~ > 
J' 2 --'" l (l-Pi;) J 

(4・24)

1. l+r;; =: logー」乙 (4・25)
2 --'" 1-rij 

がいわゆる Fisherの z-変換で，';Y"(zーのの漸近分布は N(O，わである。

[定理 4・6]の rの分布を利用して標本相関行列の行列式 IRIの漸近分布

を求める。再び[定理 4・4]により ';Y(IRIーIPI)の漸近分布は平均 0の正

規分布で，分散は次のように計算される。

(.....， 81PI， _ ，)2よ
ec~::.~一一 (rijーんj)~ =..ll IPI2ρi;p1mCOV (ri;' rl...) l，，<; 8Pi; V'J "'J/ J i.;.訪 =1

=~IPI戸2. ~内J加m~~ふρ附M山(仇ρ仇iI山il
h " '，J.'ι，m ¥&.1 

+ 納山

ところで

t沼m内
i.;足需乱m内 I...PilP;隅=斗k，i.;!f.... 内 I"'Pi;PilPim= k 

と計算され，添字の入れ換えの下での不変性を考えれば

1 . ~.n r 1 . ~n. _.  ..1 
Var(IRI)土7lP|2{17・4trP2+2k-4kt= : IP12{tr P2-k} (4・26)

と求められる。

[定理 4・7J 標本相関行列の行列式 IRIは漸近的に平均 IPI，分散，式
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(4・26)をもっ正規分布に従う。ただし P*[とする.

4・8 傭犠鱒係散の措定とその分布

%(lxk)= (%1(1X k1)， %a(1Xka))において， %1に対する %2の留婦を考

える。その図録係数の行列 BI2詔.4u司 1Alll. 残議共分散行列 d勧 1=ゐ草-

41.411-1.41置の MLEは，.4と (.411，B1t， 4t・1)の簡の対応が1対 1である

ことに控意すれば

n.4~1円詰n811*詰 v民L一1>， BlB戸詰811*坊→I唱812*茸2*盟 Ylム1戸蝉叶lY，帆1茸 〈付4.2釘7)

叫叫‘I円詰吋n祇(81ν総J事九一&即F品S即'11*噂炉判-→叫I

であることが E黛濃 4.4唱]によりわかる。ここに，

[811* 812*lk1 fYlI Y1茸]
鯵S*(kxk)詰 nl_--. _--.I 詰 1_-- _--，=怠V (4・29)

l821* 822* jk2 l Y2I Y22J 
k1 k茸

である。この結集から舗栂関係数 (1./.1....，".のMLEは，単格鶴係数の MLE

を求めたのと関じ手続きをぬ・1 および n822• 1*詰 Y22・1 に施すことによって得

られる。すなわち.Y22'1詰(世tμ""，"1)の要素により

A 0jj・1ピ"'''1
(li/'I，山，'"皇軍rjj.t.山，"1詔 f 
' ぜOU'1""'''10Jj'I，'、". (4・部〉

2とヒなる。 叩 1::;1η";jμ.づ1，"勺.

f町';1'吐、1，"山'，"1の標本分布に関しても単穏鱒の場合と余く符様であるo3.5節に主お宮
いて v九絡'1戸-Wi駅(.4んん銭鈴.寸巾hみ晶ゐ九書.2，n-一hム1一Z幻〉 がz寵藍閥号務耳されて引Lい、るM治為巾ら払'式 〈併4.ω崎1鴎附6め)， (付4.1的η 
において ρ→(lijo1ν，ν‘....

度調数である。また η均j'l，〆.η，..， iくj，i， j=1.…， k.の問時分布などに対して
も匂の雨時分布のときと同様である。

4・7 意報関係教の措定および分布

%(1xk)=(:1:1> "'， :r"〉における:rtと(:rt，"'， :r，，)の簡の麓繍関係数

Ih除制措 .Jl1A2.-Ilt'/lu詰.jJJ沼羽;1の ML茸は，いままでとF号機にみ，{J， 
ゐ2tAU ~対応する標本量で置き替えたものであるむここに
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rA..ふ 11
l1(kXk)=I:~ .-1. _， β=λ11122-1 
L21' ~2Jk-1 
1 k-1 

である。ゆえにこれに対応する 8*，Yの分割を

(4・31)

dt:二*トIC12トv (4・32)

とすれば，(Jl句"がの MLEは

rl句...，，)=、/81*822*-'8，*'/stt=JVl Y22-1Vt'/VU (4・33)

で，また

1-r21(2"''') = 18*I/su*1822ホ1=IVI/vuIV221 (4・34)

と書ける。 O三三r1(2・・・，，)~1 である。

きて，Y-W(I1， k. lI=n-1)から出発して r1(2"''')あるいは rI2(2"''')の標

本分布を導く。簡単のために添字をとって {J， rと書けば，r2=vl Y22-1V1'/VU 

となる。いま ν=λ1~2-1I2/~ および L を第 1 列が ν'/J五7なる (k-1)x 

(k-1)の直交行列とし

11  _ l'1-1 _l  
l一一= 0 I Iー完= 0 I 1 JI;";" u' 1 77 1 JI;";" u' 1 

V→V本=1
一

1YI "VI¥U 1 (4・35)
1 0' 1122-1I2L 1 1 0' 1122-1I2L 1 

と変換すれば，Y本
-

W(I1*. k， 11)で

11 _ -1'11 

11* = 1 J Au .， 111 1 J;c 
1 0' 1122-1'2L 1 1 0' 

寸
1
1
1
1
1
1
1
J

L
 。.

0

4

2

 d
 

=ド(i)4""，(1;. .... 0) J (4・36)

となる。ここに J五7=(主1~2-121' /Au) 112= {Jである。ところで戸は式(4・35)

の変換の下で不変であることは容易に確かめられるから，われわれの問題は次

の標準形から出発すればよいことになる。
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r 、 I-IP!nl
1811U1|lpljv|  = I --. WP -1.....， W(..4， k， v)， ..4= 1 目|
LV1' "22J I 0' 1 1 I 

のとき，;;2=V1 V22-1V1'/VI1の分布を求めること。

VI1， V10 V22の同時密度関数は，

(4・37)

与<，，-k-1) r 1 _. __1 
p(Vu， V10 V22)=const.IVI2 問{ーすM ザ}

i-<，，-k-1) _ __ " i-<"-k-1) 
=const.1 V2212' -(世u-V1 V22-1V1') 2 

[_ ~ {VI1-~向12+hl]
p一一( 2 +知+...+ω]2 l 1-p2 . -.. . ， -"" J J 

(4・38)

で，これに V22=1"1'， v1=u1'なる変換を施せば， J(V22，V1: 1'， u)= 
k-1 
2k-1 I1 tijk-i+1であるから

K灼拘U的1川 Tわ〉片凶=司吋c∞m叩o∞蜘n悶sベEh勾がtii，，-i川iff戸斗νv川サ-→うiう)(的町r…1-ぺ一-u的J÷ト<"日日…νF吋山一寸+引hトM叩
-1) 〉

明[-~ {~ぺ3+t112+12fir-t114]
となる。 ;;2=UU'/VI1であるから，まず tl1以外の ti;を積分して消去すれば，

-!-cν-k-l) 
p(世110U， tl1)=∞nst.t11 V-1(VU-UU') 2 

p{ _ Vl1ー2PUl山!e}
2(1-p2) 

となり，次いで u=JVl1lDと変換し exp{pJVl1Wltl1/(1-p2)}を無限級数に

展開すれば

.!.cν-k-l) 回叩';1 li ¥; 

p(Vu， lD， ω=co胤 (1-lDlD')2 . 五すピp2)
、自目、，
E
E

，

s
-
、‘ノ
1
-
E
 

h--ρ 
+一トe一氏

，EE
J

、EE
‘

nMv 
E
 

玄e
 

、J
4
a
 +
 
bν
 
，
 

1

一2例u'--J + 
h

，
 

e
b
 

であり ，;;2=lDlD'に注意して世110tl1を消去すれば，(O<Vl1<∞， O<tl1く∞〉
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~(~ート1) 三 (W1P)J ~， ......r 1， • ~ 1 
p(w)=const.(1-WW')2- -n '-;~/ 2j['21 ~ (v+ρ| 

戸も j! --L 2 ，-. '" J 

が得られる。この関数は WlとZ=W22+…+wh-fの関数とみることができる

から，スーの[定理 3・2]を適用すれば，

~(ト4) _ _ ~(，，-k-l) 同 (WIP)i
p(W"が constZ2(1-W12-z〉22Lつ「
卵白川)J

;;2=W12+Zであるから，これにより zを戸に変えー∞<ω1<∞で積分して

軌を消去すれば戸の密度関数が得られるわけである。積分するとき jが奇

数の項は Wlの奇関数り積分で0となり

上〈ドト1)ζ(2の2i.....( 1 _. .¥ 
p(;;2) =const.(1一戸〉“ lJ一ーァ;-['2(: v+jl . 

戸古 (2j)パ!-¥2-'''/

1000帽ユω叫吋l戸仰2

.1，九匂'，，_b島_1'曲 (σ勾紛pの〉叩(!ιv+j)} 
=伽刈一イF戸仰2

B(j+ ~， まシk一ケ〉tドトωト-め+i
122i¥.._I._ 1¥. ~ _~___ (1 

と求まる。公式 (2j)!=ト:-:::-)j!r(j+一}を使って整理し.1-p(めが=1¥.，f1i r'. ¥J ' 2/ ... ......-J ~==~. Jo 
により常数を決定すれば，最終的な結果として

1ト叫 がーめ帽 (r2p2)i['2 ( ! v + j) 。〈1_p2)2-(1_;;2)2'- -- -'(戸)マ~ v ".1.& ¥ j 
p〈F2〉=，，、円..; :E -----，=-:;、主
r{す)rlす(v-k+1)I 円 j!rl.互依ー1)+ぺ

(4・39)

が得られる。もし p=oであれば

附一d r(ま七扮νう) ぷ〈ト

一r[~(偵山(k-1)トμ日一→叫1)サ寸〉ヨJrぺ[ま七(ω円νト一→k叶、J 、
(4・40)
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と一つのベータ分布となる。

4.8 正準相関係教の推定

x(1Xk)=(.~1(1XkD ， x2(1Xん))， (k1.$';k2)としたとき， 2・4節で Xlと

拘の聞の母集団正準相関係数が定義された。そこでは (XhX2)から正準変数

ベクトル (u，v)への内部一次変換，式 (2・31)が存在し，(U， v)の共分散行

列を式 (2・30)とすることがそきた。ここで正準相関係数がすべて異なり，

A.Bの要素にある種の条件を付すと，式 (2・30)の D4>.A，Bは dから一

意に定められる(たとえば S.N.Roy[45， A. 3・16Jを見よ〉。ゆえにこの条

件の下で母集団が正規のとき正準相関係数仇，…，φk1およびA.BのMLE

は[定理 4・1Jにより 2・4節で dに対して行なったのと同じ演算を S*=町n

に施すことによって得られる。またそこで成立していた関係式もこれらの

MLEに対して同様に成立する。したがって， φ1，...，φι のMLEを rl>r2>

…>rklとすれば，

I V12 V2~ V21-r2Vlll =0 

を満たし.A， IJの各行はそれぞれ

(V12 V2S-1 V21-rlVll)a/=O. j=1. ・・・，k1 

(VS1 Vll-1V1S-r/V2S)b/=O， j=1，…，ん

より得られる。また

r12r2S・..rk12=I V12 V22-1 V211/1 Vlll 

r v" V，.l / 
(1-r12) (1-rs2)…(1-rkl~)= I一一1/I Vllll Vssl 

L V21 V22J' 

標本正準相関係数の標本分布については後に第7章で述べる。

(4・41)

(4・42)

(4・43)

(4・44)

(4・45)



第5章検定の問題

5・1尤度比検定

m次元パラメーター空間をJJ，そ・の部分領域を ωで表わすとき，統計的仮

説 Ho:θEω を対立仮説 H:fJEJJ-ω に対して検定するための尤度比規準

(以後 LRCと書く)は

).=maxL(θ)/maxL(θ) (5・1)
6ew 6e.o 

である。ここに L(θ)=f(X;tめは尤度関数である。尤度比検定(以後 LRT

と書く)は，仮説 Hoの下で Aの標本分布を求め，あらかじめ定められた有

意水準 εに対して Pr{).くんIHo}=eなる臨界点んを求め， {). : 0<).くん}を

棄却域とするものである。実際の検定では， ).そのものよりもこれと単調関係

にあるより簡単な統計量を検定規準に用いて，LRTと同等な検定を得ること

カ'lAましtまある。

[定理 5・1] 尤度関数を L(θ)，パラメーター空間を JJとし，かっ 9コJJaコ

品とする。 Haを θEJJaなる仮説，HbをθEJJbなる仮説，Hb1aをfJEJJaを

既知としたときの供。b なる仮説とする。いまこれらの LRCをそれぞれ

ん，).b， ).blaとすれば，ん=).blaんである。

[証明]

maxL(θ) maxL(θ) maxL(θ〉
8<.1)， 

).b=一一一一一一=一一一一一一・ニ二三L一一一=んIn).
maxL(θ) maxL(θ) maxL(θ) "U，“ 
8<.1) 8<.1). 8-.1) 

[定理 5・幻 aを m次元パラメーター空間， ωを JJの中の s次元超平
面とし，仮説 Ho:fJEω を検定するための LRCを Aとすれば，Hoの下で，

-21og).は漸近的に自由度 m-sのχ2_分布に従う (S.S. Wilks [60])。
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5.2 平均ベクトルに関する T2-検定

x(1xk)-N(P. A.) で μ• A. は未知とする。大きさ nの任意標本 X'(kXn)=

(Xl'.…. Xn')に基づいて，仮説 Ho:P=POに対する LRCを求める。尤度
関数は "=A.-l として

L(μ，，〉=const.l'|2nexp|-itr，{V+n〈正-P)'(五-P)}I I 2 ---• -. --，-- -， ，-- -" J 

であり， ω={(P. ") : P=PO• ">O}. !J= {(P. ，.) :一∞<的<∞.i=1.・・・，
k. ，.>O}である。[定理 4・2Jにより

m2xL(Po，，〉=COM.J加 IY+n(五-Poyd-Po〉|-Tei伽
1.__ 1 __ 1 • 
ー胃 ーーーー，

mf!_xL(P. ")=const. n2 -1 YI 2--e 2一
体."

であるヵ、ら

.t2川 1V1 1 
IY+n(王-Po)'(x-Po)I II+nY-l(王-Po)'(玉-Po)1

1 1 
1+n(x一円)Y-l(王一円)'-1+ T2f(n-1) (5・2)

ここに T2はホテ Pングの T2-統計量，式 (3・36)である。 Aは明らかに T2

の単調減少関数であるから.LRTは T2による検定と同等である。棄却域は

有意水準 eに対して {T2:T2>T，2}である。ここに T，2は T2-分布の上方
100e%点，す危わち， e=Pr{A<A，IHo} =Pr{T2>T，2IHo}を満たす。前節E定

理 3・9Jによれば.Ho:P=叫が真なるとき，T2(nーのfk(n-1)は，自由度

。• n-k)の中心的 F-分布に従うから.F-表から上方 100e%点 F"，n-，，(e)

を求めれば.T.2=[k(n-1)f(n-k)JF".n_，，(e)と求められる。

T2-検定の検定力は[定理 3・9Jの一般分布によって与えられる。最強力な

不変検定であること，許容的でるることなど好ましい性質をもっているが，こ

れらに関しでは. P. L. Hsu [21J， J. B. Simaika [48J， C. Stein [56J. E. L. 

Lehman [31Jを参照せよ。
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三つの正規母集団 N(P【1)， A)， N(P(2)， A)において，等平均仮説 Ho:

P(1J=μ(2)を検定する場合には

).2/(町 +n.)
1 

1+ヱ苧!_(α王忘恥恥uω1)一乏瓦(ωω2幻}以)(V九{札ω1)汁+V九{匂ω2)グ)-1(α伝王瓦{ω1)-一王瓦(ω2
n1十n2

1 

1+ T2/(na均一2)

が LRCとして得られる。記号は式 (3・40)のものと同じである。

(5・3)

5・3 成分変数の組の独立性の検定

A. 尤度比検定規準

x(1Xk)~N(μ， A)において X=(x1(1xk1)，…，x"，(1Xk"，))とする。た
だし k=ム+…+k"， である。これに対応する μ，Aの分割をそれぞれ

-A11 A12…A1m l 

μ=(P"…，μ"，)， A=I A21 A22… A2m I 

Am1 Am2…Am...J 

(5・4)

と表わす。このとき仮説 Ho:Aij=O， i手jに対する LRCを求める。 H。の

下で尤度関数は

L(P， A)=cor凶 .2ldati2nexp|-itrdillVii+n(云-κ)'(Xi一円)}I 
i:'~1 ，~-'" -~~.~L 2 ...... ，~-. -.， ，-~. -." J 

と書けるから容易に

加1

一26
 

n
 

&
u
n
 

1

一2n
 
-ノ
m
 

l

一2K. 
m
H戸
rs
、、

ゐ
Lea n
 
o
 

p
u
 一一、jd 

p
 

f
k
 

L
 
xi削ad
 

m
向

m
H
4
 

一一、jd μ 
〆，‘、L
 
x
 

a
u
ω
 
m
 

n n _ー ーー

となる。ここに X;=~ xi../n， Vu= ~_(x岬-x;)'(x，凶 -Xi) である。ゆえに
';;;-1 ..= 1 

Hoの LRC=).=maxL(μ，d〉lmTL(μ，A)に対して

I VI I TT"n-' =ω=す一一=IVDV11
II I Viil 

(5・5)

が得られる。 Dv=diag(Vu，"'， V".m)である。
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特別の場合を考えてみよう。

(i) m=k. k1=…=km=lのとき

IVI 
w=一一一=IRIVll・・・Vkk

(ii) m=2; k1+ん=kの場合

w-|V|i  Yu-V12V-E-IR1|-IV22-V21 Vl1-1 V121 
一 一I Vl1ll V221 I Vl1l I V221 

で式 (4・45)そのものである。

(iii) m=2. k1=1.ん=k-lのとき，式 (4・34)により

wlV| 噌=、=園田ーーーーーーーーーー=1-'Y.../n...L¥vlll V221 - . "....RJ 

(5・6)

(5・7)

(5・8)

となり.:1:1と(:1:2..... :l:k)の聞の独立性に対する LRTは，重相関係数の2

乗 f21(2"'kl に基づいてなされるom>2の場合.X1と(X2..... Xm)の聞の独

立性.X2と (Xa..... Xm)の聞の独立性，….Xm-1とXmの聞の独立性を分

解して考え

w-1VIE  
1 Vlll I V22…V向|
IVm2…Vmml 

=W1W2"'Wm-1 

と書ける。

lfJ:に|
|九|IC1|

B. 検定統計量の積率および分布

!?1仲 1?1m|m，m-1 rmm I 

I Vm-1，m-111 Vmml 

(5・9)

Ho : A.jj=l=O， i手jが正しいときの式 (5・5)の wの積率を求めよう。 V-

W(A， k， JI=n-l)であるから， Hoの下で仰の h次の積率は

"， c(A.. JI) r r:!IT7' ，_"f ，，M .. I n"ITTI{ 6〈wh〉= l…IIII Viil-hl C(A.， JI+2h)1 VI2 
c(A. JI+2h)山めoJt:1' . '" L 

F 司I m II  

・叫{ーす辺叫i-1九1JdV (5.10) 

と書ける。ここに
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[c(A， 11)戸 (5・11)

である。式(5・10)の[ ]の中が W(A，k， 1I+2h)の密度関数であるから，

まず Vij，i手jについて式(5・10)を積分すれば，Vii， i=1，…，m の周辺分

布 W(A;;，kμ 1I+2h)の密度関数の積が出てきて

ιC(..1， 11) !.'! r r，. • ~"'TT ，~ e(ωh) ~/:'-~~ 1"~7~'\ II_I…I c(A;i， 1I+2h)IViiI2 
cCA， 11+2 h) t:l) v.“>0) 

吋ーす叫-1Viい，
c(..1， 11〉主 c(..1;;， 1I+2h) 

c(A， 1I+2h) t:l c(A;;， 11) 

と計算される。式 (5・11)を代入して整理すれば，

k r1 ; (叶1ーの+h.1m kj r1 ; (川一α)-1 
e(ωh)= II_.!:ニ噌 「JHH FT“ 」「

rl ~ (11+ω| 日勺|す(叶1一α)+川
(5・12)

が得られるo

wの積率はこのように容易に計算されるが，その密度関数は特別の場合を除

けば，一般に困難である。ただ次の結果は容易に得られる。

[定理 5・3] 独立性の検定統計量，式 (5・5)のωは

m ki 

w= II II Zj"， 
;=201=1 

と表わすことができる。ここに Zj"， は互いに独立にベータ分布

β(←い勺仙ωjNa; t〈0糾ν叶+
である。

[証明] 式 (5・12)を次のように書き直すことができる。

(5・13)

rr ! (ν+1ーの+h1 m ki rr!(1I+1一α)1 
e(ωh)= 日 」ニ噌 :::;_d_ II rt .-':" ~ -' .， 

山 1rlす(ν+1ーの 1 j=2"'=lrl~(叶1ーα)+hl
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一主主 r[ま(川内一ωJr[~ (1I+1-<<)J 
品炉1死去(11+1ーんーα)Jr[! (叶1ーα)+hJ

m k! 1 r1 ..!-(~+l-kーω+h-l ..!-kJ-1d:l: 
_ II II---;=~ ・::; I :1:2'. ... (1-:1:)2' 
-j=2ø~1 BI ~(1I+1ームーα)，が「

=主主改Zj，.ドS((AAzja)h)
wの分布はその積率によって一意に決まるから定理が成立する。

この結果を利用して特殊な場合のwの分布が具体的に求められる。たとえ

ば，k=3， kt=k2=k3=1のときには

Pr {w~a} = Pr {ZtZ2~a} 

={B[~ (11-1)，司B[~(1I -2)， 1J} -1 • 

. {Ioa 101 + i1Ioa/~} :l:t円、-dIF-md仰

=市〈ト1)，~J+2B-怯-1)，封土いn../口
(5・14)

と求まる。ここで Ia(α，めは不完全ベータ関数である。 Wilks[59]， Wald 

& Brookner [58]を参照せよ。

5・4 尤度比検定規準およびウィッシャート行列の関教の漸近分布

尤度比検定規準の正確な分布は，一般的には求めることが困難であるが，

G.E.P.Box [6]は尤度比検定規準の積率に着目して， [定理 5・2]より精密

な次の一般的な結果を与えた。

[定理 5.4] 統計量 À(O~À~1) の h 次の積率が
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r h -Ih a 

I IIy/，n I II F[ai(l+h)+c;] 
8().h) =cl i:1ー|ア，
L旦W‘_!l!lr[約(1+h)+約]

h=O， 1， 2，… (5・15)

ぜあるとする。ただし C は80.0)=1とする常数でかつ EZi=jpjである。

このとき

v=ー210gA

とおけば， 0<τ~1 なる7:' rこ対して

(5・16)

Pr{7:'v;:::三τVo}=Pr{χl~τVO} +rl[Pr {χ1+22~τVo} -Pr{χl~'t'vo} ] 

+[r2(Pr {χf+42三三τVo}-Pr{χ戸三三7:'Vo}) 

+三与と(Pr附{偽χ為f+J4rω2

+Pr{χl三豆三τ世内o})]+.….. (5 ・17) 

なる漸近展開が成立する。ここで χf+Jは自由度 I+mのχ2_変量。

1=-2{会i-b-士山)} (5.18) 

(_l)r+l ( :.， Br+1(Ui) ~ Br+1(u;*) 1 
rr=弐圧すtA万お7 ーヨマ高安一i (5.19) 

また Br(u)はベルヌーイの多項式 [Bo(u)=1， B1(u)=uー1/2，B2(U)=U2-

u+1/6， Ba(u)=uaー(3/2)u2 + (1/2)u，…]， ui=(l一τ)a;+ci，uj*=(l一τ〉釣

+初である。

この定理の τとしては多くの場合 rl=Oを満たすように決められる。この

とき式 (5・17)の第1項だけで，標本の大きさがそれほど大きくなくても相当

よい近似を与えることが具体的な応用例で数値的に示されている。

次にウィッシャート行列 V=1I8(kXk)の関数 1(8)の漸近分布を求める

ときに便利な公式を与える。これは多変量解析における検定規準がしばしばS

の関数であるがこのときの近似的危検定力関数を与えるものである。

f(8)を 8=A.の近傍で一次，二次の徴係数をもち，かっ f(A.)手O なる

S の関数のベクトノレとする。[定理 4・5]により S は漸近的に正規分布に従
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うから，.j1i {f(8) -f(A)} 

正規分布である。

の漸近分布は， [定理 4・4]により，平均 O の

[定理 5・5]f(8)を上記の性質をもっ一つの Sの一価関数とするとき，

その漸近分布における分散は

Var{f(8)}士 3mlEゆ 'A)2 (5・20)

で与えられる。ただし，!l>=(φり)， φij=θ!ogf(A)f創ijである。
g(8)なるこつの関数の漸近分布における共分散は

また f(8)， 

C州 (8)，似〉}=3f仰 (5・21)

で与えられる。ただし， vr=Cψij)，ψij=θ!oggCA)/f}Aijである。

[柾明〕

f.j!.， f}f(8) I / ，J 2 
Var{f(8)}土引 2一玄一一1 CSjj-Aij) ~ 

li，j=1 OSij IS=A ー l 

よ θ'fCA) f}fCA) = ~ 一一一一・一一一'-e)(Sij-Aij) (Slm-Alm) 
j，市戸lθAリ f}A1m '-" '-'] "'] 

唱 k

土7 { 沢μd必刈〉刀}2川 ?忍Lj i 
'> k ワ

=す{μ)}2SJ，忍jsA川 IAMflf(d)}2tr(似 )2

となり式 (5・20)が得られる。式 (5・21)も同様にして求められる。

[例 1] 一般化分散 181の漸近分布

f(8)=181，φij=θ!ogIAI/f}Aij= (A-l)ij， !l>= (ゆij)=A-l

であるから

VM|S|〕=3ld12trrc=3h|d12 (5・22)

である。ゆえに .j1i{18IfIAI-1} の漸近分布は N(O，2のである。

Sの左上の rXr小行列を 8rとし，f(8)=181， g(8)=18rlの
fA.-I0l 

同時漸近分布における共分散を計算しよう。前例により !l>=A-l，vr = 1--;" ;，. 1 
1 0 01 

[例 2] 

であるから
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[定理5・5]のいろいろな応用例に関しては，塩谷・早川[55]を参照のこと。

5・5 独立性の検定規準の漸近分布

5・3節の独立性の検定の問題にもどろう。仮説 Ho:Ajj=O， i手j，が正し

いとき，尤度比検定規準 A=W"/2(式 (5・5))の積率は式 (5・12)より

S氏0.灼勺=イe(ωωn帥仰h釘hl2沼乍2
Hrl .土{μn(州(οl+hめ〉一i}川}} | 

II II rηlすT{勿n(αl+hめ〉一j泊JI
となる。[定理 5.4勾]に対応させれば

a=k， xj=n/2， cj= -i/2 

b=k， Yj=nl2，町=(ん+…+k;_I-j)/2，

j=ム+…+ki-l+1，…，k1+…+ん:i=l，…，m 

となる。これより f=士側+1)一号附+1)}=ま伊一伊丹と求まり，
Tl=Oとする τは

τ=1-~(が_}Jk;3) +9 くが-:Ekl) 
-~ 6n(k2-:Ekl) 

となる。ゆえにこのτを用いて

( 3 ka-:Ek;3 ¥ L _ IYI 
-2τlogA=ー{n一一一 ~log 一一一一四 (5・24)邑r- 2 3(が-:Ekl)J 
‘'旦|九|

は，漸近的に自由度ま(k2-:Ekl)のχ九分布に従うことになる。特別の場合

として，

(i) m=k， kl=ka=…=km=lのとき

一{(nート十2k+5)}lOgIRI (5・25)
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は漸近的に自由度 k(k+1)/2の χ2_分布に従う。

(ii) m=2， kJ+ん=kのときには

一(か(仇nト一ト士(偵仰h糾削+刊1)沖〉

が自由度 h丸1是ん2の χ2し一分布に漸近的に従う。

(iii) m=2， kJ=1， k2=k-1のとき

一(い(ωn一1)一士(伐仰h糾刊+刊1)川か〕オ)
は漸近的に自由度(仏晶一1)の χ2に-分布に従う。

以上のように正確な分布が求まっていない場合には，漸近分布を利用して近

似的な知ー検定が得られる。

次に Hoが正しくないとき，すなわち，少なくとも一つ A.ij学Oであるとき

の漸近分布を求めておく。[定理 5・5Jにより

であるから

[(8) = I 8Ds-J 1. Ds=diag (8J1，…，8mm) 

φij=θlogf(A.)fθA.;j=θlog 1A.lfθA.jjーθlogIDAlf8A.jj 

= (A.-J)ij一(D[J)り

O=A.-J-D[J 

Var{[(8)}→IA.D[JI2tr附 J-D[J)A.}2
→IA.DA判

と計算される。ゆえに A.DA=I=Iのとき ω=18Ds-JIは漸近的に平均 IA.D[II，

分散，式 (5・28)の正規分布に従う。[定理4・7Jはこの特別の場合である。

5・6等共分散行列の仮説検定

A. 検定統計量

X' (hl(kX nh) = (X' (hl!o…， X'Ch)n.)， h=l，… ， qをそれぞれ N(JI(hl，A.(hl)， 
h=1，…，qからの任意標本とする。これらに基づいて Ho:A.ω=…=A.(Ql を
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検定するほC を求めると，各標本における積和行列を V(hl> 会V(h)= V， 
会内として

U
2
一

向
一q
H
M

V

一
Y

q
H
M
一一一、A (5・29)

と計算される。しかし実際には， Bart)ettにならって常数因子を落とし，nh 

の代わりに自由度 )lh=nh-1，)I=n-qを用いて

q .!.>. 
II I V(h)12・
h=1 
w= ー

モテ>

'V12 

を検定統計量とする。特に q=2のときは

|V{J1vω|七・ k ~>1 k 一よ~(州ν
ω= 唱 =IIη2. II (ο1+η) 2 

~(Y1 +>.) i=1 i=1 
IVω+Vω12 . • 

と書ける。ここに η は IVω-rV(2)1=0の根である。

B. Hoの下における検定統計量の積率

(5・30)

(5・31)

Ho: A(!)=".=A(q)三九)の下で Vω~WCA(o) ， k ， 仏 V=五九)~W

(A(Olo k，争れあるから，日，叫 に対して

S例寸A|V(h)ltyvhim-i)
!.. c(A{日)， )1") r rlJ，甘トい
=hI C(d{O}， vh+Wh)j ・・JI十y (")1 -

( q .!.(Y>+r>. -k-1) 
{IIc(A(o)， )I，，+r)lh)IV(hlI2司

e斗すけ{oflvdAdVω
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c(A(olt IIh〉 f f;  
〆a一一目一、 l…11VI 2 

h=1 Cl...aω，均十rYh)J J 

.J:-(~+円-k-l) I 1 .__¥1 
・ {c(A(ω • 1I +rll)IVI2 叫\-; trAω-l.V J~dV 
$.. c(Aω • IIh) c(Aω • lI+rll) -..ー
-h~:1 c(Aω. IIh+rllh) c(A(ω • 11) 

k I q r出IIh+rllh+1-ω11r肱川一α)I 
= II ~ II ---=三唱 『 d)J_- d 『

炉 1[h=1 rl ~ (lIh+山)1 1 rl玄(山川1-a)I 
(5・32)

と計算される。この積率から求められる wの正確な分布に関しては， E.S. 

Pearson & Wilks [36Jを参照せよ。

C. 漸近分布

、‘，，角。
内

O
E
u
 

r
t

、

L
R
 、、‘，，，，

v
一h
/
l、
¥

q
H
M
 

1

一2

一
ω
一ー一
2

V

一
v

q
H
M
一一一

b

一九
2

-一μ
一
h
l

一q
H
H

W
 一一

*
 
、a内

を考え，これの守一定の条件の下での漸近展開を求めるoA*の積率は式

(5・32)より

)~{ωlM辛口ヤ]
A主(ト?-~. 主ir[~ II(山〉十七1-j)J

と式 (5・15)の形に書くことができる。記号の対応は

a吻 m寸IIh.日 -1)k+1."'， hk， h=1， "'， q 

ぁ=す(ω，Ck+寸(日..... c…+i=ま(ω，i=1， '''， k 
b=k， y・=iv甲・=:(1-j)， j=1，…， k 

3 2 -， "3 2 
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である。ゆえに rl=Oとする， τ，および自由度 fは

一(q11)げ +3k-1
手--;;:--;)6(k+1)(qー1)

f=す(q一山+1)

67 

(5・35)

(5・36)

と計算される。この τとfを使用すれば. -2τlogA*の分布は漸近的に自

由度 fの χ九分布となる。

5・7 共分散行列の構造に関する仮説検定

x(lXk)-N(P. A.)の dに関する次の三つの仮説を考える。

(1) H10 : A.=D (対角行列). (2) H20 : A.=(12I. (12は未知. (3) H30: 

A.=I 

H10 は成分変量の独立性の仮説であるから，大きさ n の任意標本におけ

る偏差積和行列を Y とすれば，高。に対する LRCは式 (5・6)より

A1 = I VI (1/2)仕c;;J2}"であるo
H20に対する LRCを求めるために次の仮設を考える。 H21l: H10 : A.=D 

が真であるとき，その対角要素がすべて等しい。この仮説は， ~h … .I>>k が互い

に独立であるときの等分散仮説であるから前節の特別の場合に相当する。ゆえ

に式 (5.29)より直ちにLRCA2I1=立rf(争争viilイ/
(t位rV町1晶め)(1ν12)幻).k加nが得られる。したがってんを H20に対する LRCとすれば，

[定理5・1Jにより

A2=A叫吋Aんん2剖川11 (5・37)

と求められる。

Haoに対する LRCは

凶axL(μ.1)
Aa 働

-maxL(P. A.) 
μ.A 

-
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。 r1 . 1 __1 
=ln-1VlnI2exp{: kn一一trV} (5・38)l2.. 2 -. 1 

と計算される。

さて上に求めた LRCの標本分布を調べよう。 A121nに関しては， これを特

別の場合として，すでに 5・3，5・5節そ、取り扱ったので，ここでは町=).lln，

Wa=).a2/nの分布を取り扱う o

Waの分布.Haoが正しいときの叫=In-1 Vlexp{k-tr V/n}の積率は，

V~ W(I， k， lI=n-わであるから

sω)=(:rh/ふfc仏め|Ylto+
出p{-士tr(守主)ゆ

= cバぷ(

1 納 r告[~(11例川ν川川+刊1トω一t併)+hJ
=ベ(与引)(恰治王hr (5・39)

となる。これは式 (5・15)の形のものでなく Boxの定理を適用することがで

きない。しかし[定理5・2Jによれば， -2logんが漸近的に自由度 k(k+1)/2

の χ2_分布に従うことがいえるのである。

A.*1のときの Waの漸近分布，すなわち，Haoに対する漸近的検定力関数

も[定理 5・5Jにより容易に得られる。結果は n竺νとして，Waは漸近的に

平均IAIexp {tr (1 -A.)} ，分散 (2In)IAI2tr (1 -A.)2exp {2tr (1 -A.)}をもっ正

規分布に従う。

W2の分布.).1は相関係数 (rjj)だけの関数， ).211は Vjj，i=1，・・・，kだけの

関数であることに注意すれば， 4・4節の p(Dw，R)からわかるように，もし

H20 :A=a2lが正しいときんとん11は統計的に独立である。ゆえに e(W2h)=

e {(A22In)h} =e  {(A2I12/n)h} e {().12In)h} となる。ところで式 (5・12)により
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また，式 (5・32)により

e{(A2112川)h}寸やイ(争ii/k)午的{t，Vjjhj(半世ii)khJ

-、1
1
J

¥
}
/
一
劫

μ

一
+

1
-
2
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ベ
写一r

L
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時
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晶，
mLeh 

--
であるから

n4hv) k rI! (/1+1ーの+hl
e(W2勺=hhh ，J“ '、 II____bユ噌 ~ (5・40)

r(すk/l+kh)・=. rl言。+1ーの|

と求められる。

この積率を利用すると的を独立なベータ確率変数の積に書くことができる。

k r 1 
[定理 5・6] 叫=ELZt，ただし Ziは互いに独立でベータ分布 131Zi:言。+

11 . 1 ¥1 
1ーの.(i-l)(ー+ー)1に従う確率変数である。

¥2 ' kJJ 

[証明] ガンマ関数に関する公式

r(ka)=(2ぷ〈h-17-h〉ベa寸}..r(a+与)
を式 (5・40)に適用すれば，すべての h=0.1.2…に対して

ω-h ベシ+午)r[ヤ+1引 4
=II ，:- . 
Mr(シ+17M)r[jo+14]

(5・41)

一足 B[~(ν山ム-1)(t+ ~)J 
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が柿14+h-l mb治-1).ーc) . ¥2 

となるから定理が得られる.

特に k=2のときには

b陥叶BEo-1〉，1])rJo-~J四 1) (5紛
k=3のときは Pr{W2:=;t} = Pr {Z2Za:=;t}となり式 (5・14)と同様に計算され
る。読者の練習問題とする。

W2の H20の下での漸近分布は Boxの[定理5・4]が適用できるので容易

に求められる。 A2事=W2"/2の積率を考えれば式 (5・40)により

k r官官，
H FI壬1I(I+h)+壬(1ーのl

eO'2*h) =e(向hll/2)=Ck"khI2 '=1 L.午噌 二.，I_ (5・43)
FI; kll(l+h)1 

と書けるから，式 (5・15)との対応

1 _ 1 
a=k， aJi=: 11， Ei=ー (l-i)，i=l，…， k 2.' a. 2 

h=l， 'Yj=がい0，j=1 
が得られる。ゆえに TI=Oとする'C'，および自由度 fは

2k2+k+2 ~ 1 
=1一一一一一一一一，f=τk(k+l)ー1 (5・44)
6kll 孟

と計算される。したがって

IVI 
-2τlogん*=ーτ1110一一一一一τ (5・45)g (tr Vlk)k 

は漸近的に自由度シ(k+l)ー1の χEー分布に従う。

最後に H20が正しくないときの叫の漸近分布を求めておく。

f(8) = 181/(tr 81が=I VI/(tr Vlk)k=叫。10gf(A) θ
φij= 8Aij一=百J(log|dl+hlogh-hlog(trd〉〉
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= (A.-l)ij-kojj/tr A. 
O=A.-l-(k/tr A.)I 

でるるから， [定理 5・20]により漸近分布における分散は

71 

.2'N"，.(trA.2.1 
Var(wz)= Var{f(S)} ==一{f(A.)}2{，.--一一一叫 (5.46) 

11 IJ ，--" l (tr A./ k)2 .• J 

と求まる。ゆえに叫は H2。が正しくないとき，平均 f(A.)= IA.I/(tr A./k)"， 
分散，式 (5・46)の正規分布をその漸近分布としてもつ。



第6章 ユニオン・インターセクション法

6・1拡張された第一種検定法

Roy [43J. Roy & Bose [44Jは，多変量解析において合理的に推定・検定

方式を構成するときしばしば起きる困難をすくうため，第一種，第二種検定法

と名づけられた発見的方法を定義した。このうち第二種のほうは尤度比検定

と同じものでるる。ここでは，拡張された意味の第一種検定法について述べ

る。

検定すべき仮説を Ho.対立仮説の可能な範囲を&その要素を H で表わ

す。 Ho.Hを複合仮説とし.Ho= nOol1l昂a. H= Uaol1lHaと分解表現が可

能であるとする。ここに羽は連続の濃度をもっ集合で.HOa. Hoは複合仮設

である。もし任意の HE!Jについて.HOoを Hoに対して検定するための，

大きさ曹の双方に相似なホ最強力棄却域 ω(Hoa• Ha.ゆが存在すれば.Hoの

すべての HE!Jに対する検定の棄却域を和集合 UHdlUo柑 ω(HOa.Ho.甲)

とし，したがって採択域をその補集合 nH.Q n ofl!lW (HOa. Ho.万〉とする。

甲 t主

Pr{X，εU H.Q U ot'1J.w(HOa. HQ• 的 IHo} =e (有意水準〉

によって定める。これが，拡張された第一種検定法で，棄却域，採択域を和集

合，積集合をとることによって作ってゆく方法が，ユ=オン・インターセクシ

ョン法(以後 UI.... 法という)といわれる。

6・2 等共分散行列の仮説に対する拡張された第一種検定

N(/lω • A(1)). N(/lω • A(2))において Ho:A(1)=Aωの H:ACi)守とん2) に

対する検定を考える。いま a(lxのをOでtt.い実ベクト Jレとしその全体を9l

とすれば.Ho. H を次の擬似一変量問題の集りの形に書くことができる。

事 この定援については. ~oy の論文 [43] を歩照のこと.
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HOa:αAwa'=aA(2)a'， Ho= nOε沼HOo (6・1)

Ha:αωAa'手aA(2)a'， H= UoE<JtHo (6・2)

Haをさらに二つに分けて

Ho(l) : aAwa' <aA(2)α" Hー(2): aAwα'>αA(2)a' (6・3)

とすれば，H=  UaE<Jt(Ha(l) U Ho(2))と書ける。すなわち H は少なくとも一

つの Ha(l)か Ha(2)が成り立つことである。さて 8(1)=Vω/(nl-1)，8ω= 

V(2d(n2-1)をそれぞれの任意標本における不偏共分散行列とし， x(i)-N  

(P(i)， ..1ω)， i=l，2とする。 aX(i)'-N(a向。"aAωαうであるから， α8(i)a'

は aX(i)についての不偏分散で，したがって， Fo=a8ωα， /αSωa'は自由度

(nl-1， n2-1)の F一統計量で HOoの下で(中心的)F一分布に従う。このと

き HOoの Ho(i)t;こ対する片側検定では棄却域 Fo<F(甲1)，(i=l)，とん>

F(甲2)，(i=2)が一様最強力であることが知られている。ここに F旬。，F(甲2)
はそれぞれ Fn，-l.no-lの下方 1007]1%点，上方 100ザ2%点である。ここで

UI-法の原理により，HOaのHa=HνI)UH，，(2)に対する大きさ甲=守1+れの

棄却域として和集合 U(a)=[Fa<F(甲I)JU[Fa>F(甲2)Jを作る。もし与えら

れた甲に対して， U(α〕が局所的不偏性を満たすように札れを決めれば，

U(α〉は一様不偏，許容的とか検定力が HOoからの隔たりに関して単調増加

であるなど好ましい性質をもっ。こうしてUI-法による Hoの H に対する拡

張された第一種検定の棄却域は， αを況で動かしたときの和集合

UOE笥[α8(1)α，/α8(2)α'<F(ザ1)または α8wa'/a8(2)a'> F(れ)J (6・4)

となり，採択域はその補集合

naE<Jt[F(甲1):5，.a8wa'/a8(2)a':5，.F(甲2)J (6・5)

であるo "， 'i方程式

18(1)-r8ω1=0 (6・6)

の最大根，最小根をそれぞれ rmaxJrminと書けば， (A. 4. 2)により，すべ

ての ad(に封ずる F(甲1):5，.a8(1)α'/a8(2)a:5，.F(ザ2)と F(甲1)三三rmin:::;rmax:::;;

F(甲2)は同等であるから式 (6・4)，(6・5)の棄却域，採択域は

[rmin<F(甲1)または rmax>F(甲2)J; [F(ザ1):5，.rmin:5，. rmax三三F(ザ2)J (6・7)
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となる。したがって F匂，).F(甲2)は最初に与えた有意水準をeとすれば，前

述の局所的不偏性の条件と

Pr{F(守D三三rmin:S; r max:s;F(ザ2)IHol=l-e (6・8)

によって決められる。

6・3 等平均ベクトルの仮説に対する拡張された第一種検定

N(Pω. ..4). i=l.….mのとき.Ho:μ(，)=…=p(m)をH:=THoに対し
て検定する場合には.Ho..: aPω'=…=aP(m)'， Ho: =THao， aEmとする。
Ho..を Hoに対して検定する擬似一変量問題を考えれば，前節と同様に拡張

された第一種検定を構成することができる。 njを標本の大きさ，

Sb=平均〈云ω-X)'(んーめ/(m-1)を m個の標本平均簡の共分散行列，

Sw=:E !! (x(j)，.-X(i))'(x(j)，.-X(i))/( :En;-m)を標本内不偏共分散行列
1=1 .=1 • I、1 / 

/ m '¥ 
とすれば，Fo=aS，川 aSwa'=ん-1，，，-，，.， (n午 ni)，が F-j統計量であり，
一変量のときの等平均仮設に対する F-検定の棄却域 F.>F(甲〉をもとに，Ho 

をHに対して検定する棄却域として， 和集合 UoE9l[F.>F(甲)]が得られる。

採択域はその補集合 n酎混[Fo:S;F(甲)]である。いま

ISb-rSwl=O (6・9)

の最大根を rmax=Cmax(SbSwーっとすれば，棄却域，採択域はそれぞれ
[rmax>F'句)]， [rma玄三三F(守)]と書かれ，F(甲〉は与えられた有意水準 eに

対して

Pr{rm昭三F(守)IHol=e (6・10)

から決められる。

6.4 独立性の仮説に対する拡張された第一種検定

I 仁"..4"..4，.11 
x(lXめ=(x，(lxkt)，x2(lXん))， (kt:S;k2)の分布 N{(P" P2)， 171 7汁}1" ... .." L..421 ~2JJ 
において， Ho: ..4'2=0を H:..4'2学O に対して検定する場合には，

H紬:aA12b'=O. Hob: aAI2b'=T0， aEmt， bE弘 (6・11)
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と分解して擬似ニ変量問題として考える。標本における不偏共分散行列 8=

V/Yの分割における小行列を 8ij=Vu!Y， i， }=1， 2と書けば，止めた a，b 

に対して， αxJと bX2'の聞の標本相関係数は rob=a812b'/(α811a')川.

・(b822b')1'2であるから，昂obを Hob~こ対して行なう検定の棄却域 [røb2>

rη勺を利用することができる。ゆえに UI-法を適用して，HoのH に対する

拡張された第一種検定の採択域は nOE丸nbE\l(.[rab2~r，n となる。これは

1812822-1821-r28111=0 (6・12)

の根，すなわち，標本正準相関係数の2乗の最大値を rmax2=Cmax(81282Z-1 

821811-1)とすれば， (A.4.4) により [rmax2~r~2] と書ける。棄却域は，

[rmax2>r，η2]で，r，η2は与えられた有意水準 εに対して

Pr{r2maま>r~2IHo} =e (6・13)

によって決められる。

6・2-6・4節でみられたように， UI-法によって棄却域を設けるとき，対称非

負行列の特有限の分布が必要である。これについては次章で取り扱う。

6・5 同時信頼区間

未知パラメーターの関数の組を点(θ)，iEl={1，2，…}とし，標本 X の関

数φil(X)，φi2(X)に対して

Pr(φil(X)三Jう〈θ〉三EφiZ(X)， iEl} =1-e (6・14)

(0<ε<1)がなりたつとき，区間の集り

φil(X)三三!i(θ〉三三φi2(X)， iEI (6.15) 

を !i(8)， iElに対する信頼係数 1-eの同時信頼区間という。いま X と

!i(θ)の関数め(X，!i(θ))， iElが存在し，iに無関係な d[tdzに対して

dl~ψi(X， !i(θ))三三d2， iEI (6・16)

が式 (6・15)と同等で‘あるとする。 このとき任意の止めた θに対し，1AJi，8= 

{X: d1三三ψt(X，!i(θ))~d218} とし，iElについての積集合励=ni.lWi，9 

を作るとき，もし励が各 θについてポレル集合で，かっ，Pt(XEW Iθ}= 

1-e， (0くEくりが θに無関係に成立するならば，式 (6・15)が!i(θ)，iEl 
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に対する信頼係数 1-eの同時信頼区間の集りを与える。この場合には，式

(6・16)を (6・15)の形に書き直せばよいのである。

6・6 平均ベクトJしの成分の一次結合に関する同時信頼区間

N(P， .1)の Pの成分のすべての一次結合に対する同時信頼区聞を求める。

O でないすべての実ベグトルの集合を~で表わすとき， すべての αf~ に対

する aP'の信頼区間である。 x，8をそれぞれ大きさ nの任意標本におけ

る平均ベグトル，不偏共分散行列とする。 af~ を止めたとき， αx'~N(aP' ，

a.1aうと 1変量正規分布であるから，よく知られた t一分布に基づく aμ'の最

短不偏性をもっ信頼区間

n1'21a(正一μ)'1 _~~~._.~~ na(x-P)'(正-P)a'
一一←一一一一五一-'-::;cまたは ::;c2 (6・17)
(α8a')ー α8a'

がつ〈られる。 α を~で動かし，式 (6 ・ 17) を満たす標本空聞における集合

の積をつくろう。

すべての式 (6・17)牛今Sup{na(x-P)'(x-P)α， /a8a'} ::;c2 (6・18)
a 

であり， (A. 4. 3)により Sup{nα(云-P)'(X-P)α'/aSα'}=n(x-μ)8-1 
a 

(x-μ)'主主 T2とホテリングの T2_統計量であるから，求める積集合は T2::;C2

を満たす X の集合である。いま T2(めを T2_分布の上方 100e%点とすれ

4ま

Pr {T2=SUp [na(x-P)'(x-P)α'/a8a'J::;T2(e)} =l-e (6・19)
a 

が成立する。 ゆえに式 (6・18)により， c=T(ゆとおけば，すべての af~

に対する式 (6 ・ 17)，これを書き直して，すべての af~ に対する区間群

α玉'一[T2(e)a8a'/nJ1'2::;aμ'::;ax'+[T2(ε〉α8a'/nJ1べ af~
(6・20)

が信頼係数 1-eの αp'，af~ に対する同時信頼区聞を与えている。信頼係

数が正確に 1-e となるのはすべての af~ に対する場合であり，現実には有

限個の一次結合しかつくられないので実際にはと1-eとなるであろう。しか
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し実験，観測に先だって， μの成分のどのような一次結合を推定するか決める

ことができないで，データを検討してから決められる場合には便利で‘るる。

6.7 共分散行列に関する信頼区間

N(P， A)において，すべての aEmに対する αAa' の同時信頼区聞を考え

る。 αx'~N(α〆 ， aAαうであるから (n-1)α8a'/aAa'は自由度 n-1の

χL統計量である。ゆえに

Cl三三(n-1)α8a'/aAa'~C2 (6・21)

を考えるとき，すべての αEmに対して上の不等式が成立するためには，

( (n-1)α8a') _<' ( (n-1)α8a') 
Cl~三 lnf{ 一一一7つ一一}~Sup{ 一一一一ーァ一一}三三C2 、
1 asαJ  a 1 asa' J 

が必要かっ十分で‘ある。 (A.4. 2)によればこの不等式は，

三T戸三Cωmtn以in(S捌8A肘A-川叩→勺1り〉凶ma一臼ιx(倒8A肘'A-→セ1
n-一-1

と書けるから，

Pr (Cl (e)J(n-1)三三Cmin(8A-l)三三Cmax(8A-l)三三C2(ε)/Cn-1)}=1-e 

Pr{cl(e)f(n-1)三三Cmin(8A-l)}=Pr {Cmax(8A-l)三三c2(e)J(n-1)}

によって Cl(e)，c2(e)を定めれば

Pr{Cl(e) 三三 (nー 1)α8a'/aAα'~C2(e); VaE~1}=1ーε (6・22)

が得られる。ゆえにすべての αEmに対する aAa' の同時信頼係数 1-eを

もっ信頼区間として

(nー 1)Cl-1 (ε)a8，α'~aAa'三三 (n-1)C2-1 (e)a8a' ， vaEm (6・23)

を得るのである。上式の各辺を αα'で割り， αを動かして考えれば容易に

(n -1)cl-1(e)Cmin (8)三三ch(A)三三(n-1)C2-1(e)Cmax(8) (6・24)

なる dの特有根の信頼区聞が得られるが，これの信頼係数はもちろんと1-e

である。また Cmax(A)，Cmin(A)に着目すれば，

(n-1)el-1(e)Cmax(8)三三Cmax(A)三三(n-1)C2-1(ε)Cmax(8))
~ (6・25)

(n-1)Cl-1(e)Cmin (8)三三Cmin(A)三三(n-1)C2-1(e)Cmin(8)) 

なる信頼係数と1-eをもっ同時信頼区聞が得られる。
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6.S m個の平均ベクトルの対比較!こ関する同時信頼区間

m 個の k変量正規母集団N (P;， A)， i=1，・・・，mの対比較として，すべて

の aal，すべての i，j(i=l=j)に対して a(P;-Pj)'の信頼係説 1-eの同時信

頼区聞を求めよう。 N(P;，A)からの大きさ n;の任意標本における平均ベ

グト崎るとし，m 個@標本からの dの不偏推定行列を(手…)So=

m n， 一一
~. :E.(x;，，-Xj)'(Xj，，-Xj)とするonjj=n;nj/(n;+nj)と書き，
~1 ，，=1 

la(Xi-Xj-μ;+μρ'1~[c2aSoa'/njj]ν2 (6・26)

を考える。これは

njja(Xi-Xj-P;+μj)'(Xj-Xj-Pi+Pj)/aSoa'~c2 (6・27)

と同等であり， これがすべての aell，すべての ιjについて同時になりたっ

ためには

c2三maxSup{nija(x;-xjーμj+μβ'(Xiー云jーμi+μj)a'/aSoa'}
'，1 o 

=~a?C {nij(Xi-Xjーμi+Pj)SO-l(X;-Xj-Pi+Pj)'}

=mu T722雲 Tmax2
1，1 

が満たされていることが必要でかつ十分である。

(6.28) 

そこで Tmax2の上方 1∞e%点を T回目2(めとすれば， Pr{Tmax2~Tmax2 

(e)} =1-eである。ゆえに c2=T max2(めとすれば，式 (6・26)がすべての

aE~，すべての i， jについて同時になりたつ確率は 1-eで，したがって，

求める同時信頼区聞は

a(五j-Xj)'一[Tmax2(e)aSoa'/n;j]1I2~a(μt一μj)'~a(xj-ij)' 

+[T max2(e)aSoa'/n;jJ1'2 (6・29)

となる。 Tmax2の分布はきわめて複雑であるが， これに関しては筆者の論文

[52，53]を参照せよ。

以上のほかにいろいろの場合に対する同時信頼区聞が求められているが，こ

れらの結果および関連文献については筆者の総合報告 [54]にまとめられて
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いる。それ以後のものとして Anderson[2 J. Khatri [27.28Jを付け加えて

おく。
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7.1 ニつのウィッシャー卜行列の場合

V-W(A， k， )1)， W-W(A， k，μ〕が互いに独立なとき

IV-rWI=O 

あるいは

IV-t(V+W)I=O 

(7・1)

(7・2)

の根 rlどr2と…とrk三0 あるいは 1三t1とらと…三九三Oの同時分布を求め』

う。まずこれらの根が正則変換群の下で不変であることに注意すれば，最初か

らA=Iとしてよい。もちろん)1，μとkとする。行列論より

V=TDrT'， W=TT' (7・3)

なる変換が存在し， η=η(i手j)となる確率は Oであるから， もし tliと0，

i=l，…， kと規約すれば，式 (7・3)の変換は1対1である。非線型変換のヤ

コーピヤンを計算する例として次の定理を証明する。

[定理 7・1] 変換，式 (7・3)のヤコーピヤンは
h 

J(V， W; T， Dr)=2kITlk+2II(rj一η) (7・4)
iくj

である。

[柾明] 式 (7・3)の両辺の微分をとると

dV= (dT)DrT' + T(dDr) T' + TDr(dT') (7・5)

dW= (dT) T' + T(dT)' (7・6)

とれらの左から T-l， 右から T'ー1を掛け

dX=T-l(dV)TH， dY=T-l(dW)TH， dZ=T-l(dT) 

とおけば

dX=(dZ)Dr+Dr(dZ)'+dDro dY=dZ+dZ' (7・7)

となる。 (A.5. 6)により J(V，W; T， Dr)=J(dV， dW; dT， dDr)で，
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これを三つの部分に分けて

81 

J(dY. dW; dT. dDr)=J(dY. dW; dX. dY)J(dX. dY; dZ. dDr)・

.J(dZ. dDr ; dT. dDr) 

として計算する。ところで

J(dY. dW; dX. dY)=J(dV. dX)J(dW. dY)=ITI帥 -u，

[.べA.5. 4)] 

J(dZ， dDr; dT， dDr)= J(dZ ; dT)=ITI-k， [・.・(A.5. 3)] 

と求められる。 J(dX，dY; dZ， dDr)を計算するために式 (7・7)を各要素

についてみると，d'Xii = 2ηdzu+drj， d'Xjj =η，dzjj+rjdzji; dYjj = 2dzjj， 
d官jj=dzjj+dzjjであるから，ヤヨーピヤシは

d'Xjj 

dYii 

d'Xjj(i<D 

dYij(i<ρ 

dr， dZjj dzjj(i>ρ dzjj(iくj)

Ik L i 0 0 
o 21k i 0 0 

o 0 1 P Q 

o ojIル 1)/2 1，帥 -1)/2
(k-l) (k-2) 

の行列式の絶対値である。ここに P=diag{rh... ， rl ;η，…， η:…; rk-l}， 

Q=diag{η， r3t…， rk;九…， r.:…; rkl。ゆえに J(dX，dY; dZ， dDr)= 
h 

2kIP-QI =2k II (η-rj)となる。以上の三つの結果をまとめて式 (7・4)が得
tくj

られる。

さてもとへもどって Drの同時分布を導こう。 Y，W の同時分布は

iωート1) .!_ω-k-1) 
p( Y， W) =c(k， lI)c(k，μ) I YI2 . '1 WI2 .. • 

吋-! tr(Y+ W)} 
同 11)]-1=
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で，これに変換，式 (7・3)を施せば，式 (7・4)の結果を使って

kio-k-1〉h4ω+ト 11)
p(T， Dr)=2"c(k， lI)c(k，μ)IIη2' -.:0: (r;-rj)・IT'TI2

;=1 ;くj

吋ーすげ+島)TT'} (7・8)

となるから，これより Tを積分により消去すれば Drの分布が得られる。さ

てtijの範囲は O<tlj<∞，一∞<tjj<∞(i手1)であるが，一∞くれj<∞と

してがで割っておけば積分の値に変化はないから

1000 ...1000ににIT'TI七日〉e却{-~ tr(l+島)T'T}dT

=去ににIT'TIト -hh(ーすげ+Dr)T'T}dT
となる。被積分間数が T'Tの関数であることに着目してスーの[定理3・2]を

適用すれば

， a a ÷P-t恥 1〉 上山_10_1、
1=ーl … 1" 帥 h 寸 IUI2'- ・~ .-ー，

ー rU>fjr 旦rlす(k+1-i)J 

吋ーすtr(叫)U}dU
14hLikh-l〉zr2'- 4""'" -， 1 

2" 主r[~ (k+1ーの]ω
と計算される。ゆえに式 (7・8)を Tで積分し常数を整理すれば

" ~(~-"-1).. . -~(Hωh 
p(Dr)=c(k，ν，μ〉思η2" .. -'(1+r;) 2'''~' II (η-rj) (7・9)

iくj

c(k， 11 ， μ)J査 r[~(山+日]
hlrB(叶1ーのJr[ま(μ山)Jr[~ (k+1ーの]

(7・10)
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と求められるo

aの分布は rj=t;/(l-ti).i= 1.….kであるから式 (7・9)から

k -b(>-kーわ よくμ-k-l)k 
p(島)=c(k.11.μ〉息tj2，- -'(1ーが 耳 (ti-tj) (7.11) 

.<三1

となる。以上をまとめて

[定理 7・2] Y，.......W(A. k. 11). W~W(A. k.μ)で互いに独立とする0

0とk.μとめ:このとき IY-rWI=Oの根 rl三…三九三Oの同時密度関数は

式 (7・9)で.lV-t(Y+ W)I=Oの根 1とんと…と九三Oの同時密度関数は式

(7・11)で与えられる。

7.2 一般化ベータ分布の利用

Y-W(I.k.II)， W，.......W(I，k，μ〉を互いに独立とするとき，Z= W-1I2YW-1I2 

の分布は 3・8節の一般化ベータ分布で，その密度関数は式(3・41)により

P∞ 1 |沼問dZ劉d|片士(>一ν
烏(;μ't扮う II+ZI片す似ωω 

-i -ι r[士山+1-i)] 
" 一一一

ι(まμ，tv)日 品 r[;(叶日Jr白〈μ+日]

である。ところで [(A.1.13)]

ch (Z)=ch (W-1I2YW-1I2)=ch (W-l Y) = (r1>…，rk) (7・14)

であるから IZ-rII=Oの根 ηと…とrkとOの同時密度関数は前節で求めた式

(7・9)である。式 (7・12)の Zfこ

Z = LDrL' (lliと0，j=l，…， k) (7・15)

なる変換を施す。ただし Lは第一列が非負の要素である直交行列である。こ

の変換の後 Lで積分すれば，変換のヤコーピヤンを J(Z;L. Dr)と書いて
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(7・16)

なる積分公式が得られる。

7.3 一つのウィッシャート行列の場合

式 (7・16)の結果を使ってまず次の定理を証明する。

[定理 7・3] Vを kxkの対称確率行列，その特有根を SI>…>Skと了す
る。もし Vの密度関数が g(SIo…，Sk)と S/Sだけの関数であるならば，

SIo…， Skの同時密度関数は

~k伶+1)
h f; 寸 g(SIo..・，Sk)立(Sj-Sj)
HrlE(k+l-t〉|~

(7・17)

である。

[柾明] V=LDsL'により V→(L.Ds)なる変換を行なう。 Lは lljと0，

j=l，…， kである直突行列で Ds=diag(SIo "'， Sk)である。ゆえに p(L.Ds)= 
g(SIo…， Sk)J(V; L， Ds)となるから，式 (7・16)を使って Lについて積分

すれば Dsの同時密度関数，弐 (7・17)を得る。

この定理の Vとして V--W(I， k， 11)を用いれば次のようになる。

[定理 7・4] V --W(I， k， 11)， かとののとき，Vの特有根 SIと・・・三Sk三O
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の同時密度関数は

骨士h
P(SIo .... Sk)=咽一日一 一

F査 rr~(叶 1ーの IrIす(h+1-t〉i
.叫~-;会SJ査Jω-k-l)占(S;-S，)
1 ;1: 1 J ;=1 iくj

(7・18)

である。

上の S;.i=1.・・・.kの同時密度より容易に

q=Sl+SZ+・・・+Sk (7・19)

の分布を求めることができる。 qの特性関数を求めれば

e(e;tf/.)="""""，; zih 
d1rE(仲山)]r[!(k+1-i)] 
-f fAsjM 
(1 k 1 k 

・叫iーす(1ー2it)平吋忍(S;-S，).ds1".dsk 
_.!..k> 

=(1-2it) ~ 

これは自由度 b の χ2サ士布の特性関数である。

[定理 7・5J V..... W(I. k. 11)の特有根を SIo….Skとするとき.q=Sl+・・・

+Skは自由度 b の χ九分布に従う。

7.4 異常ウィッシャート行列がある場合

7・1節で二つのウィッシャート行列 V.Wがあるとき lV-rWI=Oの根

の分布を得た。本節では Vの自由度 vが次元数 hより小さく.Vがウイツ

シャート分布をもたない場合を取り扱う。すなわち.X(IIXk) ..... N.，(O;めと
し.V=X'Xと表わせるとき IV-rWI=OのOでない根 ηと…とrrの同時
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密度関数を求める。 7・1節の場合と同様に，根が任意の正則変換の下で不変で

あるから A.=Iとしてよい。ところで， Ch(VW-l)=ch(X'XW-l)=ch 

(XW-IXワと 0でない根は Z=XW-IX'の根である。この Zは3・8節の

式 (3・43)で定義されたステューデント化されたウィッシャー下行列で，その

密度関数は式 (3・45)により

・ ν rI ! (v+μ+1ーのl
p(Z)=ーァ二一-II_ ー '-- ..... 

戸 川勺け(k+1-i)Irけ(山+l-k-i)l

lZIいー川〉
lI+Zlto+同

=:-__::"合 r[~ (V+.u+1-i)] 
z七(~-1) 品 r[す(k十日]r[~(山 +l-k-i)]
"- ~(トト1) __ • -4-(~+μ〉
・耳が (1+η) 2 

である。これは r;，i=l，…， vだけの関数であるから[定理7・3]を適用すれ
ば， rlt・・・，r~ の同時密度関数は

ν 会(k-~-1) . _ " -~(~+ρν 
p(rlt…， r..)=D(k， v，μ〉旦が (l+r;) 語 II (r，・-r;)

tくj

(7・20)

D(k， v，μ〉

， ハ1.(v+μ+l-i)I 
zzI1「唱， rγ ， rf 「

;=1 rI.玄〈糾1-i)Irl.玄〈ν+1ーのIrほか+μ+l-k-i)I 
σ・21)

と求まるのである。式 (7・9)と比べてみれば，式 (7・9)の k，v，μをそれぞ

れ v，k， JI+μ-kに置き替えると式 (7・20)が得られることがわかる.
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ν 与〈トト1)•. • -!-(，μ-k-l)ν 
P(t1o "'，ら)=D(k，1I， μ〉旦tj2' • (1ーが II (tj-tj) 

j<J 
(7・22)

V=X'X， X(1I xk)-~バo: ..4)， W-W(..4， k，μ〕とする。
ただし V三;;k，μとhである。もし V と W が独立ならば， IV-rWI=Oの

根でOでないものの同時分布は式 (7・20)で，IV-t(V+ W)I=Oの根の同時

分布は式 (7・22)で与えられる。

IV-t(V+W)I=Oの根 1とれ三…三九三Oの同時密度関数は

E定理 7・5J

きてlV-rWI=Oの根の分布において μ→∞としたときの漸近分布を求

めてみよう o11之島の場合の式 (7・9)，1I~k の場合の式 (7 ・ 20) のいずれにつ

いても全く同様にできるので，式 (7・20)を取り扱う。 μη=Sj，i=l，…，11 

としむと…とらの同時密度関数を考えれば，

耳(Sj-S;)
Sく2

1 ‘ --!-(~+ρ 
D(k，1I， μ) .!す(k-~-l)1. . Sj ¥ 孟

かくS10・"， s，，)= 咽 II_ Sj 2 _ • ( 1 +ーl
-7-h 1=1 ，μJ  
μ& 

となる。ここで μ→∞とすれば，ガンマ関教に対するスターリシグの公式を

ーら
=e .. ， 
〉U
F
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hv 
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一2ぷ
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噌
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m同
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仙
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用いて

1 
-ーν
1(" 

P主r[~ (川ωJr[~ (k+1ーの]
lim D(k， 11，μ〉
一

昨今回 一.hμ-

(7・23)

2をbU[ま(11+1ーのJr[~ (k+1-i) ] 

.吋一括Sj}主sjい百(内〉

1 

1(2 

が容易に示されるから

limpバ$10・・・，S，，) 
fJO"""帽
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となる。式 (7・9)の場合には，上の式で kとνを入れ替えたものである。

7・5 標本正準相関係数の2乗の分布

4・8節で xl(lXk1).x2(lXk2). (k1三三ん〉の聞の標本正準相関係数の2乗

は，種和行列 (nーl)S=Vの分割を用いて

1 V12 V22-1 V21- r2 Vll 1 =0 

の根 T122三…?:.rk12であった。いま

(7・24)

U= V12 V22-1 V 21 • Vll.2= Vll-V12 V22-1 V21 (7・25)

とおけば，式 (7・24)は

IU-r2(U+ Vll・2)1=0 (7・26)

と書ける。[定理 3・8Jによれば.Uと Vll'2は統計的に独立であり，かっ

Vll・2-W(All'2=Al1-A12A22-1A2h k1• 11ーん).ν=n-1である。

さて母集団正準相関係数が全部 O.換言すれば.A12=Oなるときの r12とー

とrk12の同時分布を求めよう。この場合には Vll.2-W(Al1. kj， lI-k2)である。

一方 Uの分布は[定理 3・8Jを導いたときの議論から容易に得られる。すなわ

ち，式 (3・30)から.A12=Oであれば.Z= V ll .2• L= V12 V22-1I2. V22は互

いに独立で L'-Nk.(O; All)であることがわかる。ところが U=LL'でか

つk，-:::;_んであることに注意すれば.U-W(Al1. kj， k2)が得られるのである。

これらの結果から A12=Oのときの r12と…三rk12の同時分布を求める問題は

式 (7・2)を取り扱ったものと同じである。ゆえに[定理 7・2Jにより

k1 _~ ~(k.-kl-1) 
p(r12• ・・・ . rk1乍 c(kj， k2• lI-k2) 旦(η2)2~ - -

l.(~-k.-k， ー1) k1 
・(l-r/)2・・・-II (rj2-rl) (7・27)

iく2

と求められる。ただし c(kj， k2• lI-k2)は式 (7・10)と同様の常数である。

特別の場合としてム=1.ん=k-1とすれば
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p(r12) 
r司[~討J.] {_2'1、伊伊杓い炉-3)"1

r[ま(伶晶ト一寸[~ (叫川1一k)う]、.， J '¥..A.. 1 "" 

となり，これは重相関係数の2乗の分布，式 (4・40)である。

7・6 最大根の分布に関する数衰

前章で取り扱ったユニオン・インターセクショシ法による検定方式，同時信

頼限界をつくるとき，ウィッシャート行列に関する特有根の最大値，最小値の

%点が必要であった。これらは本章で得た根の同時密度関数から最大根，最小

根の周辺分布を出して計算する必要があるけれども，実際には積分がやっかい

で街単にはゆかない。そのために実用に便を与えるべく自動計算機により求め

られた数表，図表がいくつか用意されている。

これらは IV-t(V+ W)I=Oの根について求められているので，IV-rWI

=0の根に対しては r=t/(1ーのの関係を使って計算される。またん，i=， 

・・，kの最小根は O;=I-t;，i=l，…，kの最大根であるから，結局，数表，

図表としては最大根に対してつくられている。 Pillai[37]は最大根 tmaxの

上方%点を得るための近似公式を k=2(1) 5に対して求めるとともに，上方

5%，1%点の表をつくっている [38]。さらに彼と Bantegui[40]は k=6の

ときの結果を出している。 Foster& Rees [11]， Foster [12，13]は k=2，3，4

のときの tma玄の上方 1%，5%， 10%， 15%， 20%点のかなり詳しい表を与

えた。また Heck[16]はk=2(1)5に対して 1%，2.5%， 5%点の図表を与

えている。

本章で取り扱った特有根の分布は，等共分散行列とか11=1とか独立性とか

いった仮定のもとに導かれたものであるが，一般的な場合は，その取り扱いが

はなはだ複雑である。これに関しては James[24]， Tsumura [57]を参照せ

よ。
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8・1 回帰係数行列の推定

確率ベグトノレ x..(1xk)，(α=1，…， n)の共分散行列が A.(kXk)，その平均

が e(x..)=z..Bであるとする。ここに z..(1Xl)は既知ベグトノレ，B(lXk)は

未知パラメーターの行列である。 X'(kXn)=(x/，…，xn')，Z'(lx n) = (ZIo ".， 

zn')とおけば

e(X)=ZB (8・1)

と書くことができる。いま n三h十l，Z の階数を Iとし， 2・1節， 4・2節の意

味で Bの最小共分散行列法による推定を考えよう。すなわち (X-ZB)'(X-

ZB)を最小にする Bを求める。これはよく知られている最小2乗法の多変量

の場合への拡張の一つである。[定理 2・3Jの証明を利用すれば

(X-ZB)'(X-ZB)= {(X'X)一(X'Z)(Z'Z)-l(Z' X)} 

+ {B-(Z'Z)-l(Z'X)}'(Z'Z) {B一(Z'Z)ーl(Z'X)} 

(8・2)

と書け，(Z'Z)が正則だから右辺の各項は非負行列である。ゆえに Bの最小

共分散行列推定量は

B=(Z'Z)ーl(Z'X) (8・3)

であり，このときの最小共分散行列は残差共分散行列

nA = (X -ZB)' (X -ZB) = (X' X)一(X'Z)(Z'Z)-l(Z'X) (8・4)

である。しかし B を発見的に求めるには，任意の αに対する二次形式

a(X-ZB)'(X-ZB)a'を考え，これを最小にする Bを求めるためにめij

(i=1，…， l; j=1，…， k)について微分して0とおくことが必要である。この

演算を実際に行なってまとめれば容易に

Z'(X-ZB)=0 

が得られ，したがって式 (8・3)となる。
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もし母集団が正規型 ;xo-N(zoB， A.)であれば，上の Il， Aはまた B，A. 

の最大尤度推定量でもある。尤度関数はその対数をとって

logL(B，d〉=-thlog〈制-flog|d|

-t吋 1くX'X -X' ZB-B' Z' X + B' Z' ZB) 

であるから

6logL(B， A.) 1 ._J~8B'~'9r ~8B'~，~~\ 
ー == : tr A.-11 2一一一Z'X-2一一-Z'ZBI8sij -2 •• --¥θβjj _.. -8sjj ---/ 

( 8B' . _. __ _. ___ . .1 
==tr~一一ー(Z'X -Z' ZB)A.-l ~ 
l8βリ j

==[(Z' X-Z'ZB)A.-1Jjj 

となる。ゆえに行列の形にまとめて

(Z' X -Z' ZB)A.-l ==0すなわち Z'X-Z'ZB==O

と計算され式 (8・3)が得られる。 dの最大尤度推定は[定理4・2Jにより式

(8・4)であることが容易に認められる。

8'2 Bとdの標本分布

Zが既知ベクト Jレで，したがって Bは Xについて一次であるから，正規

母集団のとき， [定理 1・7Jにより，B の分布は正規である。その平均は

e(B) == (Z' Z)-l Z' e(X) == (Z' Z)ーlZ'ZB==B (8・5)

で，IJの二つの列ムとんの聞の共分散行列は容易に

f)(si-s;)(ム-sj)'==).jj(Z'Z)ー1 (8・6)

と計算される。

[定理 8・1] xo-N(zoB， A.)， α==1，…， n，すなわち X-N..(ZB;め

のとき，行ベグト Jレ(Pl'"・" Pkつは平均 (βム…，sk')，共分散行列 A.x

(Z'Z)-lをもっ kl変量正規分布に従う。

次に dの分布についてみよう。まず
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nA=(X-ZB)' {1"-Z(Z'Z)-lZ'} (X-ZB) 

(B-B)'(Z'Z)(B-B)= (X-ZB)'Z(Z'Z)-lZ'(X-ZB) 
と表わせることを確かめられたい。 X-N，.(ZB:めに対して Y=(X-ZB)

A-lIBなる変換を施せば， Y-Nn(O:ん〉となり，Y'Y-W(l;. k， n)が得

られる。ところで，上の関係を使えば

Y' Y =A-lIB(X -ZB)' (X -ZB)A-1I2 

=Aー凶{(B-B)'(Z'Z)(B-B)+(X-ZB)'(X-ZB)}A-1/2 

= Y' {Z(Z'Z)-lZ'} Y+ Y' {1"-Z(Z'Z)一lZ'}Y (8・7)

と書くことができる。そして

{Z(Z'Z)-lZ'} 2=Z(Z'Z)-lZ'. 

{1"-Z(Z'Z)-lZ'} 2=ι-Z(Z'Z)-lZ' 
であるから，Z(Z'Z)-lZ'と {1"-Z(Z'Z)-lZ'}は畢等行列であり，した

がってその階数は跡(トレース)をとれば得られる。すなわち

r{Z(Z' Z)-l Z'} = tr {Z(Z' Z)ーlZ'}

=tr{(Z'Z)-l(Z'Z)} =trll=l. 

r{ι-Z(Z'Z)ーlZ'}=tr{ι-Z(Z'Z)-IZ'} 

=trl"一位{Z(Z'Z)ーlZ'}=n-l 

である。ゆえに式 (8・7)に対してコクランの[定理 3・13]を適用すること

ができ，n-l三kに注意して

nA-1I2AA-1I2= Y' {1"-Z(Z'Z)ーlZ'}Y-W(l， k. n-l) (8・8)

でかつ A-1I2(IJ-B)'(Z'Z)CB-B)A-川 =Y' {Z(Z'Z)-IZ'} Yとは独立に分

布することがわかる。さらに A-1I2(IJ-B)'(Z'Z)(IJ-B)A-l'2=U'Uとd
とは独立な U-N1(O:111)で表わせて，したがって適当な直交行列 4(IXめ

を用いて (Z'Z)I'2(企-B)A-川 =4Uと書けるから，企は dと独立である。

E定理 3・3]に注意して以上をまとめると次の定理が得られる。

[定理 8・2] X-N" (ZB: A)のとき，nAは企とは独立に W(A.k，n-l) 

に従って分布する。
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8.3 回帰係数行列に関する仮説検定

X(nXk)~Nn(Z(nx l)B(IXk) ;のにおいて，回帰係数行列 Bの分割:

B'=(B，'. B2') ， B1: 11Xk， B2: 12xk， 1=1，+んを考え，仮説
Ho: B，=B，* (8・9)

の尤度比検定を考えよう。 8・1節の結果を用いれば

錦官

LJl三maxL(B，d)=(2Z〉-thnnthm|(X-zbY〈X-zh)|ーすe-戸
B.A (8・10)

であり，一方仮説 f五の下での最大尤度は，次のように計算される。 Z=(ZI

(nX 1，)， Z2(nX12))と分割し，Y=X-Z，B1ホとすれば，Hoの下での志度

関数は

-';'kn ーら ( 1 1 
L(B2， A)=(21r) 2 IAI 2 exp~ 一二trA-'( Y -Z2B2)'( Y -Z2B2) ~ 

1 2 -~.-.' ， - -， J 

であるから，最大尤度を与える B2 とdの推定量は前と同様に

82=(Z2'zo-lZ2'Y，J=(Y-Z282Y〈Y-Z22〉 (8・11)

と求められる。ゆえに

-';'kn ';'k滑
Lω三 maxL(B2，A)=(21r) 2 n2 
B..A 

舟舟 -i，z-i加
.1(Y-Z2B2)'(Y-Z2B2)1 2 e 2 (8・12)

こうして Hoに対する尤度比検定規準の 2/n乗として

ベム)uml(Lm川 -ZB)I
LJl / I(Y -Z2B2)'(Y -Z2B2)I 

(8・13)

が得られる。ところで

(X-ZB)'(X-ZB)= (X-Z，B1*-Z2B2)' 
(ln-Z(Z'Z)ー'Z')(X-Z，B1*-Z2B2) (8・14)

.. .. 骨 骨

(Y -Z2B2) ， (Y -Z2B2) = (X -Z，広場-Z2B2)'(X -ZIB，*-Z<jB2) 
^ ^禽

= {(X-ZB)+Z，(B1-B1勺+Z2(B2-B2)}'.
• {(X-Z企)+Z1〈81-BF〉+Zdhz-80}
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= (X-ZB)'(X-ZB) + {ZI(B1-B1*) 
+ZE(B2-iL〉}'{Z1(企'I-B1勺+Z2(82-iL〉}

さらに，B= (Z' Z)-I(Z' X) より (Z'Z)B=Z'X. したがって ZどX=

(Z2'ZI)B1 + (Z2'Z2)B2で B2={(Z2'Z2)ー1{(Z2'X)ー(Z2'ZI)B1}と書ける

から

ゆえに

82-82=(Z2'Z2〉-1{(ZUX〉ー(Z2'ZI).81}
一(Z2'Z2)-1 {(Z2' X)一(Z2'ZI)B1*} 
=ー(Z2'Z2)ー1(Z2' ZI) (B1 -B1 *) 

^ ... 
{ZI (B1-B1 *) + Z2(B2 -B2)} ， {ZI (B1 -B1 *) + Z2(B2 -B2)} 

= (B1-B1勺，{ZI -Z2(Z2' Z2)一1(Z2' ZI)} ，・
・{ZI-Z2(Z2' Z2)ーI(Z2'ZI)}(.81-B1*) 
= (B1-B1*)' {(Z!'ZI)ー(Z!，Z2) (Z2' Z2)-I(Z2' ZI)}・

. (B1-B1*) 

となるから

〈Y-Z282Y〈Y-Z282〉=〈X-zSY(X-zS〉

+ (B1-B1勺，{(Z!'ZI)ー(ZI'Z2).

・(Z2'Z2)ーI(Z2'ZI)} (B1-B1勺 (8・15)

が得られる。

さて以上の準備をもとに検定統計量 ωの分布を考えよう。まず前節の[定理

8・2]により V=nA= (X -Z.8)'(X -Z.8)の分布は W(A，k，nーので企と
独立，したがって，式 (8・15)の第2項

W=(B1-B1事)'Al1.2(B1 -B1勺

と独立である。ただし，Al1・2三 (ZI'ZI)一(Z!，Z2) (Z2' Z2)ー1(Z2'ZI)。ところ

で仮説 Hoの下で W は

W=U1'U1 

と U1(IIXk)-1九(0;A)によって表わされることが容易に示される。まず

[定理 8・1]によりBは kl変量正規分布に従い，B1は B の部分行列である
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から，B1 はやはり正規であることに注意する。 Ul=A:~二 (B1-B1*) とすれ
ば，明らかに W=U1/U1，U1の分布は k11変量正規分布で，その平均は

S(EFi〉=A;;?28〈81-B1・)=0である。 U"B1の第 t列をそれぞれ UIa，Alt
とするとき

S(U191j'〉=Aif26(A1一β1i*)(丸一β!j*)判;二

= A:~~2 {Aij(Z' Z)ー1の左上隅の 11X1l行列}A22

=AtjAif2A;J.2A;;二=Aijl11 

と計算され，したがって U1，....，M.(0;..4)がいえるのである。

以上をまとめるとwは次の形に書かれる。

IVI w=一一一一一=1... • ;7: 1 'WY7'1 1.... TT_I;g.....TTT_1J21 (8・16)1 Y + WI 11k+ Y-l WI 11.・ TT_川町

ここに Y，....，W(..4， k， n-1)， W=U1/U" U1，....，M1(0;..4) (Hoの下で〉であ

る。さらにんと kの大きさにより次の二つの場合に分ける。

(i) 11~k の場合:このときには W，....，W(..4， k， 11)であるから，

F= Y-1/2WY-1/2とおけば，これは第3・8節の一般化ベータ分布をもっ行列で

と書ける。

(ii) 11<kの場合:このときには

1 11  
w 一 一一一一ー一一一一-1ι+ Y-l WI -11k+ Y-IU/ U11 -111.+ U1 Y-1Uγl 

1 

-1li.+TI 

(8・17)

(8・18)

と書ける。ここに T=U1Y-IU/はステューデント化されたウィッシャート

行列，式 (3・43)である。

上の ωは ..4-112Y..4-1I2， ..4-1/2 W..4-1/2と変換しても不変で，一般性を失う

ことなく ..4=んとしてよいから，F， Tの分布はそれぞれ式 (3・41)，(3・45)

である。これを利用すれば仮設 Hoの下における仰の積率を容易に求めるこ
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とができる。

( i) 11とhの場合には

e(wh) L 一 fト _l_J凶FI斤|J÷ドて勺てσtτ亡亡;:二ごhトM日-寸1)γn 
BkιE伊一
BhιEω山川一→-l)の)+吋h，; 11J 
Bk品白ω一

土fr[;士ω炉山一→I件川+刊山1一i)+hJr巴(n-叫んい+トOサ] ……… 、n ... 
一品r巴山山)Jr[ま山

(ii) lι1<kの場合には

ω 4叩 (ω仇ωn爪μ，1山 j..1 一斗_l_J凹T引ペ|
宜吟削う判o 11ι+T引Ih川11ι十 T引1 2γ ~--

CCn， 110 1ρ r r 1Tlh-11-1〉
~/- ~_.~;" :U，... ，CCn+2h， 110 12) J…J '-'. dT 
C(n+2h. llo 1ρ J J ~n 一心

II+TI2、町

CCn. 110 12) 
C(n十2h.110 l2) 

となる。ここに式 (3・45)より

rEω-lal一。]
C(n. 110ん)=一一一一-II

U J…i4r[ま(k+lーのJr[すω-la1-k-i)]
であるから，これを代入して計算すると

ec作品r[;(吋山)Jr[まCn-12-k+1引 4
戸lrE〈吋+1ーの+hJr[ま(n-12ー糾1ーの]



第8章 正規回帰論一一共分散行列分析一一 97 

が得られる。

(i)， (ii)に対する積率，式 (8・19)，(8・20)は，表現としてどちらか一方

に統一することができる。すなわち式 (8・19)は (8・20)の形に，式 (8・20)

は (8・19)の形に導くことができる。たとえば(i )のんとkの場合を考えれ

ば，式 (8・19)は

rI ! (n-l2+1ーの1I日 Fi! (n-l2-k+1ーの|
f)(wh) =日「tプ ~~瓦「噌」白 土・

7出川+1-i)+h11戸 1rlす(n-l2-k+1ーの+川

l，-k rI ; Cn-l2-k+1ーの+h11k rrl ; (伽n一l+1一の+叫叫h川| 
II ----=】)II ----=一 d

品 r[~山2-一M一→i)] J i凶=41r[t山 +ω]

i r[~(刊+ω] ι r[士山
一品 r[~山

l;::.k己1-k rr[~山2-一山引hJ] 
-qr[士山市ω]

ι r[士山
炉斗I九1「μ-→h

九 ri!cωn一lらa1一O川1ri! (n一1ん2一k朴叩+刊1一の+刊州h川! 
= II ---;:;で d 『.』-d 『-

i=1 rlすCn-l2+ω+川 r片付-l2-k+1-i)1 

と式 (8・20)の形になる。 wの分布はこれらの積率によって決まるから次の定

理が得られる。

[定理 8.3J 式 (8・13)の尤度比検定規準の 2/n乗を Wk，l川ー1，ーらと書け

ば，仮説 Hoが正しいときの叫，1"n-l，ーらの分布は，kとんを交換した
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Wl，.k.n-kーらの分布と同じである。

この結果により 11三hとして議論を進めよう。 E定理5・3]，[定理 5・6]の

場合と同様に， ωを互いに独立なベータ変数の積として表わすことができる。
h 

[定理 8・4]n-1=v， 11=μ と表わすとき， Wk. "，.~ の分布は IIZj の分布

と同じである。ここに Zj(i=1，…，k)は互いに独立で，

O十日，まμ〉に従う確率変数である。

ベータ分示8〈zi;t
[恒明]

e(約一占4(v+ト i)+hJr[ま(叶μ+日]
;吋士山一寸白川+トi)+hJ

llJO+14川ーlfI-S3t世田Ida

一旦B[!(川 ω シ]Jo 、 ノ

=AKzか
から直ちにわかることである。

ω加."'.~は EUi2 と同じ分布に従う。ここに

y;は互いに独立で，ベータ分布 β(yj;ν+1-2i，μ〉をもっ。またk=2m+1

のときには， W加+1."，.~の分布は旦Zl'Zm+l の分布と同じである。 Z;，i=1，・・，

k=2mのとき，[定理 8・5]

m+1は互いに独立で，ziの密度関数は β(Zj;ν+1-2i，μ)， Zm+lの密度関

数はβ(いを〈川一札シ)である。
[匪明] k=2mのときは ωの積率において二つずつ因子を組み合わせて

mfr，! (v+2)-i+h lr，! Cv+1)-i+h 1 
ecω勺=II(-..b白 F 唱 ゴ主? 「」

同 lIi'す(ν+か ilrIす(叶トペ
r[ま(山+2)-iJr[!川+叶 l
r[ま(川崎-i+hJr[!山+山+hJJ
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!!.(r[v+1-2i+2h]r[v+μ+1-2i] 1 
一戸i1 r[v+1-2i]r[v+μ+1-2i+2h] J 

m 1 (1 I ~(Hl-2i)+幼-l(l-~)I'-ld~
t':l B(v+1ー2i，μ)Jo 

= j~l e(ylh) =e(立がr

99 

が導かれるから定理の前半が得られる。後半はいまの証明と前定理の証明を合

わせて考えれば明らかであろう。

8.4 特別な場合における却の分布

前節の[定理 8・3-8・5]によって，特別の場合における wの分布を具体的

に求めることができる。次に二，三結果を述べておく。

(i) k=l:(ν/μ)(l-Wl片山)IW1，μ，νは自由度〈μ，v)の F-分布に従い，

[(v+1-μ)/μ](l-WI'， I，...)/Wμ，1，νは自由度 (μ，v+1-μ〉の F-分布に従う。

(ii) k=2: [(v-1)/μ](1-J五二二)1J広三二の分布は，自由度 (2μ，

2(v-1))の F-分布， [(ν+1一μ)/μ](1-JWI'， 2，...)/ J石工;の分布は， 自由

度(2μ，2(v+1-μ))の F-分布である。

(iii) k=3: 

11 . 3 ¥ 
Pr{ωa山...::;~} =I~( : v-1 ー)~\ 2' ~， 2) 

r(v+2)rl: (v+川 lL-112I  12~2- -J1-五
+ -~. -~< r 1.. "' II v(ν-1) 
JliT(v-1)rl ; (v-1) 11 

在[町c5in(2~-1)一討
+J /1川百町}J1 (αω1 τ一→10引gペLγ一マτ一つ)+ 3(v叶川~1)-/ } 

(8・21)
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。+めか+1)112(11-1)(11-2〉÷(叫Pr{w3.4，ν:s;a} = ，-， -/ ，-， -/48'--/ ，- -/ a ・

{1I~2一辺 12 6 __， 11-2 11-1十 ν2":r;--;:r;lOg

+811i  一一ーが一一一--::-11:トν+1 - 11+2 -J 

8・5 回帰係数行列に関する尤度比検定規準の漸近分布

式 (8・13)の積率 (8・19)より尤度比 A=が12の積率は

E rr ~ (n-l + 1-i+nh)1 

(8・22)

e(A勺=e(w"h勺=C7日 4 〈8・23)
II rl.玄(nーら+1-j+nh)I 

と[定理 5・4]の式 (5・15)の形をしている。記号の対応は

a=k， St=tn，sz=す(-1+1-i)，

b=k， 百jztn，vt(ーら+1ー
で，これより自由度 fは

f=ー2{治同日一治同+1ーかま(kーの)
=kl-kI2=kl1 

で Tl=Oとする τを計算すれば

(8・24)

τ=.!.~n-12- ~ (k +lá1)~ (8・ぉ〉
n I L: J 

が得られる。ゆえにこの fとT を用いれば

-2 "r'logA=ートーらーす〈糾山}logw (8.26) 

は近似的に自由度 kl1の χ2_分布に従うのである。
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8.6 平均ベクトJしに関する一様性の検定

q個の正規母集団 N(μ(h)，A.)， h=l，・・・，qにおいて，仮説

Ho:Pωo:=pω=…=μ(q) (8・27)

の検定を考えよう。 N(Pω，めからの任意標本を Y(h)h…，y仰向とし，n= 

n，+…+nqと表わす。いま

X'(kX n) = (x/，…， Xnl" %"1+1'，…， Xn') 
o:=(yω1'，・・・，Y(l)n/， Y(2)1'，…， Y(2)n.'，…， Y(fl)向')

Z'(qX n) 0:= (Z，'，・・・，ZnムZn. +1'，…， %nl+向'，…，Zn') 

1 1…100…00…O 

o 0…o 1 1…10…O 
00…000…o 1…O 
=1 00…000…o 0…0 

00…000…00…1 

1 1…111…1 1…1 
、-v--"、-v--"

n， n2 
B，'=(μω'-p(q)'，…，P【fl-1)'-P(fll'): kX(q-l)， 
B2'=P(fl)': kXl， B'(kXq)=(B，'B2') 

とおけば，x，.-N(z，.B， A.)あるいは X-Nn(ZB;A.)と書くことができて，

検定すべき仮説 Hoは B，=Oに同等である。したがって 8・3節以下に展開
した理論を使うことができる。これにより検定規準wをもとの観測されるベグ

トル y，.によって表わしておこう。

nA.= (X -ZB)'(X -ZB) = (X' X)一(X'Z)(Z'Z)・'(Z'X)
= (X'X)ー(X'Z)E' {E(Z' Z)E'}ー'E(Z'X)

=造2H{川
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nlO…0 nl -1 nlYCl) 

o n2…0 n2 n2Yc2l 

. E，JEI E' E o 0…nq-l nq-l nq-IYq-l 

nl n2・・・nq-ln 主njycil I 
ここでEとして

ベ二三ごd-H
を用いれば計算が容易になって上の第2項は急n釘ふjlとなる。ゆえに

d=t会2U{dtoe-急nw

=会急句Cjl..一面{の)'(YCil..-YCρ (8.28) 

といわゆる標本内共分散行列が得られる。

一方，式 (8・13)の分母のほうは B1*=Oであるから

Y=X-Z1B1事=X， Z2'(1Xn)=(1， 1，…， 1) 

1 1 q 町一
B2=(Z2'Z2)-IZ2'Y=す(1，1，…，1)X=す亙 21Hi【戸g

したがって

nZ=〈Y-zAY(Y-Z282〉=i533(HUM一五)'(y Cil..-y) 
i=1 .. ~1 

=:En均i(吾ふC;ω;l一函易)'(φ示恥“ω}一証必)+1皐1i23(句Ycω伽gρ仰，..一証&ふ{“ωtρρl)'(句Uω伽a一証必{匂ωiの】
i=l i=1 ，ω.~1 

(8・29)

と標本間共分散行列と標本内共分散行列の和， すなわち， 全共分散行列であ

る。こうして Hoの検定規準 ωとして式 (8・28)と式 (8・29)の比が得られ，

WII，q-1川-qの分布に従うのである。
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他への検定規準

Y=nA=(X-ZB)'(X-ZB)， W=(BI-BI*)'Au02(BI-BI*)とおけば

Ho:BI=BI事の検定規準 wは式 (8・17)の形

8.7 

w= ._JY! 一一
IY+WI 

(8・30)

と書かれた。いま

(8・31)IW-rYI=O 

の根を rl三ηと・・・三九三Oとすれば，K'YK=I， K'WK=Drとする正則な

η
 
+
 

噌

L

K
E
M
 --

同
一
叫va 

K が存在するから，wは

IK'YKI 
IK'Yl(+K'WKI 

(8・32)

y， Wに対する正則な変換したがって，

w 

と ηだけの関数として表わされる。

群の下で不変である。

Hotell-Lawley [29]， Hoの検定規準として尤度比に基づく ωとは別に，

ing [19]は

h 

丸2三iEri=位 Dr=trK' WK=tr WKK' =tr WY-I (8・33)

W=U1'U1= を提唱した。もちろんこれも正則変換の下で不変である。いま

UI'UI+…+Ul/Ul，と書けば

九2=叫 'U1Y-l=急ω (8・34)

と表わされる。ここに Tlは本質的には Hotellingの T2_統計量であるが，

共通に Y-Iをもっているので互いに独立ではない。 T02の分布に関しては，

Pillai & Mijares Ito [22， 23]， 

[41]，塩谷 E49]， Siotani [50， 51]を参照せよ。

いま一つよく知られている検定規準は Roy[43]の与えたもので

Pillai & Samson [39]， Hotelling [19]， 

(8・35)rl=Cmax(WY-l) 
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である。これは， ユユオン・イシターセクション法により導かれたものであ

る。

以上あげた検定規準は式 (8・31)の根の関数として表わされているから，す

でに求めた η，i=l，…， k，の同時分布 (7・1，7・4節)から Hoの下でのこ
れらの分布を原理的には決定できるが，実際には k=2を除けば計算は至って

複雑である。

8・8 共分散行列分析

1変量の場合における分散分析は，多変量の場合に容易に広げることができ

る。実際8・6節は一元配置におけるものであった。他の例として乱塊法を取り

扱う。基礎の線型モデルは

Xjj(1xk)=μ+'C'j+{Jj+eij， i=l，…，a; j=l，…， b (8・36)

呂町=声iβj=O，ejj-N(O， A.) (8・37)

である。農事試験のことばを使って， "I:jを t番目の処理効果，んを j番目

のプロッグ効果，実験の行なわれる単位をプロットとよぶことにする。 1変量

の場合に対応する全変動の分解は

.~L~(町一X..)'(Xjj-x..) 

=btE 〈均・ -X..)'(Xj.-x..)+aj~(x・j-X..)'(Xヅ-X..)

+ヨZ2Mj一明・-X・j+X..)'(均j-Xj.-x.j+x..) 
aT+8+E (8・38)

である。ここに叫=沼町Ib，X・j=沼戸la，X・FEElwabで，Tは
処理変動を， 8はプロッグ変動を，そして Eは誤差変動を表わしている。

さて n=ab個のプロットをある一定の順序に並べ， α番目の観測ベクトル
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を x..(α=1，…，n)， (x;/sの中の一つ)とし，これを観測行列にまとめて

X'(kXn)=(x.'，…， x..')と表わす。また処理，プロッグに関して

( 1 α番めのプロットが t番めの処理を受けたとき

gj"=lo そうでないとき

h...=J 1 α番めのプロットがj番めのプロッグに属するとき

'''-10そうでないとき

g;'=(gih gj2，…，g川)， G(nXa)=(g.，…， ga) 
h/=(h;h h;2，…， h;，，)， H(nXb)=(h.. ...， ho) 

なる量を定義する。別に

l..'(IXn)=(I， ...， 1)， Bt'(kXa)= ('r:t'，…， 'ra')， 
B2'(kxb)= CP.'，…， βo') 

を定義すれば，線型モデル，式 (8・36)を

e(X) =1..P+GB. + HB2= (向[るJ=.ZB (8.39) 
と書くことができる。 Z[nX(l+a+b)]=(l"GH)は実験の計画行列であり，

B[(I+a+b)X幻は未知パラメータ一行列である。そして X-N"CZB;め

である。ただし，いままで取り扱ってきたものと異なり，ここの Z の階数は

l+a+bより小さく(たとえば 1..=g.+…+gaである)，したがって Z'Zの

逆行列が存在しないから，Bを式 (8・3)として求めることができない。しか

し式 (8・37)の条件，すなわち，la'B.=O， lo'B2=0の下で尤度関数を最大

にすることができ，最大尤度推定量として

^ ^ ^ ^ 
P=x..， B.'=('1:.'， …， '1:a')=(x.・'-x..'，・・・，xa・'-x..')
B/=(βJ，…， β'o') = (x..'-x..'，…， x.o' -x..') (8・40)

と1変量の場合に平行した結果が得られる。ゆえに dに対する最大尤度推定

量は

nA.=(X-ZB)'(X-ZB) 

= (X -1"P-GB.-HB2) ， (X -l..P-GB.-HIl2) 
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=21E(xu-x，-xj+x.Y〈Xiy-z，-xj十x..)=E (8.41) 

と式 (8・38)の誤差変動そのものである。

さて次に処理聞に変動がないとL、う仮説

HO:'I:'I=・・・ ='I:'a=Oあるいは B1=0 (8・42)

の検定を考えよう。仮説の下における p，B~ ， Aの最大尤度推定量を求めると
A A 

μ=X..， B/=(X'I'-X，人…，X'b'-X，，') (8・43)
:A :A '* :A-A:  

nA=(X-1nμ-HB2) ， (X -1nP-HB2) 

=2122(xrx jYUu-z・j)

=辺嘉(X;J-Xi.-X.j+X..)'(Xij-Xi'-X・j+X..)

十b~ (Xi・-X..)'(X;・-x..)=E+T (8・44)

であるから，尤度比に基づく検定規準は

となる。

ω一InAI _ ___lAj 一 一一|n2|一 IE+TI

同様にプロック聞の変動がないという仮説

HV:β1=…=βb=Oあるいは B2=0
に対しては，検定規準

が得られるo

ω'一 IEI一
IE+SI 

(8・45)

(8・46)

(8・47)

W， w'の Ho，Ho'の下における分布は， 8 ・ 3~8 ・ 5 節と同様の議論を繰り返

せば，それぞれ，wk， a-1， (a-1) (b-1)，叫 ，b-1，(a-1) (b-1)の分布であることがわが

るが，これは次のように直接コクランの定理を適用して示すこともできる。い

ま Y=X-ZB=Xーしμ-GB1-HBzとおき Y'Yを分解する。

Y'Y=Y'(千)Y+Y'(In一千)Y
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(1..1..' ¥ v-， v-，( GG' 1..1..' ¥ v-， v-，( HH' 1..1..' ¥ 
=Y'(.一生~lY+Y'( ーで一一~)Y+Y'ト一一一一一一 i
¥n/  ¥0  n/  ¥a  n/  

/ _ GG' HH' 1"1.' ¥ 
+Y'(I..-ーっ一一一一一+-=-=-)Y
¥ 0 a n J 

=Ql+Q2+Q3+Q~ 

ここに nXnの二次形式の行列は

(1 .. :..'Y山 (ιW)2nL 一一 =一一一一 一一一一一1=1一一一一一
n/  n ¥ n/  n 

(GG' 1..1..'¥2 GG' 1..1..' 
一一一一一一-
¥ b n J b n 

( HH' 1..1..'¥2 HH' 1..1..' 
一一---，一一一-
¥ a n / a n 

(しn GωG' 即， 1..川 GG' 即仙I一一一一一一一一+一一一1=1一一一一一一一一+一一一b a n J --.. b a I n 

と軍等行列である。これらは

(8・48)

G'G=b1a. 1..'G=bla'. G1a=I... G'H=la1b'. HH'=alb• 

ln'H=alb'. Hlb=l .. 

に注意すれば容易に検証されるであろう。ゆえに各行列の階数を求めるために

跡をとれば

/1.1.'¥ _ 1_ LL'¥ 
r(ーと:!!__)=1. r( ln--=-=-)=n-l=ab-l. 
¥ n / ¥ n / 

IGG' 1.1.'¥ 
rl-7一一~)=tr{(glgl'+…+gaga')/b}ーl=a-l
¥ 0 n J 

/ HH' 1.1"'¥ 
r(-=一一一-=-=-)=b-l.
¥ a n / 

1 _ GG' HH' 1.1.' ¥ 
r(I，一一一一一一一一+-=ムJ=n-a-b+l=(aーl)(b-l)
¥-.. b a n J 

が得られ，かっ

- n=(1)+(aー1)+ (b-l) + (lI-a-b+ 1) 

(8・49)

であるから.[定理3・13](コグラン〕により， Qj， i=l，…， 4は互いに独立

で，かっ
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Qj= U/Uj， Uj(JljXk)-N日(0;..4)， i=1，…， 4 (8・50)

と表わすことができる。ただし， Jliは式 (8・49)に求めた Qiの自由度であ

る。そして Jli?:.kであれば Qj-W(..4， k， Jli)なのである。

さて la'BI =1，，' B2=0を考慮して Q2を Xijの関数として書き置してゆけば

Q2=ま(G'X -G'l"P-:G'GBI-G' HB2) ， 
. (G' X -G'I"P-G'GB1-G' HB2) 

-.!.(I"'X-l，，'l，，P-l，，'GBIーln'HB2)"
n 

. C1"'X-l，，'I，，P-l，，'GBI-l，，'HB2) 

=bi召(Xj・-P-T:i)'(X;.-P-T:;)-n(x..-P)'(x..-P)

=bE(吟・-X..-T:j)'(Xj.-X..-T:;) (8・51)

となる。特に Ho:B1=0が正しいときには Q2=Tである。同様に

Qa=aZL(Zj-x-W〈XJ-xーβj) (8，52) 

で， Ho': B2=0の下では Qa=Sとなっているのである。また

QF222〈Xtj-Xa--x・j+X..)'(Xij-Xj.-x・j+x..)=E (8.53) 

と B"1.ちのいかんに関係なく Eに等しく，したがって (a-l)(b-l)とkの

とき， E-W(..4，k，(a-l)(b-l))なのである。

こうして Hoの下での式 (8・45)，Ho'の下での式 (8・4η の分布は，それ

ぞれ， W..，O-I， (0-1) (6-1)， W..， "-1， (0-1) (6-1) の分布であることが8・3節より直ち

にわかるのである。
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A. 1 行列主党，行事IHこ関するいくつかの公式

(A. 1. n .4伶Xp)，B(txqト C(qxp)ゃ D(qxりのとき
!A Bi 
1.. ID!lA.-BD寸 CL (IDj学的

[議騎3

iC Di 

IA Bi 
j iziAi!払 CA叶 Bt. (iAI持)
C D! 

lA BI !A Bil 10 01 ii A Blr ん 011

Ic Di=ic DI! -D~lC IJ'lc DJL-D:JC IJ 
IA-BD-IC BI 
口 t ~. ..J=ニiDIlA-BD-JCI
1 0 DI 

もう一つのほうも向擦で糸る。

(A. 1. 2) A(pxq)， B(守XTJ1とfi"iJ"して

日。+.ABI=IIq十五?AI

場 (A.1. S) 11十x'YI:=l十YX'
(A， 1. 4) (ヤ古一どの公式).A(pxおの行列式 1.41における IZ;，Jの余関手を ，，'liJ

とすれば，

IA1ik， A.，均LA
A;'k，I'-"-'i"， 

である。ここに A(;，・t2:n!.R-Z!は iAiのお香 id'jと九ん潟とを除いた p..2次の小符
列玉えで暴るo

[~明3 はもっと…絞約な形の主主遂とともに予普通のむ亨!J，行列まえの教科欝に出ている

から参照されたい。たとえば，芸春)奈 [15]の 1・18節セ窓よ。

(A， 1. 5) tl'(o4.B)=tr(BA) 

{ム i.6) 

rA" .4，λγB" R，.' A=l .. .-1. B出 Aω1;:::1 ..一!
しA21A2d' LJま.1B泌j

とし，分裂は対応してるものとする守このとき

Bu"'" (All-.Al~22-1A苦心“主 主主21口一0422-司法Bu

Rzz= (A22-A21All-lA12)六 B1盟諸叩Al!-!A12B:鈴
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[柾明]

r AIlBIl+AI2B21 AIlBI2+A12B22l 
I=AB= I . --_ --I 

LA21BlI+A22B21 A21B12+A22B2d 

でなければならないから，Btj(i，j=1，2)は

AIlBIl+AI2B21 =1， AIlB12+A12B22=0 

A21BIl+A22B21 =0， A2!B12+A22B22=1 

を満たす。この行列方程式を解けば容易に定理の結果が得られる。左側の 2式のうち下

の式から B21= -A22-1A2IBIlが得られ，これを上の式に代入すれば， (AlI-AI2A22-IA21)・

.BIl=んしたがって BIl=(AIl-A12A22-IA21)→となる。残りも同様である。
(A. 1. 7) A(pxp) で正則，U(pxq)， V(qxP)， B(qxq)とするとき

(A+UBV)ーI=A-1_A-1UB(B+BVA-IUB)-IBVA-I， 

=A-1_A-1U(B-1+ VA-IU)-IVA-1， (IBI*O) 

(A. 1. 8) A(pxP)で正則，x(lxP)， y(lxp)とすれば

(A+x'y)ーI=A-1_A-1x'yA-1/(1+yA-1X')

(A. 1. 9) Aを対称で憲等な行列とすれば，Aの特有根は1か0である。ゆえに適

当な直交行列 F によって

i1.0l 
A=r'l' Ir 
1001 

の形に書ける。これより A の階数は r(A)=trA=γである。

(A. 1.10) M(pxn)， (p三印)， r(M)=pとすれば，¥M'(MM')ー1Mは案等行列£

ある。

(A. 1.11) A(pxp)の特有根をん…，んとすれば

trA=ん+…+Ap・IAI=AIA2…ん
[征明] IA-UI = (-1)P(A-A1)…(A-Ap)の両辺の展開における AP-1の係数を比較

すれば all+…+app=Al+…+んが得られる。また A=Oとおけば IAI=(ーl)P(-A1)... 

(-Ap) =A1A2'いんである。

(A. 1.12) A(pxp)， B(pxp)とし，A を正則とすれば，IB-AAI=oの根は，

BA-lあるいは A-1Bの特有根と同じである。

(A. 1.13) A(pxq)， B(q xp)とするとき，ABのOでない特有根は，BAの0で

ない特有根に等しい，すなわち，ch(AB) =ch(BA)。

A.2 行列の因子分解

(A. 2. 1) V(pxp)を対称で非負の行列とする。 Vの特有根をん…，んとすれば

V=A'DλA 

なる直交行列 A が存在する。ここに Dλ=diag(A!o…， Ap)である。

もし， V が正値定符号，んが相異なり ， A の第 1 列の要素が atl~O であれば，上の



付 録 111 

表現は一意である。

[証明] 前半はよく知られているから，ととには後半の一意性の証明だけを与える。

定理の条件を満たす直交行列として AloA2があったとしよう。このとき，V=A{D，λ，Al 

=A2'DλAあ したがって A2A1'Dλ=Dλ，A2A1'が得られる。いま A2A1'=B=.(btj)と

おけば，btjAj=Atbtjすなわちんj(ん-Aj)=0である。仮定によりん#ん(i4j)であ

るから btj=O(i*j)，すなわち B=Db三 diag(blo ...， bp)と対角行列であることがわか

る。ところで，DbDb'=Db，=A2A{A1A2'=んより bt2=1，したがってん=土1であ

る。ゆえに D土1で対角要素が lかー1である対角行列を表わせば，A2=D土lAlなる

関係が得られる。しかし仮定により au(l)注0，au(2):;;:::0であるから，D土l=lp，すなわ

ち，A1=A2でなければならない。

(A. 2. 2) V(pxp)を対称で非負の行列とする。このとき常にV(pxp)= w' (pxp) 

W(txp)の形に書ける。特に Vが正則ならば W は正則である。

[註明] 前定理により直交行列Aが存在して V=A'DλAと書ける。ところで Vが

非負であるからん:;;:::0， i=I，…，pで， したがって， V=A'D.，D行A となるo w=  
D.，A とおけば V=w'woVが正則ならば D行が正則で結局 W もまた正則であ
る。

(A. 2. 3) V(pxP)が対称で正値定符号であるとき

V= V1I2V"2 

と表わすことができる。ここに V1I2は対称である。

[証明] (A.2.1)により V=A'DλAoVが正値定符号であるから特有根はすべて正，

すなわち，ん>0，i=I，…，れゆえに A が直交行列であることに注意すれば

V=A'D.，D-ITA=A'D.TAA'D.TA 
と書ける。 V"2=.A'D.τAと定義すれば，これは対称かっ正則であり ，V= V"2V"2と

なる。

(A. 2. 4) V(pxP)を対称な正値定符号の行列とする。このとき，正の対角要素を

もっ三角行列 T(pxp)によって，一意に V=T'Tと表わすことができる。

[証明] まず Vが三角行列の積として表わされることをPについての数学的帰納法に

よって示そう。このため pxpのときの V，Tを Vp，Tpと表わす。きてp=1のとき

は明らかであるから，p-lのとき Vp-1= Tp_{Tp_1なる表現が可能であると仮定して，
Vp=T:/Tpとすることができることを示す。 Vpの第 P行，第 P列を除いた部分は，

(p--l) x (p-l)の対称，正値定符号行列であるから，これは Vp-1= Tp_/Tp_1と書け
る。ゆえに

rTD-1'TDー1: v' 1 
VP=トー-ームー十一一ート (v: lx (t-l)， vpp>O) 
L V : VppJ 

の形である。 Tp-1は正則であるから t=VTp_1-lによって tを定めることができ，した
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がって. (A.1・1)により世抑-tt'>Oであるととに注意すれば

rT，，-.'TJI-I T，，_t't' 1 fT，，-.' 0' 1 r7'，，-. t' 1 v，，=1ぺ'-'-..---， 1=1 ~-. W"-' - 1=れ'1'"
L tT"..・. v"" J L t .;石戸別L0 .;石FW!

と表現されるのである。

次にこの表現が一意であることを証明する。いま定理の条件を満たす三角行列が=つ

あったとして 1'..7'2と名づけよう。すると V=7't'1'.=7Y7'2であるから (1'2')ー.1'1'=

7'27'.-1であるが.7'27'1-1がやはり生と同じ形の三角行列であり.(れ')-11'1'はT1'

と同じ形の三角行列であることに注意すれば，結局

1'21'1-1 =D..a:diag (a.. •••• a，，) 

であることがわかる。ところが D..D..'=D...=7'27'1-1[(7'2')-IT.'J'=れれ-17'17'2-1=1

で，したがって a，=土1. すなわち D..=D土1である。ゆえに T2=D土1T1。ところが
T.. 7'2の対角要素は正であるから D土1=1でなければならない。結局訊=れとなり
一意性の証明を終わる。

(A. 2. 5) X(mxp). Y(冊xP).Pζ間三自のとき

X'X=y'y三=竺rx=y

ととに rは r'r=lmなる nXm行列である。
[1iE明]←に対する証明は明らかであるから逆方向の証明を考えよう。もしmく需の

ときは X'の代わりに (X'O弘 (0' : px (n-m))を.rの代わりに (rr1Hr1: 

帽X(n-m))を考えれば，問題を変えることなく議論を進めることができるので，最初

から m=nとしても一般性を失わない。

X'Xは対称で非負の pxp行列であるから.4なる直交行列があって

4'(X'X)4=[す ~J=[~ø ~J[~ ~J[~ø ~J 
と書くことができる。これより

[ロJ=[す ~J4'X'X4[ケ ~J
いま

r D .. -1 01 rI. 01 
A(nxP)a:X41 ふlJとおけば 1~ OI=A'A 

同様に，Y'Y(=X'X)に対しても同じ dとD"が得られ

rDー10寸 rI.O寸
B(nXp)a:Y41 ふ11とおけば1~ OI=8'B 

とこで A=(A1(nxr). A.(蝿xp-r))と分割すれば



付 録 113 

r A.' A， A.' A.1 r 1. 01 
A'A=I - - - -1=1. 1 
LAa'Aj Ae'AaJ • LO oJ 

であるから.A!，Aj=IT' Aa'Aa=O. したがって Aa=Oとなる。そこで Aa(nx石=干)

を Ao(nxn)= (Aj(nXr). Aa(nx石-r))が直交行列になるように定める。すなわち，

Ao'Ao= AoAo'= Iflo同じ議論をBに対して行なえば，直交行列 Bo(冊×偶)=(Bj(nxr).

Ba(nx瓦=子)).Bo官u=Bo'Bo=んが得られる。いま r=.BoAo'とおけば，もちろん
rは直交行列である。そして (BjB3)=Bo=r Ao= (r Aj， r Aa)より Bj=rAjoゆえ
に A=(Aj， 0). B= (B1> 0)を結ぶ関係 B=(Bj， 0) = (r Aj. 0) =r  (A j• 0) =r  A 

が得られる。これはまた

r D..-j 01 r D..-j 01 
Y41 - _ l=rX41 - _ I 
1 0 1 1 ---1 0 1 1 

であり .y=rxが得られる。

(A. 2. 6) X(叫xp). (pζn).を階数Pの行列とすれば，

x=rDITA 

と表わすことができる。ここに A はpxpの直交行列.DIτ=diag( -v'li.…JAp.)で

んは X'Xの特有根.rは r'r=んなる叫xp行列である。もしんがすべて異な

り.Aの第1列の要素がすべて非負であるという条件をつけると， この表現は一意でお

る。

E証明] 仮定により (X'X)は対称で正値定符号の pxp行列であるから.(A.2.1) 

により X'X=A'Dλ.A=(A' DIT) (DIτA)なる直交行列 Aが存在する。ゆえに (A.

2.5)により x=rDIτAと表わすことができる。もしんがすべて異なり .Aをその

第1列の要素がすべて非負であるものとすれば.A. DITは (X'X)から一意に定まり，

したがって rもr=XA'DI，jにより一意に定められる。
(A. 2. 7) X(侭xp). (16旬)を階数 9の行列とすれば

X=4I' 

なる表現が可能である。ここに I'(pxP)は三角行列.4(何xp)は 4'4=んなる行列で

ある。もし Tの対角要素をすべて正のものとすれば，上の表現は一意である。
[1iE明」は前定理の証明と同様に.(A.2.4)と(A.2. 5)を組み合わせて考えればよい。

(A. 2. 8) X(侭xP). (p~n) を階数 P の行列とすれば

x=rw 

と表わすことができる。ここに w(pxp)は対称行列.rは r'r=んなる nxp行

列である。

[証明]は (A.2. 3)と (A.2. 5)を組み合わせて考えればよい。
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A.3 行列の微分

行列 A=(au)の各要素が :1).'Y.・・・等の関数とするとき

dA _(dau¥ 
dx -¥ dx J 

と定義される。全徴分については.dA=(daU)である。

dA dB 
(A. 3. 1) ( i ) dz (A土B)=-;;;土 rk' d(A土B)=dA土dB

dA_  .dB 
(ii) dz (AB) = "d": .B+A・"d!;.d(AB) = (dA)B+A(dB) 

(A. 3. 2) Aが正方行列で正別であるとき

dlAI ... (.. dA) 
苛.L=IAltriA-l"d; f' dIAI=IAltr{A-l(dA)} 

[笹明] auの余因子を AiJと書き，A-l= (atJ) とする。このとき，

dlAI=会活字ldaiJ=主主A，向 =!AIああ会daiJ
(_1 J-l r.lUf，j t・1J-1 (=1 J-l 141 

=IAI造語aJ'da'J=凶Itr {A-l (dA)}・

dlAl/dzのほうも同様である。

(A. 3. 3) B= (b'J)を pxp行列とすれば，

。IBI_ D 810glBI 
一一一=Bu 一一一一一=bJi [Buは buの余因子，B-l= (tU)] 8b'J --'J' 8btJ -- L -')  • ~ "') 

(A. 3. 4) Aが対称行列のとき

。IAI_ A 81AI 
石 ;7=Au- 苛 =2A妙 (糊 ;[Auはauの余因子]

dA-' . . dA 
(A. 3. 5) -dz =_A-l. "d; .A-l. dA-l=-A-l(dA)A-l 
[1iE明] AA-l=Iの両辺の微分をとれば

(dA)A-l+A(dA-l) =0， 

であるから，これより直ちに dA-l=-A-l(dA)A-lを得る。

。I8 8 ¥ 
(A. 3・6) 石=¥石7・…・石;)なる記号を使えば

£(XAX')=M 
A.4 二次形式に関する結果

(A. 4. 1) A(pxP)を対称で階数 γ(;5;P)の非負行列とし，かっ， Cmln=Cm，n(A). 

Cm.，，=Cm.，.(A)とする。いまOでないベタトル a(lXp)の全体を vlで表わせば.
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Cmln=誌(aAa'/aa小 Cmax=溺 (aAa'/aa')

である。ゆえに，“すべての aE況に対して d1:::;;;aAa'/aa'ζのである"ということは，

"d1:::;;;cmln三二cmax:::;;;d2" ということと同等である。

[証明] aAa'/aa'の最大，最小を求める問題は，b=a/、厄矛とおけば，bb'=lなる

条件の下に bAb'を最大，最小にする問題と同等である。ゆえにラグランジュの未定係

数をcとすれば，bAb'-c(bb'-l)をbの要素について微分してOとおけばよい。 (A.

3.6)によって bA=cbとなり .bAb'の極大極小を与えるベクトノレが A の特有ベクト

ルであることがわかる。このときの値は bAb'=cbb'=cで特有根にほかならない。した

がって bAb'の最大値は Cmaxであり，最小値は Cmlnである。

(A. 4. 2) A(pxp)を対称で正値定符号，B(pxp) を対称で階数 r(~p) の非負行

列とする。方程式 IB-cAI=Oの最小根，最大根をそれぞれ Cmin'Cma.xとすれば

Cmln= Inf (aBa'/aAa')， Cmax= Sup (aBa'/aAa') 
oE型l aE'll 

である。ここに混は (A.4.1) のものと同じで‘ある。ゆえに，“すべての aE~ に対し

て d1三二aBa'/aAa'ζd2である"ということは，“d1三三Cmtn三三Cma.x三ζd2"ということと同

じである。

[iiE明] a=bA-lほとおけば.A>Oであるから.bの全体は況と一致する。この b

を使えば.aBa' /aAa' = bA -1'2BA -1I2b' /bb'となり (A.4.1)の場合となるから，求め

る最小値，最大値はそれぞれ Cm1n(A -1'2BA -1/2)， Cmax (A -1I2BA-1/2)である。ところ

で， ch(A-山BA-1I2)=ch(BA-l) = {IB-cAI =0の根}であり，結局定理の結論が得ら

れる。

(A. 4. 3) xを 1XPのベクトル，Aを対称，正値定符号行列とすれば，
Sup{ax'xa'/aAa'} =xA-1x'である。
oE'll 

[薩明] (A.4.2)において B=x'xとおけば.Cmax{(x'x)A-l} =Sup{ax'xa'/aAa'} 
oE¥!.l. 

であるが，がおの階数が1であり，したがって. 0でない (X'X)A-lの特有根はただ l

個であるから，

Cmax{(x'X)A-l) =tr{(x'x)A-l} =xA-1x' 

となっているのである。

rVu V12lp 
(A. 4. 4) V=I wr" wr'-1-(P~q) を対称で正値定符号の (p+q)x (p+q)行列と

LV21 V2dq 
p q 

L. 0でない実ベグトル a(lXp)の全体を貌，b(lxq)の全体を 58とすれば

Cmln= InJ {[aV12b']2/(aV1〆)(b V22b')}， 
of'叫
bE!8 

Cmax=Su]:l{[a V12b'J2f(a Vua') (b V2~')} 
oE'll. 
bE!8 
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とこに，Cmln' C皿"は，それぞれ方程式 IVl2 V1S-1 V21-CVIII=0の根の最小値 C回 M
(V11 V22-1 V21 VII-l) ，最大値 Cmax(VIIV11-1 V21 VII-l)である。

[鉦明〕は本文 2.4節に含まれているのでここには述べない。

A. 5 行列変換のヤコービヤン

[征明]その他詳しいことはDeemer& O1kin [10]を見よ。

(A. 5. 1) (i) J(Y: X) = T，v1.守で
J(X: Y) 

(ii) Z=f(Y)， Y=f(X)のとき， J(Z: X) =J(Z: Y)J(Y: X)， 

(iii) U=f(X)， V=g(Y)のとき，J(U， V: X， Y) 

=J(U: X)J(v: Y) 

(A. 5. 2) y=xA(II，x;IXP， A;pxP)， J(II:x)=IAI 

(A. 5. 3) Y=XA(X， Y; pxq， A; qXq)， J(Y: X) =IAIP 

Y=BX(X， Y;pxq， B;pxp)， J(Y:X)=IBlq 

(A. 5. 4) Y=A'XA (全部 pxp，X， Yは対称)， J(Y: X) =IAIP叫

[1iE明] Aが正方で正則であるから，行列論により

A=E"，E，冊ー1・"EIEI
表わすことができる。ここに E'sのあるものは，対角要素のほかはすべて 0，対角要素

は句=c，その他は1という型のものでるり，残りの E は，対角要素が全部 1，(i， j) 

要素 (i=Tj)が C，その他の要素はすべて0といった型の行列である。ゆえに

Y=E1'...E"，'XE，問・"El

と書ける。 Y1=E"，'XE"" Ya=E，隅ーt'Y1E，冊-10…，Y，冊三Y=ElY，冊~IEl とすれば， (A. 

5.1) (ii)により

J(Y: X) =J(Y : Y幅ーI)J(Y"'-I:Y "，-2)…J(Y1: X) 
と分解される。ところで，E，.としてさきに述べた二つの型について

Y，.=E"，_，.'Y O-1E"，-，.の両辺の要素間の関係式を書き， これより偏微分係数のつくる行
列式を計算すれば J(Y，.:Y，酔 1)= IE"，_，.IP+1が容易に証明される。したがって

J(Y : X) = IE11P叫…IEmIP+1=IEm".E1Ip+1= IAIP+1 

が得られる。

(A. 5. 5) Y=T'A+A'T (全部 pxp，A， Tは三角型，Yは対称)，

ー'J(Y : T) =2P II Q"P-Hl 

[1iE明] AI-lYA-l=AI-IT'+TA-1の形にして，Z=AI-lYA-l， S=TA-Jとおけば

Z=S'+~まであり，
J(Y: T) =J(Y : Z)J(Z: S)J(S : T) 

と分解され，各国子は容易に計算される。すなわち，
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](Z: S) =2"， ](Y: Z)=I孟|肝1=占au"+1 ['.・ (A.5.4)]， 

](怠:T) =l/](T:怠)=dau-t，[tu=主StoolZ耐， 制)を利用]
この結果をまとめれば

J沢川(仔Y:T豹)=(主立1fμa向如t叫J念♂p刊サヤ)(幻mベ)べ(立ザ
(A. 5. 6紛) 行列変換 Y=j(X)が与えられているとき，dY=dj(X)は徴分dぬXtり1に
ついて線型であり，]汽(Y:X)=!(μdY:dX) である。

[1[明]行列変換は仇=lt(xlo.... x"，). i=し・，m，と同じで，d仇=IE(8んj8xJ)

dXJに注意すれば，dY=dl(X)は (dylo…，dy"，) = (dXIo…， dx"，) (8!t/8xJ)の形のも

のである。行列式 I(8!t/8xJ) Iはとりもなおさず最初の行列変換のヤコーピヤンである.

この定理は非線型変換のヤコーピヤγを計算するとき，微分の線型変換に直して計算

すればよいことを教えるものでたいへん便利である。

(A. 5. 7) Y=X-l (X. Y: pxpで対称)， ](Y: X) = IXI-(!>叫
[証明] dY = -X-l (dX)X-l. ](Y: X) =](dY:dX) = IXjーω+1)，
(A. 5. 8) V=T'T. (V:pxpで対称，T:pxpで三角型)， 

](V : T)=せtu，，-t+l

(A. 5. 4)) 

[1[明] 両辺の徴分をとって dV=T'(dT)+(dT)'T.ゆえに (A.5. 5)により

](V: T(=](dV: dT) =21>判P円Idit九ttp-t州+叫1 

参 考

を得る。
(塩谷 実)
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第l章概 論

1'1 多変量解析の認識

多変量解析 (multivariatestatistical analysis)とは，実際的には統計理論

の全域を包含するもので，独立または種々相関の度合いの異なる，二つ以上の

変量による多次元分布法則に基づき，統計的推論を試みようとするものであ

る。

たとえば，n個の一変量標本値が独立にかつ同一正規分布に従うと仮定して

算術平均の分布を考えること，またその場合の平均値に関する検定で標本平均

と標本分散による Studentの t統計量を導入してくることなど，通常の単一

変量解析 (univariatestatistical analysis)理論も，多変量解析における卑近

な特殊例として考えうる。

一方，自然現象や社会現象に対する構造模型への接近・法則性の追求を鋭〈

考究すればするほど，現象の多面性にたち返って，数種類の計測特性による統

計解析，すなわち多様な計測情報の同時処理が，現実に最も密着した統計解析

理論として必要になってくる。

このように多変量解析は，日常に最もしばしば普遍的に適用されるものであ

り，通常次の二つの型式で表現されてくる。

1) ρ種の異なった変量値で観測されたn個の標本に関し，各観測値はP次

元空聞における座標の点として考えられる。すなわち，各点はp種の変量値の

順に，ただ1箇所の位置を占める。多変量としての性格は標本数nに直接関係

するものではない。
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2) P種の異なった変量は，互いにその変量聞になんらかの関連性(一部分

ない場合も含めて)を示し，現象を全体的に考えるときそれらの変量を一つで

も無視して捨て去ることはできない。すなわち，これらの変量は必ず同時にと

もに考慮されねばならない。

きて，このように多変量解析を，関連性のある幾つかの観測特性をもっ資料

についての統計解析として述べてきたが，この変量聞の関連性について，変量

の従属性 (dependence)，独立性(independence)および内部従属性(inter-

dependence)の区別をつける。

従属変量とは，ある一つまたはいくつかの変量の値を，当面するある条件で

指定するとき，これらの値に対応し決定論的偏差 (deterministicdeviation)を

または確率的変動 (randomfiuctuation)を伴って値を定める変量をし寸。独

立変量とは，他の変量値の如何に関せず，すなわち従属せずに値を定めうる変

量をいう。内部従属性とは，従属変量同志の聞の関連性をいい，特に選定した

変量{直に対する関連をさすものではなし、。最も単純な囲帰直線における二つの

変量は，従属性(確率変量)と独立性〈指定変量)をもっ変量に区別され，ま

た相関係数や因子分析を論ずる際の変量は，内部従属性を示すよい例である。

次に，多変量解析の応用例を若干の学問分野の研究で示す。実際の現象と具

体的な問題の所在により，読者が多変量解析の型を吟味するたすけとしたい。

A. 生物統計

古代人の頭蓋骨は，種々の部位の大きさが測定され種族別の統計資料として

収集されている。いま，ある地域の土壌から発掘された古代人の頭蓋骨の計測

により，そこに棲息していたのはどの種族であったかを決定したい。また，こ

のような調査として，測定する頭蓋骨の部位は通常どれほどであればよいか。

ある年令帽の成人男子の体型を類型化したい。体重・身長など身体各部位を

詳しく測定した資料をもとに，どれほどの測定で如何なる体型を定義づければ

よいヵ、

B. 環境衛生

各地区の環境衛生条件を羅列し，これらのデータより類型化を試み，各型別
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に季節病・風土病を調査する。さらにこれを季節病カレンダーと比絞し，各疾

病の通性および地区別の特殊性を意義づける。

c.竃業
毛糸の開発研究には，重要な品質特性の一つに毛糸の風合(ふうあい〉とい

う測定困難な特性がある。これを関連する物理・化学的特性の測定値の結合に

よって推定し，客観的な尺度をつくりえないか。もし可能なら，物理・化学的

特性のうちで風合に最も影響・寄与をもたらすものを頗にその程度を示せ。

D.農黛

ある県内で部落別に各種作物の収獲が報告されている。この資料より一般的

に生産性という量での比絞が可能ならばいかにして求めるか。また各地の地力

についても同様に検討し，地力と生産性の関係という見地からバランスがとれ

ているか否か調査せよ。

E.気象

心臓発作は梅雨前線の通過と関係が深いことがいわれている。もちろん，心

醸発作にはその他の天然現象・人体条件などに多くの要因があるが，これらの

影響効果を除外して，前線通過が心臓発作にどの程度の影響をもたらすか。

F.色彩

Munsell .1色の表現に3要素を提唱しているが，他にも種々の提唱がある。

2ないし3種の色を隣り合わせたときの「配色のよさjに闘し，心理学的要素

.をも加えて，多くの観測値を集め，配色のよさについての法則性を類型化せ

よ。

G. 経済統計

地域別経済水準を知るために，地域別収支，産業別生産高，スケール別企業

数，労働人口，失業者数，手形突換高，金利率，等々が詳しく調べられてい

る。これらを結合して経済水準を示す一般指数が得られないか。また，これに

個人平均賃金，電話の有無，家賃，自家用車数などを付加して民力の指数が得

られないか。もしこのような指数が得られるとすれば，それはどのような客観

的意味をもつか。また地域・億人を社会的・経済的階層に類型化するには如何
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にすればよいか。

H. OR 

地域別に，薬局を類型化し，薬品の供給ルートを検討したい。いま，薬局の

規模，立地環境条件，薬種分類別販売高，化粧品その他保健日用品の販売高，

総月商，占拠している地区面積，広告方法などに関する資料をもとにいかに類

型化すればよいか。

1. 教育心理

児童の知能試験結果を総合得点で評価し，これを指数化する。知能指数とし

てどのような正当な意味をもっているか。またこの試験に含まれる諸種能力に

分解して評価する方法を客観的な公式で示せ。

J.文学

源氏物語 54帖のうち，最終1帖は筆者が異なるのではないかという疑問が

ある。元来，筆者には独自の用語・用法があるとすると，用語用法について，

53帖と最終 1帖の聞の有意差の検定を行ない，筆者の相違に関する吟味がで

きょう。また第1帖より 53帖までで，筆者の年代順作風を比較せよ。

明治・大正期の著明作家の作品より文章の構成・文体・用語・用法を無作為

抽出で観測し，作家および作品の特徴を検討せよ。また，これを類型化するに

はどうすればよいか。

K. 医学

本態性高血圧症を状態像によっていくつかの型に類別したい。過去のカルテ

を集めて，どのような症状の組み合わせ(プロフィル)によっていくつの類型

化ができるか。 A地区とB地区の同年代の高血圧症患者群がある。諾症状の上

で両者に差異が認められるか否か。

ある衛生管理された工場での成年男子の普通感冒は，初診時， 23種の臨床

検査によってどのような状態像分類が行なえるか。また，治療の過程で状態像

から他の状態像への選移はどうか。また治癒に至る状態像はどれどれか。

全国の主要大学病院におけるパセドウ氏病治癒群のカルテによって，甲状腺

重量，限球突出の有無，既往歴などを加案したアイソトープの標準投与量の適
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量推定式を求め，できればモノグラフ化したい。

ウツ症状患者の診断に利用される患者用および看護者用の ratingscale (評

価票)が作成されている。古今東西の文献から有益な設聞をとり集め，完備か

つ集約したものにしたい。この数多くの設聞を実際観測した結果より，いかに

減じ整理していくべきか。また各設聞は，精神因子をいかほどの割合で含むも

のか。評価票は，いかなる精神因子を採り出し得，また反復観察の必要上，こ

れら数多くの設問から適当に設問を取捨選択し，各精神因子を含み，しかも同

等な数種の評価票をつくりえないか。

ある新型コーチゾンが合成された。この物質はどのような症状プロフィルの

りューマチ患者に有効であろうか。あらかじめ多数病院のカルテから， リュー

マチ患者のプロフィルを類型化したい。またこの新物質が有効な患者のプロ

フィルの上で，従来品といかなる反応効果面で差異が認められるか。

t .2 多変量解析法の型

多変量解析で最もよく知られている方法は，いずれもいくつかの変量聞の関

連性について解明しようとする，相関分析 (multiplecorrelation analysis) 

および回帰分析 (multipleregression analysis)であろう。

相関分析は，各変量を全く平等に内部従属の変量として，これら変量聞の線

型性またはある関数関係性の深さを評価する立場をとる。すなわち，任意の2

変量聞の線型性には単相関，ある 1変量に及ぼす他の全変量の線型効果の度合

には重相関または寄与率，特定の2変量について残りの変量効果を固定し除去

したときの線型性を偏相関とよぴ，それぞれの係数が定義されている。また非

線型関数関係には相関比が役だてられる。またこのような相関性に基づき，あ

る1変量の値を他の全変量から推測するために偏回帰平面がとりあげられ，重

相関係数をこの推測の精度を示す指数とも考えうる。もちろん，これらの母数

の推定や，続計量により母数値に関する有意性の検定がなされる。おそらく，

語科学の上で多変量解析を進めようとするほとんどの研究者にとって，自身の

統計資料をまずこのような検討から開始するのが常法であろう。第4章はこれ
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ちの解析法を説明し， 4・5の応用例以外にも， 2・7で異なった立場での考え

方の例を示している。

一方，回帰分析は諸変量を独立変量と従属変量に区別し，前者の上の後者に

関する線型関係式を推測する立場をとっている。統計解析の理論は，推測され

る従属変量値がスカラーでもベクトルでも支障ないが，ベクトノレの各要素を係

数のみ異なる同じ形の線型構造式で表現することの制約から通常，従属変量を

スカラーとして個々に模型式をあてはめている。たとえば4年生の学童に関す

る7種の知能試験成績より上級学校初年度の総合成績順位を推測する場合など

がある。

また回帰論に基本的に含まれるのであるが，分散共分散分析法 (analysisof 

variance covariance)も自然科学・社会科学の分野で，過去のデータの解析や

実験の計画に，ごく自然に考慮されてくる解析法であろう。この方法は各属性

(attrihute)別に回帰を考えることになるが，共通している要因や誤差変動に

関する情報を利用し，精度よい推定・検定が行なえる利点をもっ。たとえば工

場における品質管理の分野では，ある工程の化学反応機の型(属性)と副原料

濃度との収率に及ぼす影響などの検討にしばしば適用される。しかし，この手

法は，各要因を変量にわりつけることにより，全く回帰論，ときに偏相聞の考

え方に含まれ同様の解析法に帰せられる。第5章は回帰論一般を記し，例とし

て薬剤の投与量を患者の症状・条件により薬用量を算定する，いわゆる，標準

用量式の問題をあげたが，これはむしろ共分散分析の形式で解きうる例であろ

う。

次によく知られている多変量解析は，判別関数法 (statisticaldiscriminant 

analysis)であろう。この方法は，数種の観測特性を変量とする，いくつかの

母集団〈またはカテゴPー)に関し，それぞれ既往の資料が得られたとき，こ

の資料をもとに，新たに観測した個体，または集団が，さっきのどの母集団に

帰属するものであるかを判別する。そしてこの判別関数に基づいたとき，誤っ

た判別が下される確率も与えられる。観測される諸症状や臨床検査によって病

名を判別する，いわゆる臨床診断機はこの理論に基づくものであり，この医学
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分野では判別式による誤診率をいっそう小さくするような観測項目や方法が研

究の対象とされている。

この解析には，まず既往の統計資料で，とりあげられた多変量の観点から，

各母集団が互いに有意な差異を認めうるものであるか寄かの検定が重要であ

る。また事後的に，判別された個体や集団がその母集団を代表していると認め

うるか否かという検定も試みられよう。事実， 正確な判別の背景として， 母

集団わけの妥当性が，多変量の観点から，あらためて検討の対象となること

も多い。第3章は，戦j別関教の一般的な作り方，および正規分布の場合を説明

し，応用例は一つの考え方として来診患者に有効な薬剤の選択問題をあげてい

る。

近年，心理学をはじめ，精神医学，その他の分野で，現象の類型化や構造分

析に頻繁に活用されている，成因分析・因子分析 (componentanalysis， factor 

analysis)とよばれる多変量解析の方法がある。心理学者の発想動畿としては，

種々の心理テストの成績の聞には，体系的な内部従属性を当然含んでいて，こ

の内部従属因子を追求することから始まった。そして各テストに包含される一

連の因子を探り出し，テストの数よりも次元数を減じ，次に心理学的な解釈・

意義づけをより容易にするため，次元の軸を回転するという方法を開発してき

た。

解析法は，まず内部従属変数の聞のすべての相関係数を算出することから出

発し，この棺関行列の固有値(非負)を大きい願に求め，かっ対応する基準化

した固有ベグトルを算出する。この計算方法は，通常の反復法としてパワー法

(power method)やこれを加速した (acceralated)方法など電子計算機によ

ることが多い。手動計算には，セγ トロイド法 (centroidmethod)が頻々用

いられている。得られた固有ベグトルのうちから，固有値の大きさ願に，意義

の考えうる若干個を選び出す。しかしこの段階では各ベグトル要素の値の大き

さにより， 諸科学分野で直ちに具体的意義づけすることはむずかしく，解釈

づけやすい位置に因子を回転することが通常は必要となる。この回転法とし

て，直交法ではパリマッグス法 (Varimaxmethod)，グアーチマックス法
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(Quartimax method)，斜交法ではコパリミ γ法 (Covariminmethod)，オ

プリマックス法 (Oblimaxmethod)，オプリミン法 (Obliminmethod)など

が開発されている。第2章はこれら因子分析の諸法を解説し，一応用としてウ

ツ症状患者の状態像の類型化問題に関する文献例をあげている。

さて，ここでとくに計算プログラミングについて付記する。

多変量解析の実施は，当然高次元のベグトノレ・行列演算を行なうことにな

り，莫大な計算量をかかえこみがちでるる。また一方，現実の事象を，実は不

完全規定の数学模型から出発し，反復試行により逐次近似的に現象の構造を追

求する方法論をとるのであるから，多変量解析の諸方法は，他の実験科学にお

けると同様，目的・意図に応じ，適宜選択し修正されながら，試行解析を反復

することになる。

この二つの理由から，高度の計算速度と精度が要請され，近年まで多変量解

析が比較的敬遠されてきた所以でもあろう。しかし，いまや電子計算機の利用

は，各地で容易で，常識となってきている。本稿では，多くの計算機に共通性

をもって適用される FORTRAN STATEMENTで主要な計算プログラミ

シグを示している。これらの計算プログラミングは，すべてシオノギ解析セン

ターの作成で，かなり簡潔にまとめられていると，思われる。読者の参考用とし

て便宜を供すれば幸いである。
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第2章因子分析法

2.1概要

因子分析法 (factoranalysis)は，数種類の観測変量聞の内部従属性を詳し

〈解明する目的で開発されてきた。たとえば，児童の知能を調査する目的で数

種の知能テストが行なわれ採点される。しかし，この一つ一つの成績は，計数

能力，読解力，推理力，産観カ，記憶力，注意カなどの重みこそ異なれ，それ

らの複合した力に，そのときの調子による変動が確率誤差として付加して，観

測されたものである。このように考えると，一連のテスト成績自体よりも，む

しろ成績をいろいろと組み合わせて上記のような各能力がそれぞれいかほEで

あるかを知るほうが望ましい場合がある。またそれ以前にテスト自体が上記諸

能力を知る上で十分な問題を集めているか否かが基本的な問題になってくる。

また一連のテストを固定して考えれば，この成績は上記のなかのいかなる能力

を見つけうるものであろうか。さらに個々のテストの中に含まれる各能力の配

分割合を吟味することにより，テスト数を増減する可能性や，また考察してい

る能力以外に各児童の特殊能力の有無・その種類も追求されてくる。同様な例

は医学の神経科領域で精神分離症・ウツ病・ノイローゼなどで患者の精神・身

体状態の病態像を左右する内因因子を探索する上で，また内科領域で臨床検査

に基づき本態性高血圧症の状態像を識別し，これにより起因を類推することな

ども可能となろう。 ORの一例では，多品目を販売している企業で，多品目の

販売高を能力テストの成績反応とすれば，販売員の能力・個性が解明でき，企

業に有利な教育・配置・分担を考えることもできょう。

すなわち，因子分析法の第一の立場は，数種の観測特性(変量)の中に含ま

れる共通な内因的因子の数を推測し，同時に大約の意味づけを考えよう(成因

分析.component analysis)とすることであり，第二は，変量聞の内部従属性

を利用し，変量の数よりも小さいある次元に減じたときの，各共通因子を積
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極的に意義づけよう(因子分析.factor analys，is)とする立場である。そして

最終的な目的は変量の張る多次元領域を.より少ない基本的な次元で意義づけ

しうる因子を追究することである。この“構造追求"の仕事は，通常，主成因

分析 (principalcomponent analysis)の考え方を反復することにより，まず

参考軸 (referenceaxis)を逐次っくり出す成因分析 (componentanalysis) 

を実施し，共通因子数と大約の意義を考察する。次いで実質科学分野からの考

察をも加え，共通因子の数を決めて因子分析 (factoranalysis)を行なう。こ

の結果より，最終的に共通因子の厳密な解釈を定義づけるため.参考軸を種々

に直交または斜交回転して共通因子を最も解釈しやすいように変換する。もち

ろん，この過程で新たに得た参考軸より共通因子の数と意味および観測変量の

適否が吟味されて，解析は成因分析と因子分析の聞を数回往復させるわけであ

る。このように成因分析と因子分析は.表裏のように繰り返されるものである

が，この手願を総称してまた単に因子分析とよんでいる。

2・2 主成因分析と成因分析

いまP種の変量をもっn偲の観測値 X'J= (Zlj， Zaj，・・・，ZPJ)，(j=l，2，・・・.n)，

が得られ，各 Zijは次のようにすべての tについて基準化されているとする.

通Zij=O・会会L=l (2・1)

したがって，任意の tと;'の標本共分散は，標本相関係数と同じで

3.札岨・"CoV(ZiJo Zi'j) =rii'= 1]ー乙::2， i， i' = 1， 2，・・・，p (2・2)
t~ ，. 

で示され，この標本相関行列を R とする。

さて，成因分析の目的は，これらρ種の変量に含まれる共通な因子を求めよ

うとするのであるが，これらの因子はP種の変量の一次結合で表現されること

を仮定し，次のようにおく。

r:J=AxJ・(j=1.2，….n) (2・3)

そして，この pxpの係数行列 Aについて，因子ベグトルむの次元数pを
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q三三ρなる q次の互いに独立な因子で表現できないかをしらべる。事実，p個

の変量:が ρ-q次の従属性をもつならば，むのラング (rank)は qであり，

これは A の行ベクトルを互いに直交するように求めればよい。

さて，各因子について， ρ個の変量のどのような一次結合を当てはめるか，

すなわちどのような基準 (criterion)で直交行ベグトルをもっ行列 A を求め

ていくかが問題となる。ここに主成因分析の考え方が適用される。

A. 主成因分析

いま，観測値ベグトル Xjをp次元空聞における座標点、を示すと考えると，

XI・X2'…，Xn はこの空間中の n個の点であり， この点、群を代表する ρ次元の
1本の直線を考え， これを一般的に次式で示そう。

主1;2=1X1-ml _ X2-m2一一 Xp-mρ
11 12 1p ， 

(2.4) 

さて，n個の点、よりこの直線に至る距離の偏差平方和を nSとすると，

nS=急[i会(Xjj-mj)2-{会1i(Xjj-mi)円 (2・5)

であり，これを最小にするような直線，すなわち，最小2乗法で当てはめられ

る直線を好ましい代表として考え，式 (2・4)の mjおよびんを求める。 nS

が最小値をもつことは明らかで， まず mjで偏徴分し次式を得る。

n p 

-呂(mu-mg)+2122fu(m山 -mけ=0， i=l，2，…， p (2・6)

窃げは基準化されているから， 上式より m;/lj=一定となり，直線は原点を通

ることが知れる。 したがって， 直線が通る一点を原点として， 一般性を失わ

ず，ml=m2=…=mρ=0とする。またL)1;2=1の条件下で Sを主主小にす

るんは，ラグランジュの乗数 (Lagrange'smultiplier) Aを用い，んで偏微

分後，次式をうる。

_!_:E xij(~li叫'j)-À1;=O，
n I 

このpf]回の連立方程式は，そのまま

i=l，2，・・・，p

(R-U)L=O 

(2・7)

(2・8)
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で示され，.Rに関して， .Aは国有値 0::::0)，Lは対応する固有ベクトルとな

っている。また，このような Aについて，式 (2・5)と (2・7)の関係より nS

の大きさは次式で示される。

nS=n(p-A) (2・9)

したがって， Aに関する固有多項式のP舗の解の中より，nSを最小ならしめ

る最大の解 A1を選ぴ，これに対応する基準化(会11=1)された国有ベクト
ルを L1としP次元空間の原点を通り勾配係数を L'I= (111， 112， ...， 11T)とす

る1本の直線が確立する占このような直線 L'l:JC で示される因子を Sに関す

る主成因子 (principalcomponent) といい，解析法を主成因分析法という。

先述の A の第1行は，この L'lで示されるものである。

B. 成因分析

Cの第1因子は，主成因子として求められたが，第2因子以下についても全

〈同様の考え方を適用する。すなわち，第1因子に1本のP次元直線を当ては

めた後，この直線の回りには，なおPーんだけの標本分散が第2因子以下未解

釈の分として残っている。この残差分散を最小にしかっ先の直線に直交するよ

うな第2本自の p次元直線を求める。この直線の勾配を A の第2行とし，， 
の第2因子を考える。第3の因子は，第1，第2の直線を当てはめた後，なお

残っている標本分散を最小ならしめ，かっこれまでのいずれの直線にも直交す

る第3の直線を求め，その勾配により決定する。このように逐次P本の直線を

当てはめて，第P番目の因子まで，それぞれの直線の勾配係数ベクトルで考察

する。

解析法は，Rにおける固有値・固有ベクトル，式 (2・めから直接考えられ

る。いま，p個の闘有値を大きさの順に Al>ん>…>らとおく。 Rのトレー

ス (trace)は pであるから

ρ=A1+ん+…+At (2・10)

はすぐわカνる。またん， Az，…， Atに対応する国有ベグトル LloL2'…， Ltは

互いに直交している。すなわち，iキjとして，(R-A.I) Lj=Oおよび (R-

AjI) Lj=Oの左辺からそれぞれ L'joL'jをかけスカラーをつくり，辺々相
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引くと

(J.;-).j) L' jL;=O (2・11)

を得.).jキんで各ベクト Jレは互いに直交していることがわかる。

まず，第2因子に関して. ).2. ~も，式 (2 ・ 5) を最小にするための，式

(2・6)と (2・8)を満たし，原点を通過し，かっ L2は L1と直交する。すな

わち.L2を係数とし原点を通る直線は，んがんに次いで大きい固有値なの

で.Pーんは第2に小さい残差分散を示す。したがって，このような第2の直

線を第1の直線の後に選ぶと，残差分散は (ρ-).1)ーんとなり.L1 と直交す

る直線群の中で最も望ましいものとなる。同様に，第3の因子以降についても

ん.L3.ん.L4.…. ).p. Lpが，各段階で主成因子となり，順次Cの要素を説明

するものとして採択される。このようにして得られた Cの各国子聞の共分散

は.L聞の直交性より，ゼロで統計的に無相関となっている。

相関行列 Rが非正則 (singular)で Pより小さなラング qであるとき，

p-q個のAはゼロとなるが.，の中で対応する ρ-q個の固有ベクトルによ

る因子は，この分析で意味をもたず不要となる。また固有値が重根をもっ場合，

nSを最小に解釈する因子は不足となるが，各変量値の連続性のもとで，この

ような確率は理論的にはゼロである。また，行列 R の非負定符号性 (non-

negative defInite)より，すべての固有値は非負の実数値である。

このように，ベクトル Cのp個の因子が算出され，データ全体の分散pは

p個の因子によるん+ん+…+らでつきてしまう。しかし，観測値ベクトノレ

の次元ρを減ずる元来の目的からは，固有値の大きい因子から順に科学分野で

意義の求めやすい若干 (qとする〉個をとりあげ，他は残差誤差のように取り

扱う。また.eを 0.2とか 0.25のように1より小さい適度の正数として，形

式的に当初の総分散の 75-80%の分散について解釈をくだせるように

会←l-e
となる q個，または{).;}の中で +1より大きい q個の因子だけをとりあげ

ることが行なわれている。このようにして，因子の数qを実質科学分野の意義
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づけとともに考察するのが成悶分析法である。

c. セントロイド法 (centroidmethod.重心法〉

131 

因子分析法の起源で，心理学者は固有値・固有ベグトルの算出法を，数学的

な手順のめんどうさを避けて直観的に追求し，セYトロイド法を提鳴した。現

在でも，電子計算機を利用しない場合に，この方法が適用される所以である。

したがってこの方法は厳密な妥当性を欠くので，条件が許せば，適用しないほ

うが望ましい。しかし，本節では，科学の諸分野でのかなりの頻用とある種の

技巧および今後の開発に備え記述しておく。

前節 2・2では. ~jj について T次元空間におけるn個の点としたが，一方，

n次元空聞におけるp個の点とも考えうる。事実.T僧の点はn次元空間の中

にT次元空聞を，あたかも洋傘の骨のように張っていると考えると，骨の長さ

は各変量の分散に比例し，骨聞の角度の cosineは相関係数に相当している。

いま， ~ji の分散を 1，平均を 0 としているから， T個の点は原点から放射し

ているp個の単位ベクトルの先端と考えうる。このp個の点の，ある第 t番め

の先端(点〉の第ji融(骨)上の座標を 7Iijとすると

会Jtts片 (2・12)

であり，t個の点のセYトロイド (centroid)は次式の g・2で示される.

払j=急今L，(片 2.....t) α13) 

さらに，次の r・jo.a/"lおよび T(1I1を定義する。

戸~子= _I)Y.'Yilo a/陶芸P'.EY.，Yj， (2・14)
'=-:i Y 1-1 1・1

T(1I)S会aj向 。 15)

きて，このセγ トロイドを通り，第1番(k=l)目の軸に平行な直線上では.

晶=2.3.….tの y."はゼロで
aJ'll=T7I・171ilo T(ll = t271.・1 (2・16)

と書ける。これは，また g・1=JT(lI!tおよび Yjl=aJ'lllA 市と変形され
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る。 このようにして， 第 1因子は，相関行列 R の中で，a)')j JT(l)に比例す

る変量より成立していることがわかる。ここで主成因分析におけるように，各

係数の 2乗手口を 1に基準化すると，セントロイド法による第1因子は次式で示

される。

(1=(ωal(仰1)，a偽ω2ど(1)し'γ.….日.リ，a向b(♂(ρ川1， ， --jJ イT(lJ

P 
この一次式の分散は ~ a/1)a/1)rjdT(I)であることが容易にわかる。

同様の方法で第2因子を抽出するには，さきのセントロイドを計算し直すこ

とから始めねばならなし、。ここに，主観的な判断が介入し，この改良はまだ決

定的でない。通常， 第2因子を求めるには，k=1として進められてきた上記

の計算を k=2，3，…， ρについても行ない，(a/k))なる ρxp行列を準備す

る。そして R の中から第1因子による寄与を除き，残差相関行列として

R-(aP))三R1

をつ〈る。かつ，R1の中の負の要素については，その変量軸 (x)に関しベグ

トルを逆映 (reflect)し，行および列の符号を変え，pr・1に相当する各列の和を

できるだけ大きくしなければならない。すなわち，R1 のままでは，すべての

列の和はゼロとなっているので，新たなセントロイドをできるだけ原点から遠

ざけて第2の一次式を求めようとする。 これは， ちょうど， 成因分析法で A，

を大きい順に算出するのに類似した発想で、ある。この R1'を用いて，式 (2・14)

から (2・17)を繰り返し適用し，式 (2・17)で得られるものを第2因子'2と
する。ただし，因子の抽出後は，符号変換した変量についてもとの符号にもど

して向山の符号を定義する。以下，第3因子から第P因子まで，第2因子を

求めたと全く同様の手順により，残差相関行列の中で符号をいかに変えても，

各列和が誤差範囲でゼロとみなせるまで，因子抽出を行なう。このようにセン

トロイド法は，きわめて便宜的な方法であるが，一方，観測変量の分散に関し

ては，考慮を払わなし、。
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2.3 因子分析 (factoranalysis) 

A. 因子分析の解法

成因分析では，観測値から出発し，変量の次元を減じ，いくつかの成因因子

を求め，それに科学分野における意味づけを与えようとする。すなわち，デー

タから仮説的な構造模型を探索する方向の仕事であった。本節の因子分析は，

さきと逆方向で，仮説的な構造から出発し，データと合致しているか否か，合

致していれば模型式の中の母数を推定するという解析法である。

実際的には，まずデータから出発して構造模型を調べ，構造が定まれば，こ

れを別のデータについて因子分析して構造模型を比較する。通常は，当初の模

型ではいくつかの因子について良〈当てはまらず，異なった別の因子を含める

ような修正がなされる。この模型をさらに他のデータと比較する。このように

試行錯誤の反復は，単にこの分析法にとどまらず，一般の科学分野で広く行な

われていることである。

いま，p次の観測値ベクトル叫が次の一般の構造模型

Xj=AJj+bSj+c.jo j=l， 2，…， n (2・18)

をもっ場合について考察しよう。ここに fは，その要素が (pX1)ベクトル

xの二つ以上の要素に含まれる，共通因子 (commonfactor)から成る(qxl)

ベクトル，A は (pxq)の因子負荷行列 (factorloading matrix， factor 

coe伍cientmatrix， factor pattern)， Sは (pXl)特殊因子ベクトル (specific

factor vector， unique factor vector)， .は (ρXl)不信頼因子ベグトル

(unreliability factor vector) として誤差項 (errorterm)を示している。

(q云刊とくに共通因子のうち，すべての変量に含まれるものを全般因子

(general factor)，変量のすべてではないが二つ以上に含まれるものを点在因

子 (groupfactor)とよんでいる。また第 j番めの Aについて実際的に得ら

れた Jj右その Aについての因子評点ベクトル (factors∞re.vector)とい

う。かっ J，Sおよび aのすべての要素は，いずれも独立で平均がゼロ，分散

が1に変換されているとする。かつ bとcは，それぞれaとeに関する係数
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だけを要素とする (pxρ〉対角線行列を示しでいる。このとき，Xの分散共分

散行列は

E(xx') =AA' +bb' +CC' (2・19)

で示され，母相関行列の要素 ρ;j として

ρ;j=急a;kajk， iキj (2・20)

q 

=~ajk2+b;2+c;2=1 ， i=j (2・21)
k=1 

が得られる。ここに Cj2を不信頼性 (unreliability)または誤差分散 (error
q 

variance)， b;2を特殊性 (specificity)，~ a;k2を共有性 (communali ty ) ，ま
k=1 

た

hj2三五a;k2 (2・22)

とおいて，1-hlを唯一性 (uniqueness)，h/+b/を信頼性 (reliability)と

よんでいる。

自然科学では繰り返し実験が多くの場合に可能で，誤差分散，すなわち不信

頼性が得られて望ましい。しかし，社会科学の分野では不可能で，因子分析は

共有性に関する因子を推測することが主目的となる。一般の構造模型から因子

負荷行列を求めるのは困難であり，特殊因子を省いた次式

Xj=Afj+CBj (2・23)

について考察する。

[第 1法] 共有性 h;2は，Xの第 t変量に寄与する共通因子五i，/2' "'， /q 

の係数の平方和であるが，a;k2は h;2におけるんの寄与を示している。そし
p p 

て全体の共有性問yに対するんの総寄与は2aJである。いま，式
(2・20)の条件下で，このんの総寄与を最大ならしめる，すなわち， αhをA

の第 h列ベクト Jレ， μijをラグランジュの乗数とするとき，次式

2Tk=a川一去1μi内， k=1，2，…， q (2.24) 

を最大ならしめるような係数 ajkを推定するのが妥当で望ましいと考える。こ
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れは，すべての係数について (p+l)pI2個の，式 (2・20)の条件のもとで o.t

の各要素を求めることにほかならない。さて，2T.tを aj.tで偏微分した式を

ゼロとおくと， ;=1，2，・・・，pについて

(I-P)o.t=O， k=I，2，…，q (2・25)

をうる。ここに Zは pXP単位行列， μは μjjから成る行列，。は p次の

ゼロベクトルである。式 (2・20)のρjjをηjに置き替え，式 (2・25)を解く。

Rの固有値 11>ん>…>らを対角線行列A・対応する基準化した固有ベクト
ルから成る行列を L とおくとき

A=AIl2L (2・26)

が得られる。結果はあらかじめ q(5，討を指定して Rを成因分析にかけ， A

および Lを得れば，上式により因子分析における負荷因子行列が求められ，

したがって hj2も得られる。

[第2法] xが p次元正規分布することを仮定すると，標本分散共分散行

列 Dの要素はウイシャート (Wishart)分布する。このような尤度関数より

A の最尤推定を考えていく。

いま構造模型式 x=Af+cで，AをpXqの因子負荷行列とすると，母分

散共分散行列 Bは，

B=AA'+Y (2・27)

で示され，Yはp個の変量の分散 Vjのみの対角線行列である。ここで "iの

値が既知なら q<p，未知なら (p+q)<(p-q)容が必要である。

きて最尤法により，母数 A と Vの一致充足推定量をうるために，対数尤

度関数..E(観測値の関数部分を略し)

よ=一(n-l)(logeIBI+tr(DB-l)} 12 (2・28)

を A と Vの要素で偏微分してゼロとおき，母数に関する連立正規方程式を

解く。しかしこの解は A，Yのあからさまな形にはならず

u'三A'y-1D-A' (2.29) 

とおくとき，次の Jは対角線行列で

J2=U'すーlA (2・30)
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A'=J-lu' (2・31)

を同時に満足する A とVが求める推定量である。数値解は，常法に従って，

反復近似計算法による。まず第1近似の A(I)， V(I)を与え，式(2・29)より U(I)
を求め，式 (2・30)より J2ω を得，その後，式 (2・31)より Aゐを， また

，、 q ^ 
V(2) は対角線要素 Vj=dii-~a2げによって ， A(2). V(2) を求める。ここに

dj，は D の (i，i)対角要素である。以下同様の手順を反復し.Aω と V(r)

が十分小さな変動以下に収飲した段階で A，Vの推定値を決定する。

B. 共通因子数に関する仮説検定

観測値の数nが比較的大きいとき，共通因子数がqであるという仮説 Hoの

検定を考えよう。

もし，仮説 H。が真であれば，式 (2・30)，(2・31)から得られる，A と V

を式 (2・27)に当てはめた Bは B の最良推定量であり，対数尤度関数，式

(2・28)は

Lo=ー(n-1){logelBI +tr(DB-l)} /2 (2・32)

となる。他方，X の正規性以外に B についていずれも仮説をたてない場合の

対数尤度関数は

L1=ー(n-1){logeIDI+P} /2 (2・33)

である。とこで尤度比法によって，大標本論的に 2(L1-Lo)は.Hoの下で

自由度 φの χ2分布に従い，すなわち

χo2=(n-1) {loge(IBI/IDI) +tr (DB-l)_p)} Eχ2~ (2・34)

ととに自由度 φは， φ={(p_q)2ー(p+q)}/2となる。その後パートレツト

(Bartlett)によると，式 (2・34)の伸一1)を次式のが

ん -i附 5〕-3q (2・35)

で置き替えたほうが，よりいっそう χ九分布に密接していることが提唱され

ている。
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もし.IJが正確に求められているなら.tr(DB-l)=tr(Ip)=pであるので，

式 (2・34)は

治2=n'log"(IBI/IDI) 

と簡単な形に置き替えられる。

2.4 因子の解釈と因子軸回転 (factorrotation) 

(2・36)

因子分析は通常二つの過程を経て行なわれる。先節のように参考軸 (refer-

ence axis) A を求める段階，および得られた Aを科学分野の具体的な解釈

のつけやすい単純な構造模型 Gに変換する段階である。すなわち.O=AT

なる因子軸の回転行列 Tを施すことである。

元来，構造の簡素化という考え方の基準は，

(1) 0の各行は少なくとも一つのゼロを要素としてもつ。

(2) q個の共通因子の場合.0の各列は少なくとも q個のゼロを要素と

してもつ。

(3) 0 の任意の2列について，いくつかの変量はいずれか一方の列にの

み含まれ，他方には含まれていない。

(4) 4個以上の共通因子をもつような場合.0の任意の2列は，大半の

変量を共有せず，ただ若干の変量のみを含む。

ということで，当初はグラフ上で直感的に回転法が考えられていた。しかし，

その後種々の客観的な回転法が開発され，今日に及んでいる。

A. ク7ーチマックス法 (Quartimaxmethod) 

いま.Tを次式の関係を示す直交変換

O=AT 

とすると，共有性 h;2は，任意のtについて不変で

会a;i=会g;l=hλ 同 2.....P 

手(手付2 寄附対，的;;，2=常数

(2・37)

(2・38)

(2・39)
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が成立している。

グアーチマツグス法は，A の要素をすべて2乗し，その分散

ル=去主主(a;i-a2)2，
喧Y • J 

(2・40)

ã2=~ajilq.ρ 

を最大にする直交変換 Tを A に施し，Gを求めることである。なお，式

(2・40)は

M言i-2gzfー(jj2)2 
tqり

(2・41)

2ヒ変形され，jj2は，式 (2・38)によって任意の直交変換で一定であるから，こ

の回転法は

Q三~gjl (2・42)

を最大にすることにほかならない。また

N=争忌，仇i (2・却〉

K=~gj/I(~gjj)2 (2・44)

についても，直交変換のもとで Nを最小，または kを最大にすることと同等

である。

この回転法は具体的に次のようにして定まる。いま

1 4急(grjgrj)ω-grl)
q7ij=-;-arctan ゐ
官Ll_{(grj2-grl)2ーαgrjgη〉可

(2・45)

Z

一4
〈一ω' 

〈一π
一4
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i=1，2，…，q-1 1 
j=i+1， i+2，…，q J 

(2・46)

とすると

T= T1，.T1，s." Ti，j"..Tcll-ll，1l (2・47)

がクァーティマッグス回転法による回転行列となる。

B. パリマックス法 (Varimaxmethod) 

グァーティマツグス法は，因子負荷行列 Aの各行，すなわち各変量の解釈

を容易ならしめるための簡素化を特徴としているのに反し，このパロマッグス

回転法の特徴は A の各列，すなわち抽出した因子を容易に解釈づけるための

簡素化を特徴としている。各変量(行)を簡素化すると，とにかく同一因子に

多くの負荷をもたらしがちになるが，このような一般因子は，因子(列)の簡

素化の強制によって，取り除かれる。

ある列について，意味する因子の簡素化は，次の分散

6ベ会ω-(手gij弥)介片 2
を最大にすることにより，各 gijを1またはゼロに向かわせようとしている。

さて，因子負荷行列全体の簡素化は，各列についての式 (2・48)の合計を最大

ならしめることとして，“素"パリマックス法 (rawvarimax criterion)は，
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(~・ 49)

また“規準"パリマックス法 (normalvarimax criterion)は，

v=争 {P~ω♂-(手川/y}

を，

(2・50)

を最大ならしめる方法である。ここでは規準法についてのみ述べる。

この計算手法は，前のグアーティマックス法と全く同じであるが，式 (2・42)

の代わりに式 (2・50)を最大にすることである。因子は，式 (2・46)で示され

q(q-1)/2個の 2因子組み合わせを 1二つずつ同時に回転され，るよう『こ，

Vの値がすでに大きくならなくなるまで巡回を繰り返す。巡 (cycle)として，

この手順は，次のように置き替えて考えるとわかりやすい。まず，

u=f坐L，-hj 
X;:= aij .-
'-T;' 

(2・51)

として

(2・52)
p 

B三2~XjYj、32''
na 刊
83

 

〆
t

・、
p
z
i
 
--
一A
 

(2・53)D三4LJXiYi(Xj2_Yj2)C三 LJ{(x/-y/)2-4xj2yj2}， 

ー π/4と π/4の聞で
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を定義すると，回転角 rpj/は，

(2・54)

さきのクァーテイマックス法は，上式右辺が {arctanで求められる。ここに，

容(DIC)} 14の場合となっている。このようにして，式 (2・51)の Xj，yjは，

-siwjJ1 

cosψi// 

I COSω...' & 
(Xi Yi)三 (XjYi)I ・"' 

¥smrpjj'. 

易に

(2・55)

Yjを規準化するには，対応するんを乗じて，最終的

に gjI>gi/ • を求めればよし、。

で回転される。 Xj と
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2・5 因子軸の斜交回転 (obliquesolutions) 

因子分析法が考えられた比較的初期のころには，互いに無相関な因子のみが

構造模型の中で許容されるものとして，暗黙のうちに仮定されていた。その後，

相関性のある因子による表現も受け入れられるようになり，さらに無相関な因

子のみを考えるよりも，むしろ好ましいとさえされてきている。もちろん，斜

交解で規定する条件は，因子聞の無相関性を妨げるものではなく，そのような

因子が存在してもさしっかえない。

斜交単純化構造の解 (obliquesimple-structure solutions)を求める基準と

手順は，直交解の場合と同様である。次の表 2・1に，直交解と斜交解につい

ての比較を示す。
表 2・1種々の回転法と基準

周 転 法 |直交解 斜交解

F ァーティマッ F ス

M:最大

N:最小j同等
K:最大

，、- リ ~ 

" 
p ス V:最大

オプリマッ F ス K:最大

F ァーティ ミソ N:最小

コバリミン (オプリキュ・パリマ，，/7ス〉 C:最小

オ プ リ 、、 ソ B:最小

カイザー・ディッ Fマ γ D:最小

A. オプリマックス法 (Oblimaxmethod) 

前節の直交変換では，Q，M，K を最大，または Nを最小とする変換はす

べて同等の基準をもつものであったが，斜交回転の場合は，同等ではなく個々

に考察を必要とする。オプリマックス法とは，式 (2・44)で示されたKを最

大ならしめる斜交参考軸に関する因子構造 G=ATの斜交回転 Tを行なうこ

とである。すなわち， 1本の斜交軸jの上への直交射影は，一つの平面で回転

して次式の Kj

島=争gij4j(手川 (2・56)



用

を最大ならしめるように定められる。このようにjをかえて，計算を逐次繰り

返すことにより Gの要素が変わっていき，結局 Kは最大値に到達する。
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いま G のj列について

(2・57)三t2j' j=1 Uij=aijtjj+aij'tjj ， 

(2・58)t' i' i==tj' jftjj =aii+aij，t' j' j， 

とおき，式 (2・56)に代入すると

Kj=争(a山仲村{事(a山川何言問D2 (2・59)

を得，これを t'j' jで偏徴分しゼロとおく。 81加t=.Dt，8Nfθt室内としるすと

8Kf8t' j' j=  (DNt' i'i-2NDt'i'i)fD3=.!(t' j';) =0 (2・60)

またKを2回偏微分したものの符号は， θ!f8t'j'jと同符号である。式 (2・60)

は t'j' jの4次式で，四つの根のうち，実根かっ Kを最大ならしめるものを

探す。 t'i' jの4次の係数が負(または正)なら，最大根は Kjを極大(また

は極小)とし，次に大きな根は逆に Kjを極小(または極大)にする。このよ

うに4実根を得，Kjを極大にする 2根が得られれば，式 (2・57)によって新

しい2本の因子職の方向余弦が与えられ，次いで G のj，f列について

j=1，2，…，q-1 
j'=j+1， j+2，…，q 

、I
，aE
，r，
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(2・61)

が示され，Kが最大値付近で安定するまで，巡回して反復計算が行なわれる。

もし，t' i'jの根が2実根・ 2虚根であれば， 1試案として， t'j'jの4次の係数

の符号により，正(負)ならば2実根のうち小さいほう(大きいほう〉の値およ

びその逆数の符号を変じた値を，それぞれ Kjを極大にする 2根のごとく取り

扱い，上記と同様の方法を適用することが勧められている。また，t' j' jの4

根がすべて虚根であれば， t.'・=t..'=O1"'-'11 

クァーティミン法 (Quartiminmethod) 

この方法の根拠は，回転で因子の直交性を強制せず，式 (2・43)の N を最

tjj=tj' j' =1， 軸の回転は行なわず，

とおけばよい。

s. 
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小にすることである。いま G=ATで，Tのj列 Tj以外を固定し，T;を
h 

変化させたときの Nの最小値について考える。 Wを的=PW2の対角線行
列，C=A'WAとおくと

Gj=ATj， T;'Tj=l (2・62)

Nj=T;'CTj (2・63)

と書ける。ここに Njは Tjによって定まる Nの値である。式 (2・63)は，

直ちに，(C-NjI) Tj=Oと変形され，最小の Njを得ることは，最小固有

値に対応する基準化された固有ベクトル T，.を求めることにほかならない。こ

のように逐次 jをとりかえて，反復計算し，毎回の Njの値が十分小さく安

定化するまで巡回する。

この方法は，とくに楕当多数回の反復計算の必要性があり，他の斜交法と同

様に，電子計算機なしでは考えられない。

C. コパリミン法(Covariminmethod)，パイク7ーティミン法 (Biquar-

timin method)，オブリミン法 (Obliminmethod)およびカイザー・

ディックマン法 CKaiser-Dickmanmethod) 

これらの方法は，いずれも直交変換におけるパリマックスの考え方を斜交変

換で，前述のクァーティミン法と同様の解法によって求めようとするものであ

る。

まず，バリマックス法に対応する，最もわかりやすい回転法は，次式

C.=ゑか争的jj，2ー宇崎酌j，l) (2・64)

を最小にする斜交変換を行なうことである。すなわち， C.は Gの要素の2

乗に関する最小の共分散を示し，直交変換のもとでは，式 (2・49)と同等であ

る。この C.を基準とした斜交変換を“素"コパリミン法という。

また，前節で式 (2・49)の代わりに式 (2・50)を導入したように， C.の代

わりに次式の C

C=jt.{中d附州ん2)一字ωhj2)争制約)問〉
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を最小にする回転法を“規準"コバリミ γ法という。

経験的にグァーティミン法とコパリミン法のあまり満足ゆかぬ場合を考えて

みると，コパリミン法はいつも因子執が直交の場合に似すぎており，またグア

ーティミン法は逆に因子軸聞にるまり相関性を強く出しすぎがちであることが

いわれる。

これらの欠点を補う企図で，式 (2・43)のNおよび (2-64)の C専を用い，

次式の B*

Bホ=N+C*lp (2・66)

を最小にする回転法を考え， これをパイグアートミ γ法とよんでいる。 B事は

N と C*の利点を含み，二つの妥当な基準の和を新たに基準としたものであ

る。

さらに，コパリミンとグアーティミンの各基準の重みを変えた新基準が種々

考えられる。

いま，二つの母数 α，sを導入して

B事=αN+sC幻p

または， r=s/Cα+めとして，一つの母数 Tによって

B事=N+rC市/p

(2・6η

(2・68)

を最小にする変換を考え， これを一般“素"オプリミン法という。また， C事

と C の関係のように，共有度で割って規準化 Cnormalloading)したものと

して

B=ゑ，{中仇川
を提唱し，これを最小にする変換法を 般規準オプリミン法とよんでいる。こ

のTの値の指定によって

r=l :コノミリミン

r=O:クァーティミ γ

r=O.5 :ノミイクァーティミン

と整理される。もちろん，式 (2・69)でTは0と1の聞の任意の値をとりうる
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が，実際的にはT.の値として0.5のときが，通常最も満足される場合が多いよ

うである。

一般規準オプリミン法の特殊な場合にはならないが，斜交回転法で上記の方

法に準ずるものにカイザーとディッグマンによる方法がある。この方法は，次

式の ρを規準として

q {T IIT ¥IT ¥1 

D=一i忍;E，t，沼亘(gil釦吋州il針/h附わt切仇向ωs戸州戸
を最小にする斜交変換である。この方法は，性格的に，一般オプリミン法では

母数Tの値をあらかじめ適当に決めねばならず，また基本的にグアーティミン

法があまり強く斜交性を，コパリミン法が直交に近い性質を示す傾向があると

いう理由で開発されたのである。カイザー・ディッグマンの方法は，これらの

方法と，r=O.5のバイクァーティミン法をも含めて，しばしば比較されてい

る。 カイザーとディックマンは， rどの方法が妥当かは，もちろんデータの意
味する構造模型の性質によるが，データがとくに単純な場合または非常に複雑

な性質の場合には，カイザー・ディックマン法がよく，データが適度に複雑な

性質の場合には，式 (2・69)によるのがよい」としている。

さて，一般規準オプリミン法による変換方式を計算するのは非常に困難であ

る。しかし，グァーティミン法と同様に，行列が少々大きくとも，最も実用的

に，Tの反復近似法によって実施できる。まず行列 G の一つの列 Gjを選

び，他の列の要素は回定し，G;の要素を変えて，次の B;

Bj=t{ヰω hi2)(gi川〉-4ωh吟M
が最小になるまで小反復を繰り返す。この計算を Gのq個の列について行な

い，これが主要 1巡回 (majorcycIe)となる。各 Gjの小反復には，式 (2・52)

と同様で，非対称行列の最小固有値と対応する固有ベクトルを求める計算が含

まれる。このとき最小固有値が Bxの最小値に当たり，その固有ベクトルが変

換行列の列となって，Gjを形成することになる。巡回計算は，プログラム上

で，式 (2・69)の値の変化・量または割合で収欽の度合を判断し，反復計算の

続行または計算打ち切りを定めるのがよい。
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2・6 計算プロゲラミンゲ

A. 成因分析

Input Output 

RCI，の |分散共分散行列 Il 巡回反復数

N 変量の数 ND |収敏のための反復回数

lMAX 収舷のための反復回数の限度 A(I) 固有ベFトルの第i要素

RAM 固有値

B(I) 固有ベFトノレ G基準化〉

SR 固有値の和

P |残差分散

T 算対す出るした寄与固有率ベFトルの全分散に

F
L
W
F
L
V
F
U
F
U
P
L
w
p
u
p
-
u
F
u
n
-
w
F
U
F
L
V
F
L
W
 

PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS， 
C0I1PONENT ANALYS 1 S， 
THI; L¥RGF.ST F.IGENVALUE. ANO 
. THI; ASSOC IATF.LJ EIGENVECTOR. (ITERATEi)，OR POWER，METliOO) 

N ---RANK OF MATRIX R 
IHAX -HAX 1 MUI1 NO. TQ CONVERGE TO A VECTOR 

DIMENS 10N R(初，'!O ) ，A (11() ) ， B (40 ) 
1 RF.AO 100. N， IMAX 
REAO io.， :CtR(I，J}，J=I，N)，I-'，川
11=0 
SR=O.O 
P..N 
TYPE 200 
TYPE 201 
2 DO 3 I.'，N 
A(I)=O.O 
3 B(I}冒 0.0
11=11+' 
TYPE 202，11 
NO=O 
00 11 .1・l，ll
00 4 J"l.N 
11 A( 1 )=A( I)+R(I，J) 
5 AMAX..o.O 
0071..1.N 
T=ABSF(A{ 1)) 
IF(T圃，AMAXf7，7，6
.6 AMAX・T
RX..A( 1 ) 



7 CONTINUE 
00 B 1・I.N
8 A( 1)・A(I)/RX . 

第2章因子分析漆

ND・.ND+1
TYPE 203.ND.(A(I).1・1.N) 
IF(IHAX圃両日r9.12.9
9∞10 1・I.N
DO 10 J・I.N
10 0(1)・B(I)拘(I.J)*A(J) 
DO 11 1・1.N
A( 1)・B(1) 
11 B( 1)・0.0
GO TO 5 
12 AA~A(I) 
回 13 1・I.N
13 A(I)・A(1 )7AA 
C・0.0
RAH・O.il
00 14 1・I.N
RAH.R馴 +R{I.I)刈(I ) 
1与C.C+A(1 )*A(l) 
C.C*'lIO.5 
DO 15 1・I.N
15百(I )・A(1 )7C 
TYPE 2011.II.R刷パB(I >， I・I，N)PUNeH ~3ÒÓ; i CR馴
PUNCH 101;(B{I)，1・I，N)
SR..SR+RAH 
T-O.95*P 
IF(T-SR)‘'.IB.1B.16 
16∞17 1・I，N
DO 17 J・1.14
17 R(I.J).R(l，J)-R刷柑(I)*B(J)
GO 10 2 
18 T，情(100.0*SR)/P
P-P-SR 
， TYPE 205 
. TYPE 206，SR，P， T 
TYPE 2Q7 

100 FORHAT(引3)
101 FORHAT (5EI2.5) 

168 

200 FORHAT， (10X ， I~HCOHPOt4ENT ANALYSIS，I】
201 FORHATCI.:!X;78H¥tE胤 VEEFFECTED A GENUINE RE剖CTIONIN THE DIHENSI 
10NS OF T白EPRESENT PROsL剖..11)
202同附ATUI.7X.20削 TERA:rtON.OF CYCLE .13.1) 
203 FORHAT (loic ， 12 ， JIFI2.5/(12X~JIFI2.5)) ， ，- -
20斗 FO剛AT(ん7X，IOHEIGENVALUE;13，Fl0.4117X，16HEIGENVECTOR(STD)/(23X，5
lFl1.5)) 
205 FORl仏T'(11.5X.51HSUHOF LAHBDAS RESI 即ALS EFFECT FOR RE・刈CTI
10N.II) 
206 FO品岨AT(5X，Fs.司9X，F8.3，I!X，F7.3，2X，8H PERCENT，IIII) 
207 FO両高T~5Ô~: ïåHT同~K~ÝÕÕ;)~' 
300 FORMAT (12，E12.5) 
STOP 
END 
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因子分析{因子負荷行列の推定之因子数の検定〉

Input 0色tput

1P 変量の数 1C詑 巡閲回数

1K 共遍因子の個数 U(I) 巡回前の共有度 1=1，2，..・，IP

lMAX 巡回回数の限度 V(I) 巡回~おける各国子の誤差分散

NUMBE 根本政 CNEW 各巡回後の基準値

ゼ小に反結冒果復なをらごば示と最すに終，結負果なのらみば巡，正回なごらと
CPRE 各巡回前の基準値

10UTS 
TEMP 巡回後の共有度 1=1，….IP

CONV 行さ列な霊値祭，たの齢とえ基h準とXな0歪，-tごく小
A(I，J) 残差行列 I.J=I.2，....IP

XL(K，I) 因子負荷行列の最終解

A(l，J) I棟本吻讐ZU CHl 共通因子数の検定のための d→直

XL(f{.1) I初関守的鰐む lDF 

B. 

FACTOR AWALYSIS 
WITli TESTlNG険制BEROFω剛01'4FACTORS 

BY MAXI州JHLI民EL川崎00HET問。
AND CHE・SQUARETEST 

1. COr4TROL CARD 
COL. 1・3 RANK OF VARIAI'ICE-COVARIANCE MATRIX 
h・6 SPECIFIEO NUHBER OF CO州10NFACTORS 
7・9 HAXIHUM 附 FOI~ ITERATlOI'I CYCLE 
10岨12 SIZE OF S高HPLES
13-15 IHTER-MEOIATE OUTPUT SPECIFICATIO吋

BjiFZ肌則T…EDjA1FM削I帆 c山…
C) IF PLUS; OUTPUT EVERY LOADING MATRIX t 
CRITERIOr4 TO Co吋VERGE.COHPARINGWITH SUH 

OF RESIOUAL VARIANCES 
2. VARIANCE田COVARIANCEHATRIX (p*p) 
3. PRELI削 NARYLOADI陥糊TRIX (K'旬}

*1. K IS HOT GREATER THAN 11 
*2. READ MATRIX ROW-t“SE 

(OUT問T)"1. C側TROLCARD (TYPE)ー
2. VARIANCE-COVARIANCE HATRIX (TYPE) ir .PR則州峨糊R川蜘
• IN貯TE間R~E町口削IAT花E.OωUTPI例附』汀T (TYP阿E)
A. CYCLE NUHBER 
B. APPROXIHATE COHMUNALITIES 
C. STATE OF CONVERGENCE 
D. P̂PROXIMATE LOAOINGS 

5. F川ALOUT附T
A. F IrlAL COH附NALITIES (TYPE) 
B. FINAL LOADING HATRIX (TYPE AND PlJNCH) 
C. RESIω~L VARIANCE-tOVARIANCE HATRIX (TYPE) 
D. 0日SERVE，)VALUE OF CHI-SQUARE TO TEST NO. OF 
COHHON F̂CTORS (TYPE) 

( INPlJT) 

(IF SPECIFIED、

1-6・27
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第2章因子分析法

F
L
-
p
i
w

戸、 DIHENSIOI~ A(ω;4())，_XL(10 L4O}~ Y(40). Y(10.ωi).XJ(39 ).U(4O) 
1 READ 1∞ .IP.IK~IHA丸則HBÉ:ïóùrs;∞ilV
TYPE 200 
TYPE 201_.IP.I'K.IHAX.NUHBE.IDUτS.COIiV 
DO 2 1・1.IP
READ 101;(A(I.J).J・1.1P')
2 TYPE 202λ.(A{I;J).~l.ìp) 
I噌PE203 
即 3K-l.1K 
R臥o101;(X~(K.I}.I-l.IP} 
3 TYPE 202; K. (XLtK; 1).1・1.IP)
ICYC・0
CPRE，・0.0
4 CNEW-O.O 
日061・1.IP
U( 1)・0.0
1)0 5 ~・1.IK
5 IJ( I)..U( I)+XL(K.I)帥 2
V(I)-A(I.I)-tJ(l) 
6 CrlEW-印刷州(1 ) 
ICYC-ICYC+1 
IF (ABSF(CPRE・印刷1・CO附)23.23.7 i tF imm8129 
4F i1m+JふiLcY吟t/A8s叩 OUTS)*Iω削o
9 TYPE 20'与..ICYC
DO 10 !・1.IP
10 TYPE 205.，l.U( 1)'. V(り

T副p.cpd・~Ñ剛
TYPE 206.CPRE.CN勘九T聞P
加 111・1.IP
11"";干干Pf;207.1.(XL(K.t}.~・，'.IK}
12 CPRE・CNEI'I
IF (ICYC-IHAX) 13.13.23 
13日o15 ~・1..IK
関 151・i:Ijj> 
Y(K.I)・0.0
閲 15J-l.IP 
15 Y(K.I)・Y(K.I)+XL(K.J)*A(J.I)/V(J)∞li'i・iJi<""-'.'.ち
IF (1-1) 19.19.16 
16 KK'・1・1
DO 17 K'・I.KK
XJ(K)・O.。
叩 17L・1.IP
17 XJ(K)・XJ{K)+XL(I.L)*XL(K.L)/V(L)
∞18 L・1.IP
DO 18 K'・1~耗K
18 Y(I.L)-Y(l.L)-XJ(K)*XL{KJL) 
19 怖O() ~O ，< 

∞20 L・1.IP
U(L).Y (I .l)圃X~(I .L)
20 H・H+XL(1; L)*U(L)7v(L) 
DO 21 L・1.IP
21 XL(I.L)・U{L)/SQRTF(H)
22 CONTJ則 E
国 10与
23 TYPE 209 
∞24 1・1.IP
U(IトA(1. i)-yυ3 

~4 TYPE 205;I;U(I} 
TYPE 210 
00..25 1・1.IP

165 
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25 TYPE 207.1.(XL(K.I).K-l.IK) 
00' 26"K~{: IK"-'.." ".. '. 
26 PUNCH 101; (XL(K.I)， 1-1. IP) 
TYPE 211 
IMP-I P-l 
日o2s 1・1.1P 
DO 2s J=1 ~ 1 P 
XJ(I)-O.O 
DO 27 L=I. 1 K 
27 XJ(1 )=XJ(l )+XL(L.I )*XL(L，.J} 
28 A( f，J)-A( I，J)-XJ{I) 
00 29 1・1.1P 
TYPE 20 ヲ í ，(~(I .J) ， JD1.1P)
29 A{'I; 1 i:Ati: ì)~vriT ~-'. .' ， 
0030 J-l.IP 
日o30 1・.，.1 P 
30 A ( 1， J )-A (1， J) IV ( 1 ) 
X=O.O 
DO 31 1=1.IMP 
K田 1+1
口o31 J=K.IP 
31 X=X+A( I，J)*A(J，I) 
XN-NUI1BE 
P..IP 
XK，田 IK
CHlz(XNー(2.0*P+5.0+4.0*XK)/6.0)安X
IDF=o.5*((P-XK)柑 2・(P+XK)+1.0)
TYPE 212 
TYPE 213，NUMBE，IP，IK， 10F.CHI 
GO TO 1 

用

100 FORMAT (SI3.EI2.5) 
101 FORMAT (5El'-.5) 
200 FORMAT (15X.I.8HFACTOR ANALYSlS BY THE MAXIMUM LJKELIHOOO METHOO/I) 
201 FOR陥 Te1ilX.1BHDIM. OF COV-MATRIX，10X，15f/1X，18HNO.OF COM-FACTOR 
1s，M16)/1xni5附 PP'ERL'IM i'T 'FOR' iTERMioN;3X; ï5iiiïè: i4i:jNO~OF' SAMPL 
iEs:i'4CI5iifie::i3iu NTER41E ilATE i iõ::'sPÈC~':SX: isiii X:2ii-ieRi TER IO'N' 'ro 
3"'CÓNVÊRGÊ: Íl ic:~î2~'5ï; 7iX'.'33HSAMPL.E uVAR TANeE四 eOVARiÂ~ëÈ' 'MATR TXi 'ii 
202 FORMAT (l 1 与.5{IX ， EI2.5)/~(5X ， EI2.5 ， IX ， EI2.5 ， IX.EI2.5 ， IX ， EI2.5.1X ， El
12.5)) 
203 FORMAT U/llX.26HPRJ::LIMINARY LOAQING MATRIX/I) 
204 FORMAT Uiix.SHCYCLF..5X.15/11X.36HAPPROX. eOMMuNALITIES VARIA 

II~CES/I>. • 
205 FORMAT (ιX.14.4X.EI2.5.4X.EI2.5/) 
206 i=-oRMAT (ìÎfic:46H~RÈ:'CRìT~RiöÑ~' 'NE\~ CRITERION 0IFFERENCES/5X. 
1 E".5.5X. Ell :5.5X. Ej 1.5/11 X.27HAPPROX IMATE FACTOR LOAOI NGS/I) 

207ï~ORMÃr({X; i3;loF7:4;ir' .... 
209.~~~~T UlllX，IsHTHJ:: LAST SOLUTIO~IS/l lX.25H( 1) FINAL COMMUNALITI 
1 ES/I) 
210 FORMAT (11' X.27H( 2) F II~AL FACTOR LOAR IiIGS/I) 
211 FO附 A! V/lX~~IHL~) RESIDUAL VARIANCE・COVARIANCEMATRIX/I) 
212.FORMAT (/1X，65HOBSERVEヨVALUEOF CllI-SQUARE TO TEST THE NUMBER OF 
1 C0t1110il . FACTORS! 1) 

213_F~~MAT (l 15H NUMBER OF DATA，119!20H RANK OF COV. MATRIX.11l./27H NO. 
U!F _~914~_f.~fIO~S _ T~~~~')， 17120H DEGRE:::S OF FREEDOM. 114121 H OsSERV 
2E，) CHI-SQIJARF.，FI3.5!1) 
F.:ND 
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ク7ーティマ‘yクス回転

Input Output 

K 変量のIr LCY 巡回回数

NF 共遠因子の数 A(I.J) 各度巡，分回散ごとの因子負荷行列，共有

IC 議欝懇議長211iQN 受重量附ける/17ーテイ守，/1
A(I，J) I切32??強夜九 DIF 巡ス義間単後にの差おける/17ーティマヲP

C. 

QUARTIHAX HETHOD FUρtuFbpLwpupLVF』
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MM=NF-1 
00 29 J=1.MM 
IlcJ+1 
日o29 1= 11， NF 
V=O. 
0=0. 
00 16 L=l.K 

第2編応 用

V=V+4.*A(L，J)*A(L，I)刈A(L，J)**2-A(L，I)*会2)
16 O=O+(A(L，J)*η-A(L，I )**2)交交2-(2.*A(L，J)*A(L，I))**2
IF(口)17.29.17
17 IF(AßSF{日)千~~SF(V)-.OgOOOl )29，29，18 
18 TAN=AsSF(V/D) 
1 F(TAN-.001159 )19 ，19，21 
19 IF(口)20，29，29
20 SN=.707iOfr 
CS=SN 
GO TO 25 
21 IF(TAN-57.2899)23.22.22 
22 SN=O.38019 
CS={】.92491
GO TO 25 
23 CS=1./SQRTF(1.+TAN*TAN) 
SN=CS*TAN 
CS=SQRTF((1.+CS)/2.) 
SN=SN/(2.*CS) 
CS=SQRTF( (1.+CS)/2.) 
SN=SN/(2.合CS)
IF(0)24.Z5.25 
24 TEMP=CS守
CS=.70710日常(CS+SN)
SN=.707108*(TEMP-SN) 
25 IF(V)26.27，27 
26 SN=-SN 
27 00 28 L=l.K 
TEMP=A (L~ J) 
A(L.J)~AtL;J)*CS+A(L ， I)*SN 
28 A(L~I)=A(L~I)刈S-TEMP吋N
29 CONTINUE 
GO TO 3 
100 FORMAT(312) 
101 FORMAT(20F4.3) 
200 FORMAT(I/27HQURTIHAX SOLUTION OF CYCLE，14.1150Xi4HCOL.， 13，1与H CO 
1 MMUNALI TY) 
201 FORMAT(l110X.5110) 
202 FORMAT(/110.5F10.4) 
203 FORMAT(/iox;i9HQUARTIMAX CRITERION ， F12.8 ， 5X ， 11HDIFFER F.NC~ .F12.811 
11) 
J.D4 FoRMAT"{l2X， 8HVAR IANCE，5tr10. 4) 
F.NO 
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パリマヴクス回転

Input Output 

JOB lNTERC 巡回回数

lVN 変量の数 VNEW 各巡回におけるバ 1) ~7Þス基単

lFN 共通因子の個数 FMX(l.J) 各巡回および最終因子負荷行列

MAXIC 巡回回数の限度 H(l) 巡回前の共有度

10SPEC ゼロ高官古書震をの学 1なら HN  巡回後の共有度 1=1.2.....IVN
ば中の 出

HN-H(I) 1=1.2.....INV HD 

CONV 行さ列な要値素，たの置と換え基ば準1ーとxな10-る-ご〈小

PMX(I.の 間，2qi伊主主努当lFN

D. 

JOB.附.
NO. OF VARIABLES 
削.OF FAC10RS 
UPPER LIHIT FOR !TERATION CYCLE 
0・∞附TTYPE OUτINTERHEDIATE RESULTS 
1・TYPEOUT INTERHEDIATE RESULTS 

COL.ll-1B CRITERION 10 CONVERGE (ITS同剛ATEB.1) 
2.DATA 

PRI~ARY_~OADING HATRIX (V*F) 
(NOTE) V・附.OF VA則ABLES.(ROW.聞WISE)
F・NO.OF FACTORS (COLUHN-川SE)

VARIHAX ROTATION 

(INPUT) 
1. CONTROL CARD 
COL. 1・z
COL. 3・h
COL. 5・6
COL. 7・8
COL. 9・10

(OUTPUT) 
1 INTE剛EDIATERESULTS 
2 FINAL LOADING HATRIX 

(TYPE) (IF SPECIFIED) 
(TYPE A畑町NCH)

D!HENSION PHX(72，10)，FHX(72，10)，H(72).II(B) 
1READ100.JOB，lvhtFh，刊Axie:iõs~Ëè:êó~v 
TYPE 200 
!!~~_2Ql~~~!!VN. IFN.HAXIC.IOSPEC，CONV 
CONST・oJO7io8
RES 1 D-O.OO 1159 
PRIHARY FACTOR PATTERN READ IN 
00 2 J・1.IFN
II(J)-J -
J. REAO 101.(PHX(I.J).1・1.IVN)
COMMUNAL1TIES -
DD 1. 1・1.IVI~ 
H(I)-D.O-
DD 3 J-l‘IFN 
3 H( 1)・H(I)+PHX(I.J)*PHX(I.J)
H( 1)・SQRtF(H(I)} 
00斗J・1.IFN

F
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4 ~~X Ll，p， J )';PIiX ( 1， J )IH ( 1 ) 
FN.IVN 
VPRE・0.0
INTERC=1 
IFL・IFN-l
VARIMAX CRITERION 
5 VNEI'ぜ・0.0
00 7 J=I，IFN 
S=O.O 
S2-O.0 
∞6 1・1.IVN
X-PMX(I，J)*PMX(I，J) 
S-S+X 
6 S2-S2+X*X 
7 VN印田VN印+(FI4*S2-S*S)
DO 8 I・1.IVN
DO s J=I; IFN 
8 FMX( I，J)主PMX(I，J)*H( 1) 
IF(iOSPEC) 11，11.9 
9 TYPE 202，INTERC 
TYPE 203 
00 10 1=1.IVN 
TYPE 20 /•, l , (FMX(I.J).J=I , IFN) 
10 TYPE 205 
TYPE 212.VN日ぜ
fl IF( INTERC寸1AXIC)12，12，33 
12 IF(ABSF(VNE\~-VPRE)・tONÏI)33 ， 13 ， 13
C ROTATlON 
13 00 32 J-l，IFL 
11・J+l
00 32 K=ll.IFN 
A=O.O 
B=O.O 
C-O.O 
0=0.0 
日o14 1田 1.IVil
PMX 1 J..PI1X( 1. J) 
PMXIK・PMX(I.K)
U.PMXIJ*PMX1J-PMXIK*PMXIK 
V=2~0*PMXIJ*PMXIK 
c.C+U*u-V*V 
0..D+2.0*U*V 
A-A+U 
14 B・B+V
0=0-2.目安'A*B/FN
B=C-(A*A-B*B)/FN 
IF(0-B)_15，20.22 
15 iFla)wi6;32:1& 
16TAAWEABSF(6JB} 
IF(TAN4P-RESI0)17.19.19. 
17 IF(B) 18.32.32 
18 SINP・CONST
COSP田 CONST
GO TO 30 宅

19 COS/.P-l.0/SQRTF(1.0+TAI.f4P輔 2】
S 1 Niip-cOS4P*TAN4P 
GO TO 2~ 
20 IF(D+B・RESIO)32.21.21 
21 COS/.P.CONST 
S 1 N/.P.CONST 
GO TO 25 
22 TAN4P-ABSF(0/日}
IF(TAN4P-RESI0) 23，24，24 

用



23 'Co S..p，;o. 0 
S INlIP・1.0
60 TO 25 

第2章因子分析法

21. S 1tl'IP・1.0/SQRTF(I.0+TArI4p**2)
COS'IP. TANlIP*S 1 N4P 
25 COS2PaSQRTF((1.0+COS4P)/2.0) 
SIN2P田SIN4P/(2.0*COS2P)
COSN-SQRTF (( 1.0+COS2P )/2.0) 
511剖'1-51112P/ (2.0*COS¥'1) 
IF(s) 26.26~27 
26 i:ósP~(ëÕSW~WI\'/)*COtlST 
S 1 UP-(COS¥'I-S ItM)*CONST 
GO TO 2:1 
27 COSI).COSI~ 
S 1 iIP.S II-nぜ
28 IF(D) 29.29.30 
29 SINP・・SINP
30 0031 l..l.IVII 
Pt1X 1 J-PHX{ 1. J )*COSP+PMX( 1， K)*S IiIP 
PMXIK・PHX(I.K)*COSP・-PHX(I.J)*SINP
PMX( I.J)・PMXIJ
31 PHX(I，K)・PMXIK
32 CONTlNUE 
1 NTERC-I NTERC+ 1 
VPRE-VNE\~ 
GO TO 5 
33 TYPE 211 
00 35 1・1.IVN
H(I)-Il(I)棚(1 ) 
HN，田0.0
00 3'. J・1.IFN
34 HN・HN+F~X{I ， J)*FMX(I ， J)
HO・liN-H(1】
35 TYPE 206，1 ，H( 1 )，HN，HO 
TYPE 207 
TYPE 203，(11(1)，1・1，IFN)
TYPE 209 
00 39 1・1.IVI-I
TYPE-20'.. i， (FHX( 1， J)， J・1，IFN)
TYPE 209 
L-IF吋15
IF( IFN・l*5)36，37，3! 
36 L・L+l
37∞39 J・I.L
K-J*5 
Kl・K-I.
IF(K・IFN)39，39，311 
38 K・IFN
Kl・(J・1)*5+1 
39 PUNCH 300，1パFMX(1 ，KK) ，KK・Kl.K).J
TYPE 210， VNE\~ 
GO TO 1 

100 FORHAT (512.E8.1) 
101 FORHAT (5EI2.5) 

161 

200 FORHAT (lX.20H.VARII仏X ANALYSISIII) 
20.1 FORMAT(ix. iSH日ESIGNOF ROTATIOill/ll.H JOB， 161/3X， 16HNO. OF VARIABLE 
ー1-S.15，5X，2iIlNO. OF C.OM('10N FACToRS ， I~I/~Xt 15十削AX.'ITERAT. .G.，15//3X. 
ii'&riHII'ER:' 'iio. SPEc:':ï4ïÏ3 ic~ï 6Hëõ~sT:' FoA' CO"NV;: 1 y，; Eii; 5://) 
202 FORHAT (3X. 9HCYCLE' .1371)ー
203 FORMAT (3X~ßHINTER HEOiATE FACTOR HATRIX 11) 
204 FORMAT ( 12.日(3X.F7.4))
205 FORMAT (lX)マ
206 FORMAT (3X; 12 ， 5X ， Fl0.5 ， 6X.Fl0..~i6x ， Fl0.51/) 207 FORMAT ~íÎ3x:f3H~Ai:TöR'MÄtRiiií) 
209 FORMAT (2X.B{3X， 3H F，12，2X)) 
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XX，・~.I.~~q*x~I~V(J ，IJQ+RINVI2*XLINV(K.IJI) 
.. ~~!~~~~，!~!l・~!NV21*XUNV(J， IJ1)+RIÑV22*XLINV(K， IJI)
113 XLINV(J: IJI】.XX
4与CONTlt<<IE
ICYCL，・3
LCYCL.LCYCL+I 
IF (ICONVC) 45，45，4 
45 VPRE，・VINIT . _ -_ 
ICYCL-4 
GO 10 4 
46 TYPE 204 
DO 47 1・I.IVN

得7.!r~~ ~~~，_l.，J..~S_(!I~)，_J- I ， IFN) 
TVPE '2Õ6:V~町:VPRË:Xÿ
TYPE 207 
関与81・1.IFN
附 NCH101; (RS(J.I】‘炉!，IVN) 

嶋:ry~r20~:t ;(xLÃAå l1;J )::";i~: IFN) 
TYPE 208 - -
回 501・1.IFN
細川1)・0.0
DO il!lぉ1.IFN
49A側m・ABW(I)+XL!NY(I，J)**2
細川I).SQRTF(A剛(1))-
∞50J・1.IFN
50 XLI~V(I ， J)・XLINV(I ， J)*ABW(I)
∞52 1・1.IFN
A蜘 (1)・0.0
DO 51 J・I.IFN
51 ABW(I)・AB削 1 】+~L!NV(I'，J)合XLAHB(J.I)
TYPE 205. I.A8W( I ) • - -_ 
∞ 52.~i;tÿÑ 
52 RS(J.I ).ABW( 1 )*RS(J;I) 
TYPE 209 
即日 1・1.IVN
53 TYPE.205.1.(RS(I.J)，J・1.IF吋}
凶日 j;:CtFN
54 PUNCH 101;(RS(I，J).I.，.IVIO 
GO TO 1 

1∞FO剛AT.(313.EI2.5) 
101 FORHA T(5E12よ5)

165 

200 FORHAT (1111X.16HOBLIHAX ROTATIONlllX.26HCONTROL. CARD SPECIFICATIO 
lNïi5X;16HNó~n6F-ÿARiÅBLÊS~ïiôii5X:í 斗Hh0.OF FACTORS.112/J5x.17HIfO 
2 SPEclFICATION.191/5X.6fHPRE. ASSIGNEO' CONSTANTS TO. JUDGE O&LIHAX 
3CRITEAlot-STAB1uZED-Ex，Eh.2//) 
201 FORHAT (1111X.7HCYCLE (~13 ， IH， .13.2H ).5X.13/~1斗X.~5HNEW CRITERION 
1 PRE.CRIτEiitON-' ~-- òtFF~RË~CEí'7ié. :H Fîó~s:6í()În 
202 FORHAT (IX.29HAPPROXIHATE STRUCTURE-HATRIX)-
203 FORHAT (l12.10(8Fl0.5/)) 
20与FORHAT(11171X.15HFINAL'SOLUTIONSlllllX，27自REFERENCESTRUCTURE HA 
1 TRIXI) 
205 FORHAT (1112.8Fl0.5/10(2X.8Fl0.5/)) 
206 FORHAT (/1/4ic.53HF1 NAL CRiTERION llHTIAL CRITERION DIFFER 
lENCEI13(9X.F1O.5)11) 
207 FORHAT (1x;61HTRANS問RHATIONHATRIX (FROH PRE.STRUCTURE TO FINAL S 
1TRUCTURE) ) 
208 FORHAT (1IIIX.61HTRANSFORHATION HATRIX (FROM PRE.STRUCTURE 10 PRIM 
IARY PATTERN)/7) 

209 問RHAT~(lllix.37HPRIHARY PATTERN BY THE OBLIHAX MET削 D)
END 
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[付] サブ・)J，..ーティン (4次方程式の求根〉

A(1わ) I何
X反(1，μJの)I!個の根(1=草以3，4の〉を J=1に実数部冴J=2に虚数

|部分を示す

C SUBROUTlNE Of QUARTIC EQUATION 
C PERRARI METHOO 
C 
SUBROUTINE fOEQ(A，X) 

C DIMENS loN A(51，xIh2} 
00 1 I眉 1，lf
00 1 Jal.2 
1 X( I.J)aO; 
Al=A(2)!A(1 ) 
A2=A(3)/A(1 ) 
A3aA(lf)/A(1 ) 
A1f=A(5)/A(1 ) 
SK=-3. *Al柑 2/s.+A2
SL田Al**3/s.-Al*A2/2.+A3
SMa-3. *Al帥 If/2:56.+Al*A 1 *A2!16.-Al合:A311.. +A4 
SR=lf. *SK安SM-SL**2
SP=..If. *SM/3.-SK**2!9. 
SQ=SR':'4.*SK安SM/3.-2.*SK**3/27.
OO=SQ帥 2+lf.吋P州 3
If(OD)3.2.2 
2 M=(-SQ与SQRTf(OO))12. 
BB_(_SQ_SQRTf(00))/2. 
AAA白AA/ABSf(AA) 
BBB=BB/ABSf(BB) 
M-ABSf(AA)会*(i./3.)
BB=ABSf(BBj**(1./3.) 
SUl回AAA*AA+BBB*BB+SK!3. 
GO TO 4 
3 SITAnATANf((~OO)*均.5l(-s92}
SUl・2.*SQRTf(司 SP)吋 iNf{I.57O79632圃 SI TAl3. )+SK!3. 
斗 SA--SU1-SK
SB司2.*SLI (ABSf (SU 1岨 SK))**0.5
sc，・(ABSf(SU1-S氏))**0. 5/2.0 
If(SU1-SK)8，5，IS 
5 SX~SQRTf(ABSf(-SK/2.)) 
If(SK)6，6.7 
6 X(I.1 )=sx 
X(2，1 )--SX 
X(3.1 )四SX
X(I.; 1 )冒圃SX
ωTO 21 
7 X(3.2)-SX 
X(4;2)..-SX 
X(I，2)..SX 
X(2，2)回ーSX
GO TO 21 ‘、、
8 SALPH・((SQRTf(SA帥 2+SB柿 21+SAl/2.oi柿 0.5
seETA:((SQRTF(SA帥 2+S8帥 2)・SA)/2.0)**0.5
If(SL)1I..9.13 
9 If(SA)10~11 ， 11 
10XIi.2i・ (~SQRTF(ABSf(SU1-SK))+SQRTf(-SA))/2.
X (2; 2 )...:.X (1 ， ? ) 
xi3.2jd{2J)+SQRTF(-SA} 
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子図第2章

その他(固有値・固有ベクトル一一ヤコピ法〉

Input Output 

1DIM 計算される行列の rank X(I，I) 行列 X(I，J)の固有値

XCI，J) 行列のI行LJJ=列1の.2要.…素. 固有償 X(I，I)に対する固有ベ，IDIM UCI，J) Fトノレ

EPSl 計にロ算十に分近中に近い行いご列かくの否小非かさ対なを角数テ要値ス素トがすゼるゼロ 1C 計算の反復闘数

F. 

V
A
 
l
 

O
R
 

Tz 

a
u
n
 

M
H
 
FL
・
-OR
 '' Fr・

a帽
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M
n
 
v' 
-
3
 

.nR 
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M
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Er
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O
R
 

FEnu 

Hu
，，
 'LFLW 
AHE』
u'aV 

4
t
 

1
1
 

FEPE 

FUFU 

l
l
 

p
巳

FE
(JACOBI MET十句0)

IDIM ---RANK OF MATRIX X(I，J) 
EPSI ---NEGLltlBLE SMALL VALUE FOR附tl-DIAGOtlALELEMEtHS 

pup-wpbpLWFUFlv仰し
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c 
c 
DIMEflSION X(40，40 )，U(40，40) 
1 READ 100，IDIM，EPSI 
TYPE 202，IDIM，EPSI 
00'.3 l-l.IDIM 
REAO 101，(X(I，J)，J.l， I日1M)
TYPE 101，(X(I，J)，J-l， IDIM) 
00 2 J=I，IOIM 
2 U(I，J)-O.O 
3 U(I.I)=1.0 
IC田O
1， AB=O.O 
007 1=1，IOIM 
IF(I-I口l向)5，7，7 
5 J・1+1
DO 7 L=J.IDIM 
IF(AB-ABSF(X(I，L))) 6，6，7 
6 As';ABSF(X(i，L)} ... • 
H-I 
K=L 
AHK，冒X(I，L) 
7 COIHl I~UE 
IF(AB-EPSI )13，s，日
日C-X(K，K)-X(H，向r
R-(c*e+AHK*AHK*4.0)古匂.5
IF(C) 9，10，10 
9 R蝿ーR
10 COS事 (O.5+0.5*C/R)女*0.5
Slfl・":'X{M，K)/(R*COS)。o11 I・1.101H
T聞 P-COS*X(H.I )+SIN*X(K， 1) 
X(K，I)・cOS*X(K，i)-SIN*X(向，I ) 
11 X(M.I)・TEMP
00 12 I・1.10lM
TEMP aCOS*X ( I.M )+S I N*X ( 1. K) 
X(I，K)-Cos*X(i，K)・SI N*X(j ，M) 
X( I.M)四 TEHP
TEMP ';'U( I，M)*COS+U( I，K)*SIN 
U( I，K)・U(I ，K)*COSベJ(I，M)*SlIl
12 U( I，M)=TEHP 
IC・IC+l
GO TO与
13 00 15 I・1.101M
TYPE 200.i.X(I.I) 
00 1/..J司j，101M
14 TYPE 201，i.J.u(J，I) 
TYPE 204. • • 
PUNCli 300， 1， X ( 1， 1 ) 
15 PUllCH 301;(U(I.J).J=I，IOIM).1 
TYPE 203.IC 
GO TO 1 

100 FORMAT (12.Fs.6) 
101 FORMAT (4Fi4.11) 
200 FORMAT (2X，6IiLAMBOA， 13. 7X.F!0.5.n 
201 問R;4AT(iö丸 iï~í(，"í3JicJíö:5) 
202 FO剛~，~_(~~~~N~t i 10; 31 HtlEG.乱 .VALUEFOR NON-OIAG.ELEM..EI2.5.ん1X.'
10BI NPUT DATA，I) 

~~~ E~~t-I~! 11~， 271i1TERAT 10N CYCLE TO CONVERGE.14.I') 
204 FORMAT (lX) 
.300 FORt1AT (12，Fl0.5) 
.301 FORI1AT (5Ei?.5.5X，15) 
ENO 
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2・7応用例

精神変調の治療には，患者の境遇・環境条件などの見地から病型分類，また

到に精神面・行動面での症状から状態像(プロフィル)が分類され，治療指針

をたてる際の情報として役だてられる。いまウツ病での症状評価法とその吟味

の仕方を，因子分析法の一例として，ハミルトシの研究から紹介してみよう。

被は，抑ウツ状態の主要症状を検討し，表 2・2の 21項目からなる評価衰を

作成した。

ここに各項目の評点は，表 2・3のように5点法または 3点法で，症状の重

篤度により与えられる。この評価表で成年男子患者 49例につき， 2名の医師

が全く別偲に面接し，評価点を付した。この際評価者聞の差異は，あらかじめ

別の実験で，総点の相関性について検討し， 10症例ごとにデータを累積し， 70

症例までに， .0.84，0.84， 0.88， 0.89， 0.89， 0.90， 0.90と変化をみている。

きて，観測項目聞の相関行列は 49症例について，表2・4のごとく計算された。

ここに，第四項目の日内変動はウツ状態だけの尺度ではなく，また第四項

目以降は観測例数が少なかったので除外し，患者の精神状態に関する8項目，

身体状態に関する4項，精神身体に関する5項の計 17項目について算出して

いる。

この相関行列より，固有値，固有ベクトルを抽出し，因子分析した結果は，

表 2・5で示される。

この際，全分散17のうち，大きいほうから七つの国有値3.44， 2. 34， 1. 75， 

1.37， 1.28， 1.07， 0.99で72%を占めている。検討の結果，因子として最初

の四つをとりあげ，これをより明確に意義づけるために参考軸の直交回転を行

なった。回転は最初の3因子について実施し，この結果に，すでに単純な良い

解釈を示している，第4列を付け加えることにした。直交変換行列および回転

後の整理さ九たものを表 2・6に示す。

直交回転後の因子負荷行列は，単純な形となり，しかも直交性を維持してい

る。各因子に適切な名称をつけるのが通常であるから，次に各因子についての
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表 2・2 ウヲ症状のチェック表

署員|評点| 症 状 裂|評点| 症 状

1 0-4 

Ei事i;:;して非 3 0-4 

白祭夜E軽波自野設:混i

不入眠眠(入困眠難時の〉

2 0-0 罪業感 5 0-2 
不夜れ夜眠中中る〈夜，，休中目息の〉できず睡眠を障害さliiiFtL2; 覚めている

6 0-2 
不思朝非〈夜常明にけ早方〈の目〉覚めもう眠れな 身体範四症肢な状，背背中〈全部痛般の倦的〉怠感， 頭重， 広
L、

7 14
1叶性競落失月経時

5 10-4警護醤概る

16 10-2 体重減少

17 か4 術府也衝論1会議富重院欠あ底如り1清知“ま書た字は型損b2し柑い歳20 } Z 8 

日 1常:完3全・輔な醤強・働"括側協拠、るi
18 10ー2 日症内る葬状〈動刀い、朝ず…4 かれ夕かを方記かに載すよるり悪〉くな

9 
0-21焦燥不安に基づく落ち着きのなさ

19 10→ 離人非虚症現無と実的現感な実考感え消}失明と細・にしるすこ10 

0-41 >1為車主句Z技範幸量性長田る

mHI露五射程調11 

0-4 不安臓吸胃様腸血(身症管系体状系，，，尿的〉心路ガ停性ス，充器消進系化な，頭不ど痛良，， 心呼

12 0-2 
身体食秘症欲状減退(，胃腹腸筋症状の重〉苦しき， 便

21 0-2 

強壌を奪J58主主塁震が闘つ
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吟味を示す。ベクトルの要素が全変量〈全項目〉について正相関を示す場合

は，項目全体にわたる一般因子とみなされるが，しかしいまの場合，一部に逆

表 2・3 評点のつけ方

日制| ト 2評点

。なし

1わずかに

3中蹴に
4 激しく

。なし

1わずかに，疑わしい程度に

2 明らかに

相闘を示している。このため，因

子負荷ベグトルの要素を調べ，第

1因子を「制止性ウツ病Jとよぷ。

すなわち，重要な順番に，抑ウツ

気分 0.76，罪業感 0.73，制止

0.68，病識欠如 0.60，自殺 O.回，

性器症状 0.47，仕事と関心 0.46，不安(身体的)0.40，不安〈精神的)0.37， 

体重減少 0.35，および不眠(夜明け方の)0.34である。これらはこれまでの

診断カルテでの経験に非常に合致している。第2因子では，身体症状(胃腸症

状)0.67，不眠(入眠時の)0.61，焦燥 0.54，体重減少 0.44，制止 0.37，

不眠(入眠時の)0.37，不眠(夜中の)0.36，心気症 0.37，不安(精神的〉

0.33，および自殺 0.31が特徴で，莫然と焦操性ウツ病とよぴ，臨床的には不

安と焦操が慎重眠障害(とくに入眠障害〉を伴って現われることを指檎している。

とのようにして第2因子を「不安症状性」とよぶ。第3国子以降を臨床的にさ

らに明確に解釈するため斜交回転をも試行している。また，このような解析に

よる因子と臨床体験との差異および困難性は，現実の患者ではそのような諸国

子が，同時に高くなったり，低くなったり変化することに原因するからであろ

うと考えている。もし，諸検査項目から，いくつかの規定された臨床体験の範

曙に分類する方法を望むなら，むしろ判別関数法によるのが適切であろう。し

かし，この方法はあらかじめ診断され，分類されたデータの設定のもとに行な

われるので，ここでは適用できない。そこで.まずデータからいくつかの状態

像の群を分け，仮説検定によって確かめてから実施してゆかねばならないと論

じている。

さらに，このように諸国子の性質を明らかにしていくためには，高く負荷さ

れている因子別に，若干の患者を個々に選ぴ，具体的な事象と考察を結びつけ

ている。本稿では第3因子についてのみあげておく。
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表 2・4 ウタ状態の尺

(3) ωI (5) (6) (7) 
抑 ウ ツ 気分

0.37宅 Oa。O岨l 調 0.23時 0.14C 0.362 
罪 業 感 1.0 0.5221 -0.0491 -0.048 .0.121 0.358 

自 殺 1.0 1 0.0431 0.098 -0.073 0.016 

不 眠〈入眠時の〉 1.0 1 0.199 0.309 0.130 

不 眠〈夜中の〉 1.0 0.054 0.035 

不 眠 〈夜明け方の〉 1.0 0.17 

仕事 と 関心 1.0 

1TJ 止

焦 操

不 安(精神的〉

不 安〈身体的〉

身体症状〈胃腸症状〉

身体症状〈全般的〉

性 器 症 状

u 気 症

体 軍 減 少

病 識

表 2・5 因子行列と闘有値

症 状 因子1 因子2 因子S 因子4

抑 fJ ツ 気 分 0.763 -0.172 0.103 0.151 

持 業 感 0.728 -0.156 0.341 -0.138 

自 殺 0.531 -0.311 0.283 0.122 

不 眠〈入眠時の〉 0.207 0.614 -0.208 -0.025 

不 眠〈夜中の〉 0.284 0.363 -0.081 0.639 

不 眠 〈夜明け方の〉 0.338 0.371 -0.304 -0.340 

仕 事 と 関 u 0.458 0.275 O.ω3 -0.134 

制 止 0.683 -0.371 -0.253 0.224 

焦 操 -0.034 0.539 0.503 -0.032 

不 安〈精神的〉 ー0.373 0.326 0.557 0.072 

不 安〈身体的〉 -0.403 0.250 0.480 0.421 

身体症状〈胃脇症状〉 0.282 0.674 -0.395 -0.010 

不 安〈全般的〉 0.087 0.245 -0.お6 0.628 

性 器 症 状 0.474 -0.139 0.397 0.225 

'U 気 症 0.157 0.367 0.117 -0.144 

体 重 減 少 0.603 0.107 0.2似 -0.173 

病 識 0.353 0.439 0.214 -0.192 

園 有 値 3.4358 2.3439 1.7496 1. 3658 
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度関根闘行列

(8) (13) I (14) I (15) I (悶 I(1η 
0.341 0.1鎗

0.222 

0.134 

0.156 

0.182 

0.243 

0.178 

0.087 

0.151 

0.245 

-0.074 

0.313 

0.2541 O.飴5

1.0 I 0.149 

1.0 

表 2・6 回転後の因子行列

症 状 因子1 因子2 因子3 因子4

自 量E 0.672 -0.∞9 -0.ω6 0.122 

性 器 症 状 0.618 0.113 O.ω1 0.225 

揮 業 感 0.783 0.224 -0.ω7 -0.138 

制 止 0.525 0.014 -0.626 0.224 

抑 ウ ヲ 気 分 0.6鈎 0.227 -0.鈎9 0.151 

身体症状〈胃腸症状〉 -0.283 0.725 -0.288 -0.010 

体 重 減 少 0.5ω 0.401 -0.077 -0.173 

不 眠〈入眠時の〉 -0.214 0.637 -0.111 -0.飽5

不 . (夜中の) 0.015 0.456 -0.105 0.639 

仕 事 と 関 ，[.， 0.245 0.41“ -0.102 -0.134 
'U 気 症 O.似4 0.397 0.123 -0.144 

病 識 0.190 O.弱6 0.133 -0.192 

不 眠 〈夜明け方の〉 -0.067 0.490 -0.317 -0.340 

焦 腺 0.016 0.453 O.鎚3 -0.侃2

不 安(精神的〉 -0.117 0.1∞ 0.7鈎 0.072 

不 安〈身体的〉 -0.148 -0.019 0.658 0.421 

身体症状(全般的〉 -0.227 0.256 -0.278 0.628 
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表 2・7 直交変換行列

行 列

F， I O. 7377 I O. 4932 Iー0.4610
九|ー0.4182 I 0.8699 I 0.2614 
凡 I 0.53∞I O.∞∞ I 0.8480 

用

第3因子一-F1: 41， F2: 38， 

Fa: 63，九:44の因子負荷を有す

る 61才の男子(症例 No.2)。こ

の患者は過去に数回のウツ病歴を有

し，今回の場合は，夫人と娘の死に

より誘発された。来診後の経過は大きな変動があり，電気ショック療法にはほ

とんど反応しなかった。彼の症状は，著しい気分の抑ウツ，罪業感，自殺念慮，

f担j止，関心の消失，および非常な睡眠障害であった。治療結果は快癒し，その

後も正常である。

F1: 60，九:55， Fa: 78，九:52の 53才男子(症例 No.45)。患者は，

4年前にいちどウツ病にかかっている。そして 2年前から再びウツ病にかか

り，その症状はかなり変化していた。入院中，彼は著明な気分の抑ウツ，罪業

感，関心の消失，非常な不安，焦操， 性欲消失および病識欠如を示した。彼

は，むしろ不十分人格で，それまでよりも重い職責についたとき，現病にかか

った。

これらの患者はいずれもウツ病歴があり，内向的性格の変調を有し可いる。

そして， 両者とも現病の発生には心理的緊張があった。症状は， 最初内向的

(制止型)であり， 次に反応的(焦操型)であった。臨床的に，これらの患者

は，非常に似通っているとはいえないが，因子負荷の上では類似性を指摘して

いる。この因子が何であるか，したがって何と命名されるものか臨床的にまだ

明らかでない。

このような詳しい解析と検討によって，ウツ症状患者に適用する実用的な評

価表について研究している。

Hamilton， M:“A rating scale for depression" J. Neurosurg. Psychiat. 23 
(1蜘)，時61.
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第3章判別関数法

3.1概要

いま，P種の変量の上で規定される母集団がh個あり，これら各母集団には

すでに nl>n2.…， n.個の過去の情報が存在している。これをもとに新たに得
られたp変量観測値がh個の母集団のうちのどの一つに帰属していたものかを

知りたい。これを客観的に判別 (classification，discrimination)する経験法

則を与える方法が判別関数法 (discriminantanalysis)である。

たとえば，ある種の内科領域の診断では，病巣は別でも似たような自他覚症

状・臨床検査成績を呈することがある。既往の剖検結果別に母集団をつくり，

これら諸症候群・検査成績を多変量の観測値と考えるならば，新患の来診時に

役だてられる判別関数法の問題となろう。

きて，状態を示す P種の変量をもっ観測値が，k(P>め個の母集団のどれ

かに属するとして，どのように一つの母集団と判別するのが自然であるうか，

この種の問題を一般的に考えよう。ここで注意として，k個の母集団はあらか

じめ設定されているのであって，過去の異質なデータをいくつかの母集団に分

類する問題ではない。また判別は必ずーっの母集団に限られ，いずれにも属さ

ない，または判別を保留するような結論には導かないことを付記しておく。

いま，k個の母集団 n'1，n'2， ...， n'.が，それぞれム(x)，P2(X).…， P.(X) 
なる密度関数をもち，このおのおのに闘し nl>n2， ...， n.個のデータがあると

する。さらに，観測値のとりうる空間全体を h個の互いに棄な領滋 Rl>R.， 

・・・，R.に分割し， もしJ新たに得られた観測値が領域 R;にはいるなら，それ

はn';からのものであると結論することにする。 この判定で，真には的から

の観測値が町からのものであると誤って判断される損失を c(jli)，またn';か

らの観測値であるらしい先験的確率 (apriori probability)を q;とすると，

誤った判断を下す確率 P(jli，R)およびそのような誤ちによる期待損失費用
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P(ili，R)=んpa(お)dx

争qi{急cωP(ili，R)} 
jキi

(3・1)

(3・2)

は当然であり， この総期待損失費用の式 (3・2)を最小ならしめるように，

Rb R2'…，R/，…， Rkを設定するのが望ましい。このことは，もし
k k 

~ qiPi(X)c(lli) < 4J qiPi(X) c(jli)， j_ =~， 2， ・・・，k (3・3)
41 i4j1キl

すなわち，i以外のすべての jの中で，式 (3・2)を最小とするような tなら，

zを πtからの観測値とみなすように R，をとらえている。

3・2 2個の母集団のいずれかに判別する場合

前節の k=2の場合で，式 (3・3)から直ちに RIおよび R2は次のように

得られる。

RI : PI(X)/P2(X) >c(112)q2/C(211)ql 

R2 :ρI (X)/P2(X) <c(112)q2/c(211)ql 

上式の例として，多次元正規分布の場合を適用してみよう。

(3・4)

A. 等分散共分散母数の値が既知の正規分布 N(μ(i)， ~)の場合 (i=1 ， 2)

第 i番目の密度関数は

的〉三叫ーす(X-p(i))'~-I(X-p(i)) JI (2 ，.門~IIべ同 2
(3・5)

であるから，判別関数は次の線型式で示される。

R1: I x-~ (1'(1)+1'(2)) I'~-I(p(l)一川沿loga I 
二唱 こ， ~ (3・6)

，... '>" ".，... 、，、ー守、申

R2:lxーす(1'川 μ(2))I ~-I(p(l)-p(2))<loga I 

a= q2c(112)/qlc(211) (3，η 

この場合の吟味として，誤った判断を下す確率は容易に示され，それぞれ



、.、.‘，..、.、.、ー

第3章判別関数法

{loga-~ ¥ {loga+引
P(211)=O¥一万ニ}， P(112)=I-O¥一万「

d三(p(1)_P(2))' Z-l(μ(1) _P(B))， 

@仁かjン-，'/2匂!';2tr
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(3・8)

(3・9)

となり，q2c(112) = qlc(211)なら，P(211) =P(112) =O( -.fd/2)となる。

また新たに得たm個の観測値に関し，この集団全体として，母集団の帰属を

問題とする場合には，m個による平均値ベクトル云を上式のおに，またZ/m

を Zの代わりに置き替えるとよい。

B. 等分散共分散母教の値が未知の正規分布の場合

いま，既往情報として N(μ(i)， Z)からの観測値為的， xz(i)，…，x..，(I)， i= 

1，2があり，これをもとに新たな観測値 xが町または町のいずれに属す

るかを考える。このとき， μ(;) および Zの不偏推定量

志向zbψi 1 
> (3，10) 

およぴ 8=沼号(ゐ【的i白}一玉志許恥制{“的町i均η】り)(品x..(i“的i均}一忌許恥tぬ刈3
を式〈σ3.6め〉左辺の母数にそれぞれ代入して，この際の線型判別関教を得る。

また m 個の観測値引.X2・….x'"に関する判別式は，五=:Ex.. /mとして

式 (3・10)の Sの代わりに，次式の

8=1持ω 一副〉ω ーが〉ヰ(ぬ-i)(ゐ-x)'} (3.11) 
(nl+n2+m-3) 

を，また式 (3・6)の xには itを用いればよい。

厳密にはこの母数を推定したときの判別関数は式 (3・2)を最小にするとはい

えないが，直観的に合理的なものとして，広く応用されている。
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3.3 kC>2)個の正規母集団のいずれかに判別する場合

この場合も，式(3・めから直接に判別関数を求めればよいが，簡単に N(μ{SL

~)すなわち Z を共通既知，すべての c(jlのが等しいとすると，空間別関数は

線型となり，

R鳥j:U町町ザ吋jが戸ベi戸4三=[寸W 川 )Jl:-l( 
) (3.12) 

i=1，2，…. k I 

zキj J 

が得られる。ここに Ujj=-Uijであるから，iとjの異なった組み合わせ

で，k(k-1)/2個の線型判別関数を作ればよいことになる。また Zが未知で

あれば，式 (3・10)と同様に Z の代わりに

s=争2ω
を利用する。また，式 (3・11)の場合にも同様に適用すればよい。

3・4 計算ブログラミシグ

数個の正規母集団のうちの一つに判別する場合

Input Output 

NG !グループの数 仇 J)I第I群官Tf公ノレ
K 

NG.(NG-1)/2個の判別関数係

州 1) I第 z吋併殺きさ〈数〉 数Jベ=Pトノレ
A(l，J) NKG+・I〈，NKG+-21，〉…， 

X(I) 観測値ベFトノレ 1=1，2，…，K ~;1=1， 2，・・・ ， K

CONS 判別関数の定数項

DIST I Mah山 0協の距離
E 判別を誤まる確率:{1-O(E)} 
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totalの

共分散行列

I群と2軍事の平均値の量産のベFトル

上限のように A(I，J)のK+l列から1群と2群の平均値の差のベFト''''， 1鮮とS
群，・・・， 1群と NG群， 2群と3群，・・・， 2群と NG群，・・・，(NG-l)群と NG群の
願にそれぞれの差のベFトルが入れてある.
これらの群の対に対する判別関数の係数t減十算結果として上の群の対の位置に求まる.

DISCRIHINANT FUNCTIONS 

CLASSIFICATION INTO ONE OF SEVERAL NQ~~~..P<?~~~!!~~~ 
WITH A COH附 NCOVARIANCE HATRIX 

NG-ー附.OF G附 UPS
ND ---SAHPLE SIZE 
K 画一附.OF VARIABLES 
釦 BROUTINEROOTS REQUIR印

DIHENSION A(2O ，65 )，GH( 10，20 )，ND( 10 )，X(2O) 
COH削 NA 
1 READ問、船 [<.(ND(I)，I・1.NG)

KK-(陥*NG~G)H叫
関 31・I.K
∞2 J・I~K
2 A(I.J)・O~
∞~ J・，1.附
3 GH(J.I)・0
L-D 
4 L・L+1
NN・ND(L)
5 READ iol，(X(I)，1・I，K)

N~・N柑・1
DO 6 1・I.K
GH(L，I)・l'iH(L，I)+X(I)
DO 6-J・I.K
6A(I.J)・All.J)+X(I)*X(J)

ìF(~ìH7:7 ;~ 
ilHい陥】4;8，8
TYPE 200 
TN--船∞11 I.i・I.NG
FN・ND(L)
TN・T持争FN
TYPE 201.L.ND(L) 
∞10 1・Ck∞9 J-I.K 
9 A( I:J)-Ah.J)-CH{L，I)*刷 (L，J)!FN
10 GH(し1)-占~tL:l)ïfÑ
11 TYPE'ZÓ2.(GH{L~I) ， 1 ・ I ， K)
∞12-1・I，K
∞12 J-I.K 
A( I.J】・AO.J)!TN 
12 A(J; 1)・A(1 ~J) 
NGL，・.NG-l

p
b
F
L
W
停
L
'
F
L
W
F
L
W
F
L
v
p
b
p
b
p
L
W
F
L
w
p
u

・
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∞13 L-l，NGL 
NGF-L+l 
DO 13 1・NGF.NG 

第2編応

NN-NG*(L-l)+1・(L*(L+l))/2 
11・NN+K
∞13 J・I.K
13 A(J.II)-GM(L，J)-GM(I，J) 
CALl ROOTS(K，KK) 
TYPE 203 
∞15 L-l，NGL 
NGF=L+l 
∞15 I-NGF. NG 
NN=NG*(L-l )ふ1・(L*(L+l))/2 
11・K+NN
TYPE 204，L，I，(A(J，II)，J，J=I，K) 
CONS・O.
OIST-O. 
00 14 J田 I.K
CONS=CONS・.A(J.II )*(GM(L. J)+GM( 1. J) )/2.0 
1品目IST=DIST+A(J.II)*(GM(L，J)-GM(I，J))
E・0.5*SQRTF(DIST)
15 TYPE 205.CONS， I.L，L， 1， I.L.DIST，E 
GO TO 1 

100 FORMAT(212.10 13) 
101 FORMA T(2F2~0. F4.0) 

用

200 FORMAT(I/l0X;21HDISCRIMINANT FUr~CτION///12HMEAN VECTORS) 
201 FORMAT(/!3X.i2HPOPULATION -. 13.5X.llHSAMPLE SIZE，15/) 
202 FORMAT(5l3X.F.12.5)) 
203 FORt仏TUi22的 ISCRIMINANTFUNCTIONS//19X，40HQ( I/J) RATIO OF PRI 
10RI PROBAsILITIESI19X，34HC( I.J/J，I) RATIOOF LOSS FUNCTIONS) 
204' FORHAT(i3X; i 2HPO;;Ui.A T j(í~'_'(; i 3:立H'-，13，2H)，/t5X，12HCOEFFICIENTS，/1 
I(7X，E12.5.3H X(.13，2H ))) 
205 FOR向AT(7X~E12.5~7H'CONST.//5X. 8H-LOG(Q(，13.1Hl，13.5H )*C(.213.1H 
1/，213，3H ))//5X~20HMAHALANOBIS DtSTANCE/7X，Ei2.51/5X，22HE OF MISCL 
2ASSIFICATION/7X~E12.5) 
END 

[付〕 サプ・ノレーティン(連立一次方程式の求根)

AXi=B; 

K 

KK 

A(l.J) 

N(l) 

ROOTS (K. KK) 

i=1，2，….P 
A マトリ "， flス(既知)B，ベFトノレ(既知Oにおいて.X，ベFトノレ(未
知〉を求める

げ不平ア&の要素の数

B;の数 +K

FZK  J=12K  
B: 1=1.2.….K. J=K+1….KK 

|計算途中の列の入れ替えをチ"，，，， flするため 1=以 .K 

l A B，十l l 
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SUBROUTINE OF ROOlS OF' SI附JLTANEOUSLINEAR EQUATIONS 

K-・圃 ~ANK'OF HATRIX A(I.J) 
KK - .K + 00. OF CONST.' COLUMN 'VECTOR 
ROOTS GrVEN AT A(I，J) ， 1~l ，..， K. J-K+l..，.，KK. 
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g・5応用倒

本離性高血圧症の治療は，現在，降庄飛による治療法が中心とな勺ている。

そして業種・薬量・風E降下回療の殻定，また腎・心・脳など臓器への影響が

開題となっている。いま，特別関教法の応用例として戸山らの降庄剤の選択法

について紹介しよう。このように患者の状態像から血圧降下に有効な薬剤の検

討はよ問時に薬剤の作用機序を知る手がかりとしても期待されている。

戸出らは，成人病センターで，初診時最高血圧値が 180mmHg以上で，心

電図，心正面 X線，尿タシパグ， psp蓄え験 15分値，限底検査を受け， RH 

系業調または T日系薬剤を2箇月以上通院，願期した患者を選んだ。そして

最高風圧が一短期間 159mmHg以下の症例を有効とし，それ以外を無効例と

分類した。このようにして， RH有効 19例， TH有効 zl例， TH無効 25

係省官次の表3・1に示す重篤度で症状別に評価した。表3・2にこの分布を示す。

表 3・1戸山らの高血圧重篤度の分類案

7?と空 。 1 

心 電 間 蕊 常
SまTた程は度す降平下低

心血管肥大 五 常 tf第一弓拡大

E麗~ "./パ F 〈ー〉 (:r) 

同P 25%以上 24%以下

&恥ic高血Eま 。
Schei鳴脈硬化 。
ST緩度降下t10.5mm未満降下.
剖‘降下は0.5mm以上降下.

2 3 

SはTT降B歯役下また 低STTま降た下は冠T平性

SVE+2ERSV5m. m 書館主
(+) (*) 

19%以下 14%以下

E E 

E E 

4 

性STま降た下は夜T陰寝

<-111-) 

9%以下

w 
W 

すなわち， RH有効群では，心電図で3点以上が1例もなく，心血管肥大も

2点以上な<，康タンパグでは3点が2例， PSP試験は2点以上がなく，眼

底所見ではScheie高血圧変化で1例，動脈硬化で2例が3点、で4点以上は1

例もない。また TH有効群では，心電闘で3点が5例，心血管肥大で2点が



，() RH (+) 

電 TH (+) 

図 TH (ー〉

，む肥 RH (+) 

血 TH(+) 

尿 RH (+) 
F 
ソ TH (+) 
/{ 
TH (ー〉F 

P RH (+) 

s TH (+) 
P TH (ー〉

高 RH (+) 

血 TH (+) 

圧 TH (ー〉

硬動化脈

RH (+) 

TH (+) 

TH (ー〉

第3章判別関数法

表 3・2 治療効果別の重篤度分布

。 1 2 

47.4 26.3 26.3 

44.4 14.8 22.2 

12.0 16.0 20.0 

36.8 63.2 0.0 

33.3 55.6 11.1 

0.0 40.0 52.0 

36.8 26.3 26.3 

29.7 25.9 25.9 

16.0 16.0 44.0 

84.2 15.8 0.0 

63.0 18.5 11.1 

32.0 20.0 16.0 

42.1 36.8 15.8 

29.6 40.8 14.8 

12.0 36.0 36.0 

47.4 26.3 15.8 

11.1 51.9 18.5 

12.0 32.0 24.0 
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3 4 

0.0 0.0 

18.5 0.0 

24.0 28.0 

0.0 0.0 

0.0 0.0 

8.0 0.0 

10.6 0.0 

14.8 3.7 

20.0 4.0 

0.0 0.0 

3.7 :u 
20.0 12.0 

15.3 0.0 

14.8 0.0 

16.0 0.0 

10.6 0.0 

11.1 7.4 

28.0 4.0 

3例，尿タンパグ・ PSP試験・ Scheie動脈硬化ではいずれも4点を少数みて

いる。一方， TH無効群では心電図で4点を7例，心血管肥大で3点を2例，

PSP試験でも4点を3例，と他の2群に比べ点数の高いものがふえている。

すなわち各項目別にみると， RHの有効群は点数の低いものが多く， TH無効

群ではこれに比し点数の高いものが多く，また TH有効群はこの中聞になり，

平均点数をみると RH有効群で 4.4点， TH有効群6.4点， TH無効群 10.4

点となっている。次に，表3・2の分布を，正規分布するよう重篤度の評価点を

変換し，新患について， TH有効群と TH無効群のいずれかに識別するため

判別関数法を適用した。これを日常の使用に便利に，判別係数と各集団の平均

値ペグトルを各評価点ごとに翻訳し，表3・3の読取り表を作成した。

この表より，症例ごとに各項目の点数に相当する値を加え，もし和が負にな

れば TH有効とし，正になれば TH無効と判定する。たとえばある症例で

心電図は1点，心血管肥大は2点，尿タンパク 1点， PSP2点，眼底高血圧2



188 第2編応 用

77とと1 0 1 1 I 2 I 3 
A -0.24 -0.10 

心 電 図
0.06 0.20 0必4

心血管B 肥大 -0.70 -0.14 0.46 1.02 

C -0.15 ー0.05/iR Jl ソ λ9 0.04 0.13 0.22 

D -0.18 -0.02 PSP 0.16 0.32 0.48 

E -0.14 -0.04 
Scheie高血圧 0.07 0.17 0.28 

F -0.08 -0.03 Scheie動脈硬化 O.ω 0.06 0.11 

点，動脈硬化2点とすると，この症例の総和は(ー0.10)+(0.46)+(-0.05)+ 

(0. 16) + (0. 0η+(0.02)=0.56と正になるから，この症例は TH無効である

と判定する。これによると， TH有効群 27例中総和が負のものは 22例，正

は5例，一方 TH無効群 25例中総和が負のものは5例，正は 20例となり，

両群 52例中 42例がこの判別法で適中し，適中率は 80.77%になる。また

推定、された両集団聞のマハラノピスの距離より，式 (3・8)から判別を誤る確率

〈誤診率〉を求めると， 0.1782となり，約 82%が適中する結果を予測してい

る。

これらをさらに医学的に考察し， 降庄作用を有効に示す薬剤の選択に，表

3・1の分類が有用であり，また将来において，既往臨床検査所見をもとに，治

療指針を予測する可能性を指摘している。

戸山，宮川，鈴木，中道:“高血圧症における降圧効果と重症度ぺ老年病誌， 1964， 

8巻 5号， 315-9頁.
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第4章相 関 論

4.1概要

A. 相闘の立場

本節の関連では，変量の聞の関係の深さを測ること，およびある変量の固定

された値に対する他変量の平均的な値を評価することがある。すなわち前者は

相関論 (theoryof correlation)であり，後者は回帰論 (theoryof regre-

ssion) の役めである。これらの研究はすでに古く， 17世紀の初めより体系が

きづかれた。回帰 (regression)ということばは， 遺伝研究の中で，異常に身

長の高い親または低い親の子孫の身長は普通の人の身長に帰る，またはもどる

(regress or step back)からきたといわれる。

相関の度合を示すものに，単相関係数 (coe伍cientof simple correlation)， 

重相関係数 (coe伍cientof multiple correlation)および偏相関係数 (coe伍-

cient of partial correlation)の3種類が考えられる。概念的に，単相関係数

はmと曹というような二つの量が観測され，その聞にどの程度の線型関係があ

るかを示し，重相関係数は，ある変量sに影響する要因が， 1個ではなく，若

干個ある場合にそれらが総合しておに及ぼす線型関連の深さをいう。したがっ

て単相関係数は，他に変量があってもこれらの影響を無視して特定の2変量聞

の関係のみをとりあげた場合で，全相関係数ともよぷ。もし，他の変量を無視

しえなければ，これらの値を固定して影響力を除き，特定の2変量聞の相関の

度合を考えるとき，これを偏相関係数という。偏相関係数の古典的な例として，

父と子の身長聞の相関において母の身長をある特定の値 (62inch)としたと

きの相関係数があげられる。

変量sとgの相関関係にも，次のような場合がある。

i) 二つの品質特性が，製品の硬度と抗張力のように，製品ロットが同時

的に有する特性同志の場合:このようなときの相関関係は， 両者が共通
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の叡拠f内因因子〉による変動の影響を受けて，同時的に変動すると解さ

れる。

ii) (:1:， y)は同一製品のロットから観測される特性で，たとえば含湿度と

曇色度のように，まずsが決まり，その影響を受けて gが決まる場合。

iii) :1:が外部からの加熱温度または気温のような場合:その無作為変動の

影響を受けて製品ロ v トの品質特性gが変動する場合であり，さらに，

この場合次のように分類される。

(a) おは加熱温度のように人為的に制御できる場合。

(b) 却は気温または湿度のように自然に変動し，人為的には制御不能

範囲の変動の場合。

その他にもいろいろと特殊な場合があり，特性の選択，標本の不偏な抽出法

および適切な統計的処理がたいせつである。たとえば，製品の合水率 (y)は

乾燥前の合水率(:1:)と深い相関関係があるにもかかわらず，yを測定する際

の室内湿度をとりあげ，これとの小さな相闘のみを即断的に追求し深い検討を

行なわないようなことがある。また解析方法でも gの値は，ある:I:=:l:tで不連

続に上昇する性質のあるようなとき，:l:tの付近で観測された資料によって相

関関係が有意と判定される場合がある。しかし実はs値の増加に比例してg値

が増加するという線型の相関関係は存在しないのである。また， :1:と gが十分

広い範囲では相関関係がある場合でも，おのごく狭い範囲ではgはよい管理状

態を示すのみで，真の相関性は認められない。反対に， :1:の局所的な範囲では

相関性が認められるが， :1:の大きな範囲では他要因のため相関性が認められな

くなる場合もある。したがって，変量聞の相関を論ずる場合には，事象の科学

的意義を裏づけながら，その変動域を考慮し解析せねばならない。このために

は，あらかじめ散布図を作成し観測値の大局について観察する必要がある。

B. 単相聞とその性質

まず古典的な単相関の概念から導入する。いま，二つの確率変数 X，Yが

あり，この n個の観測値の組{:l:j，yj}を (:1:， y)平面に打点し，散布図を作

成する。このとき原点を各算術平均の点 (i，ii)に移し，この新原点を通り，
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もとの各事自に平行な軸を11J'.官'とする。ここで次の種の平均的傾向を考察す

る。

(1) :fより大きなI1Jjに対応する釣は gより大で.:fより小さなtJeiに

対応する約は宮より小，すなわち sが増すと官も増加する。

(2) :fより大きなl1Jiに対応する1Iiは Sより小で.:fより小さなtJeiに

対応する1Iiは官より大，すなわち sが増すと gは減少する。

(3) :fより大きなa:iに対応する 1Iiは Sの上にも下にも，大約同数ずつ

ある。ここで(1)を正の相関.(2)を負の相関.(3)を無相関の佐賀をも

っという。11J'.11'軸の象限で，正の相関にはr.mに，負の相聞には II.N 
象限に観1lI1J点が集中するo11J'. 11'輸に関する点、の座標を (a:'i.1I'i)とすると，

(1) i~ l1J'め>0 (2) ，.?;la:'i1l'i<O (3) i守'仙寺O

である。ここで相関の目安をがi1l'j の積和とし，これを普遍化するため観測

数で除して平均化し.a:'. y'のそれぞれの標準偏差を単位にとり，相関係数r

を定義する。すなわち，

、1
1
/

め
一
の

f
'
l
k
、
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(4・1)

上式から，直接 rに関し. -1=:三 r~l および T の値は原点にも尺度の単位に

も無関係な性質が導かれる。

以上はすべて標本相関係数 Tについての古典的な考察であるが，これを正規

母集団相関係数 pと対応すると次のようになる。いま 1対の変量 Xおよび Y

に関して.a:<X<a:+d:x;かつ y<yく1I+dyなる確率を次式の p(l1J.y)dl1Jd1l 

r 1 ((11J一μ1)2
ρ(a:. 1/)= n_  _ A 11 _9 exp!一一一一一一{一一一一一

向 J亡F叫 L 2(1 ーがn~
2ρ(:x;ーμI)(Yーμ2)， (智『μ2)21l

+一一τ一一~ ! (4.2) 
(11(12 (12" J J 

とすると.X， Yは2変量正規分布をなし，乙のような母集団を2変量正規母

集団という。ごこに μ10μ2はそれぞれ X.yの母平均. (11(12はそれぞれ

X. Yの母標準偏差， ρは母相関係数である。またが.r2をそれぞれ母寄与
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率，標本寄与率ということがある。

n組の観測値による相関係数 rの標本分布 p(rln，ρ〕は次式で示される。

i ) ρ=0のとき

片州川川|同仇n爪，p占刈内p炉刊刊ニ4劫Oの)=1べ(午引)トο←山一→r什門J7i川万訂rベ(乎引) 付
ii) ρキOのとき

PケIn，か (1一門川 (1ー州ー札J土LfcOS-l(ゴfh44〉
π(n-3)] ，- . / d(叩 )n-2¥ J1-p2r2 ) 

とれで、 fの標本分布は完全に解けたわけであるが，これらの関数値とその積分

を求めるには相当の労力を要する。これに関し，すでに数値表が数十頁にわた

司て作成されている。

次にrに関する諸性質をまとめておく。

a. p=Oの仮説検定

γ としてゼロでない値が算出されたとしても， ρ=0からの任意標本ならそ

の程度の債はざらに出て来るかもしれなし、。そこで ρ=0なる仮説を十分な信

頼度(たとえば 95%)で棄却できるか否か検定しなければならなL、。すなわち

ρ=0の仮説の下で，上のような rの値が現われることがほとんどない，また

は当然起こりうる，というようなことを証明するわけである。検定法は次のよ

うになる。 ρ=0を仮説とする場合には

to=rJ五土2/(1-r2) (4・5)

とおき，式 (4・5)を rの式として式 (4.3)に代入すると，toは自由度 (nー2)

のt分布に従うことがわかる。ゆえに2変量母集団の ρ=0に関する検定は，

t分布を利用する。または to2= F，。として F分布を利用してもよい。すなわ

ち，自由度を(n-2)のtO.05の値と比較して，tO>tO.05ならば，仮説 ρ=0は

棄却される。また，上の標本分布の式から，nが十分大なら

=」1Lji+」担L+i~iコこ
Jn-1 r ' 4(n-1)' J. Jn-1 (4・6)

が導かれ，大標本の場合の検定に利用されることもある。
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b. Tの信額限界

いま，0&が指定されたとき

よρρt(r州刈仇(か例伸rパ巾凧In仇n爪， 帥 =/丘:::州n 
となる rη'b11η=を各 n肌， ρに関して求める。この rη'br:乃2はもちろんnとρの関

散だカか‘ら r=rl(伽n，ρρ)，r= r，(n. p)とし，それぞれの逆関数を ρ=Pl(n.r). 
p=p，(n. r)とする。この定豊島より標本相関係数 roが得られたとき， roを上
の関数 PIoPaに入れると，母相関係数 ρ=ρl(n.rO) のとき r~η となる確率

は， ρ=P2(n.η〉のとき.r~rO となる確率と等し< ，いずれもαになる。こ

こに ρ10Paは信頼限界とよばれる量で， ρ1・hで留まれる部分を信額区間，
(1-20&)を償額度(または償額係数〉という。信額区聞を計算する代わりに，

n. roおよびαを与えて， Pto P.を読み取る図表が得られている。また.この

図表により一般のρ値に関する仮説検定も行なえる。

c. 7ィψシャー (Fisher)のZ変換

rの分布が複雑な式で表現されるために，これを適当な変数変換によって，

取り扱いの容易な正規分布の型に近づける工夫がなされた。 Fisherは漸近的

に母分散を安定化するために，

1. 1+ι 
z=ーlog.: . '_u (4・8)2 '~I!i.lーη

なる変換を行なうと， Zの分布は母平均"母標準偏差 I/./n-互の正規分布

で近似的に良く表わされることを提唱した。ここに 2C=log(l+ρ11ーρ〉。こ

の変換を Z一変換とよぷ。この場合，nが 10以上ならば正規分布と考えて支

障なく

to=(ZーのJ五-3 (4・9)

11 N(O， 1)に従う。との性質によって信頼区間や ρに関する検定がなされる。

d. 相関比 (correlationratio) 

相関論は，変量聞の関係を線型性でとらえようとするものであるが，線型で

たい関連性をrで検討することは妥当でない。線型関係でないときには，一元

配置法(統計的実験計画法)のように，観測値の全分散を級聞と級内の分散に
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分けて考察する必要がある。いま 6宮yを変量 Yの分散，(/2yω を変量 X

のある国定した値での Yの分散として，

甲y，X=";1ー {(/2n.l/(/8y} (4・10)

で X の上の Yの母相関比を定義する。ここに，(/2YCXlは級内牙散， (/2}._ 

(/2YCXl は級間分散に相当する。定義から，直ちに 1~三曹2y，x :2::ρ2 が噂かれる。

XとYが一次性のときは Xに対する係数が ρ(/y/(/Xとなるから，申書Y.X=ρ2，

すなわち，母相関比と母相関係数は一致する。

Xの上の Yの標本相関比は， Xの上で観測値院を2個以上含むよう適当

に小さく級分けし，各級の中で釣の分散を求め，Q'2YCXlの推定値r仰)0ま
た Yの全観測値約から全分散 S，，sを求め，(/2yの推定値として式 (4・10)に

代入して得る。すなわち

1/，1，，，= '11'1-{S2，1C"l/S九} (4・11)

を標本相関比とし， X とYが線型に限ちず，一般に複雑な 1価の関数関係を

もっときの関連性の度合とする。したがって句2ha-rりは関連性が線型であ

るか否かの判定に利用される。

X， Yについて， ρ=0の正規分布を仮説とし， aJjの級数をhとおくと

Fo=(n-k)甲211，../(k-1)(1一万九，..) (4・12)

は自由度対 (k-1，n-k)の F分布に従い，九同の有意性を検定しうる。

4・2 重相関分析

A. 重相関係数 (multiplecorrelation coefficient) 

これまでの単相関係教は，単に2変量聞の相関性の度合を示したが，一般に

一つの変量に影響を与える k-1個 (k>3)の因子が存在するとき， 前者向

と後者の群(aJa，...， aJlI)の聞の相聞の度合について考える。ある薬品の墨色度

(aJl)はその薬品に含まれるある不純物の量(aJa)と含湿度(aJ3)の影響を受け

るような場合である。

いま母単相関係教を要素とする相関行列を P冨 (ρり)とし，Pl1 の余因子を

IPulで定義する。このとき，母重相関係数 P
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で定義すると，標本重相関係数 rl・23"'kは，最尤推定量として，上式 Pのす

べての ρijを町で置き換え次式で得られる。

r1-23"'k= ';iて司E日Rul (4・13)

ここに重相関係数 ρ向1骨 "k由hおよぴ rl屯叫骨畠a"'k

関比をh変量に拡張したものである。また重相関係数の2乗を寄与率または関

与率ともよんでいるok個の変量が，k次元正規分布するとして， 2)1と(2)1.

2)8.…. ak)の母重相関係数がゼロの場合，標本重相関係数の分布は容易で
rl叶 "kの確率密度関数は，rl'23"'k三 rMと略記して

1_lk-1 n-k¥ 
(〆M)k-3/2(1-rM)n-k-2/2d(rM)/ B(.一一一一) (4・14)，-¥ 2' 2 J 

となり，不完全ベータ関数で検定ができる。すなわち，仮説 Ho:ρ1骨・'k=O

のもとで

凡=(n-k)叫 (k一以1-rM) (4.15) 

なる 2九を算出すれば，危険率 αの自由度対 (k-1.nーめの F値と比較し

て，仮説 Hoが検定できる。

B. 確率楠円〈棄却楕円.probable eIlipse. toleranse eIlipse) 

k個の変量を要素とするベクトノレ Xが N(μ.Z)に従い，この観測値とし

てn個のベグトノレ XloX2.…. Xnを得たとする。いま，新たな観測値 X がさ
きと同一母集団に属するものか否か，危険率 αで判定したい。これには

HoteIlingの T2統計量を適用し.F分布の自由度対 (k.n-k)で確率 lーα

の値 Fk.._k(α〉値によって，次式

仰 -k)(X一五川叩-X)/的+仰い(α)=1 (4，16) 
で示される h 次元楕円を棄却限界とすればよい。ここに X三~x;/n. A歪

'‘ ーー ー『41 (Xj-x)(Xi-X)'。

また， Zを共通とする，新たな m 個の観測値の集団について，上のような

判定を行な告には

mn(m+n-k-1)(x(l)ー忌(2】)'A-I1+2(X(I)-X(2)) • 

hくm+冗i)Fk端情ート1くα〉 一品

(4・1η
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n m 
を適用すればよい。ここに A1+2三 i](Xj(l)-X(1)) (X;'I) -X;(I))' + i] (X;'2)-

X(2)) (X;'2)-X(2))'。

もし， Xb X2，…. Xnからの itについて，信頼度 1ーα の信頼限界を求め

るならば

仰 -k)(云ーμ川啄ーμ)/kFkn_μ)=1 (4.18) 

で与えられ，上式左辺は Pの要素 μ10μ2.…， μhについての正定値二次形式

で信頼楕円体 (confidencee11ipsoid)とよばれるものである。

秋山・岡本・坂本らは，本態性高血圧の収縮期圧と拡張期圧の分布がそれぞ

れ対数正規型であることから.k=2の式 (4・16)または (4・17)により，経

年・季節・年令・病状なEに層別した棄却楕円を種々作成している。そして，

この血圧精円により治療指針や血圧管理方式の検討を行なっている。

4・3偏相関

A. 偏相関係数 (partialcorrelation) 

h種の変量的，a2' ~3' … . 11:"のうち，たとえば.11:3"'11:"の値を一定に保っ

たときの的と 11:2の相関係数を r12寸・."で表わし，これを標本偏相関係数と

いう。米の収獲量は，雨量，日照量，地味，施肥量，栽培法などに関係するが，

これらの諸要因条件のうち，いくつかの要因は，任意に変えることができな

い。いま，米の収獲量と雨量だけの相関を知る場合，ただ記録された雨量と，

米の収獲との聞の全相闘をみたのでは，他の諸要因条件が一定していなければ

両者聞の相聞は知られない。すなわち，一連の観察記録で地味や施肥量や栽培

法を一定に保ったとしても，日照量が一定でないのが普通であり，また収獲量

と雨量との聞の相関性は，気温にも影響されていると考えられるからである。

そこで他の諸要因条件が一定しているとき，収獲量と雨量との聞にどの程度の

相関があるかを知るための方法が必要になる。偏相聞の考え方はこのような必

要性から生じる。

ここで.1(11:10 11:2.・・・.11:，，)を確率素分として.11:1および的がそれぞれl1:a.
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~4. ..・.~..から線型の影響を受けている分を

ι k '"園
駅(3.4.・・・， か 23&向=よJif〈aiImbu--zh〉dat.44. 2 (4・19)

で示すと. :l:iから oi(3.4，…. k)を除去した残差の聞についてのみ，純粋に

~1 と ~2 だけの相闘を考えうる。したがって. :1:1と:1:2の偏相関係数 ρ11・w・.1t

は次式で与えられる。

ρ12'34・"k言Cor.{(:l:l-~1(8.4. ・".ω)(:1:.-:1:2(8.4.......】)}

E{(:llI-O1匂山....k))(:I:.ー込{相川..))}

JTTI'_::: '¥ TTI'-. ::ー
V(:I:向1一m帆l(叫3.山4釘，ν"'，

(4・20)

いま，前節と同じ記号で，母相興行列を P とし.Pにおける ρ"Jの余因子
をIPiilとする。このとき:1:8.偽，….:l:1tを一定にし.:1:1とお2の簡の母偏相

関係数 ρ12'M"'"は一IP1211.;間11.lp121で定義され，この最尤法による標本

偏相関係数.rI2.34.....は次式で示される。

r12・8川=一四1211.;国司直;r (4・21)

ととに R12• Rll • R22は.P12• Pll• PI2におけるのjを全棺関町でおき替

えたものである。

偏相関係数と重相関係数との関係は.IRI1221を RI1における rOの余因子

とすると，

1一戸12・M・..1t=IRI'IRl122I1IRl1l'IR2I1 
=(ο1 一f〆』1b. s鎚勧a酢.寸)/(αl-r〆a1b.“骨...ρ 

(.4.22) 

母偏相関係数 ρ12・M・..1tがゼロであるという仮説 (Ho)を検定するには.観

本偏相関係数 r12・M・....を算出し，次の統計量について t検定すればよい。

to= ';n-k'rll'Mm 1tI';1二戸ZE弓 (4・23)

ととに，~の自由度は n-k である。

B. 偏回帰係数 (partialregression coe伍cient)

いま，変量的が変量的， :J:a，・・・.~1tから受ける影膏が線型であるとして，

式 (4・19)iij記法で _ 1t 

aμha，--，hE-ZAA (4・24)
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とする。このとき.Bltはいかに推定されるであろうか。最小2乗法(最尤法

でも同じ)によると，R の rjjに関する余因子を IRjjlとすると

T. $1 IRltl 
B..=一一一一一， t=2，3，'・・.k (4・25)$， IRul 

で与えられる。これを偏回帰係数という。したがって，式 (4・24)は

一 ιIR1t1:1:， 
Z巾，3，"，k) = ー$1，~ IRul $， (4・26)

で示され，この分散は次式で与えられる。

V(a.ι1(2，山a釘，〆，"'，

ζこで，元来的の分散は(1'21であり，式 (4・2:1)との差は

(1ーIPI/IPlll)(I'21=ρ21'2a...kt121 (4・28)

となり，重相関係数はこのように定義されているのである。

以上では原点の座標をすべてゼロと考えたが，一般の回帰平面ではi'1(2，8""，

klt :l:2，....:J:kを2:1" 2:2・v・'，2:".だけ移動して式 (4・26)は次式に整理される。

A
U
 

R
--m-s 

m
一
h
Z山

" :E :l:j・- .. 
:l:j.=一一一一ー
" 

(4・29)

4・4 計算プログラミング

A. 栂慣行列と分散共分散行列

Input Output 

lRANK 分散共分散行列のラνF 88(I.J) 務3議哉君関下It分散
X(I) 観測値ベE=Fトル

1.2.・・・.IRANK

全相を観示当すす測値値る.列ベ最にF終こトルのカ値のー読をドみ入の取れXるり(1終〉了に 8(1) 平均値ベal=F=トル
ENDC 1.2.....1RANK 

8D(1) 棋単価号ごFトル1.2.....IRANK 

CV(I) 変動係号2Fトル1.2.....1RANK . 



201 論関相

CORRElATION MATRIX ANO 
COVARIANCE MATRIX 

\~ITH MEAN，S.O.ANO C.V. 

第4章

IRANK ---NO.OF VARIABLES 
ENOC -ー圃 ENO MARK IN LAST CARO 
MATRICES SHOWN \~ITH TRIANGLE FORM IN A SQUARE 
CORRL.MATRIX S同 WNUPSIOE RIGHT. 
VAR-COV MATRIX SHOWN OIAGONAL ANO OOWNSIOE LEFT. 

OIMENSION S(30)，SS(30，30)，X(30)，NV(30)，SO(30)，CV(30) 
1 REAO 100，IRANK 
員EAO10r，ENOC 
IRaIRANK-l 
2∞3 1・1.IRANK
NV(I)・1
S( 1 )・0.0
DO 3 J・1.IRANK
3 SS( I，J)ooO.O 
N-O 
4 R EAO 101. (X ( 1 ). 1・1.IRANK)
IF(X(I)-ENOC) 5.7.5 
5 00 6 1=1.IRANK 
S(I)=S(I)+X(I) 
DO 6 Ja 1 • 1 RAliK 
6 SS(I，J)-5S(I，J)+X(I)*X(J) 
NaN+l 
GO TO 1. 
7 AN田 N
00 8 1調 1.IRANK
00 8 Jal~ IRANK 
SS(I.J)atSS(I.J)-S(I)*S(J)/AN)!AN 
8 SS(J;I)=SS(I，ミ}
009 1=1.IRANK 
SO( 1 )aSS{ 1. 1)*合0.5
S( 1 )=S( 1 )lAN 
9 cv(i)-so(I)!s(l) 
00 10 1・1.IR 
0010 J..I.IR 
10SS(I，J+l)ーSS( 1 ， J+ 1 )1 (SS ( 1， 1 ) *SS (J+ 1 ， J+ 1 ) )帥0.5
KS=1 
KE=5 
TYPE 7.05 
11 1 F ( 1 RANK-KE) 17.，12，13 
12 KEalRANK 
13 TYPE 200.(NV.(I)，1・KS，KE)
00 1/. 1-1.IRANK 
1斗 TYPE201 ， l ， (SS(I ，~)， J冒KS ， KE)

iF(ìRÃNK~KÊì~i~;i6:i5 
15 KS-KE+l 
KE・KE+5
GO TO 11 
16 TYPE 202 
TYPE 7.03 
00 17 1・I.IRANK
17 TYPE~lOL. ， i ， S(I) ， SO(I) ， CV (I) 
00 18 1 ・1. 1RANK~
00 18 J・I;IRANK
SS(J.I )-S5( I，J) 
18 SS(I;I)・1.0 ~ 
OQ 19 '''!'I.I.MNK 

p
-
w
p
L
v
p
b
p
i
w
p
u
p
-
w
p
b
p
u
p
-
v
p
b
p
b
p
b
p
ι
w
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19 PUNCH 300，(SS(I，J)oJ四1，IRANK)
GO 10 1 
100 FORHAT (15) 
101 FOR~T (13F6.4) 
200 FORMAT (/~5(9X.15)) 
201 FORHAT _ (1; 13，3)(，5 (2X， EI2.5)) 
202 FOR州T(ìÓ~~25Hv~R~ëöv-TRjÃNGULAR MATRIX，/) 
203 FORHAT(10X;1+同iEAN，9X，4HS..O. ，9X，4HC. V. ，1) 
20斗 FOR陥T(i3:3x~3ëÊït5:ìii):i)'_'''P''-.'.'' ， 
ios FÕRHAT(42~;2~HèõRRËLATÎÓN' TRIANG. MATRIX，/) 
300 FORMAT(6EI2-..5.) 
ENO 

応第2編202 

単相関行列・備相関行列および置相関係数B. 

Output Input 

第i:5豪華巴鰐甥鶴繁数
I.J=1.2.….K 

変量の数K 

観測値ベFトノレX(l) 

plu"し
Flu府
tuFLUF--punt切
pun-w

第I変量に関する童相関係数

SIMPLE CORRELATION MATRIX. 
PARTIAL CORRELATION MATRIX AND 
附 LTIPLECORRELATION MATRIX 

K --N(】.OF VARIABLES 
SUsROUTINE MATINV REQUIRED 

}
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∞9 1・I.K
X( 1 )・SQRtF(I.0輔 1.0/R(I.I))
9 TYPE 203. I.X( 1) 
TYPE 204--
KP-.I(，・1
lXl 11 1・I.KP
L・1+1
凶 10J・L.K
10 R(I.J)・-R{I.J)/SQRTF(R(I，I)*R(J，J))
lXl 11 J・L.K
11 TYPF. 205， i，J.R( I，J) 
GO TO 1 
100 FO剛AT(15)
101 FORHA T( 10F5.0 ) 
200 FORMAT(!ん 18HCORRELATI0~_HATRIX./)
201 FORHAT(7X~12/5(2X.EI2.5)) 
202 FORHAT(Iん331蜘 LT.l PLE CORRELAT 10N COEF円CIENTS./)
20~ FORMAT(10X，?，HR(， 12， lH・7同THERS)，2X，EI2.5)
204 FO附AT(i I :i6iipAAT i Ai.' 'coRIiEi.ArioN糊tRiie:ii
205 FO剛AT(10X.2H(R.12.1H-.12.1H).6X.EI2.5γ
300 FORHAT(5EI2.5) 
END 

[付] サプ・ルーティ ν(逆行列算出)

関相第4章

MAT:悶 V(K)

行列のヲ:/17K 

1=1.・・・.K+1;J=2.・・・.K+1行列は A(I.J)A(I.の

計算途中に列を入れ普えたときにそれをぬ叫するためN(1) 

SUsROUTINE OF HATRIX INVERSION F
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Input Output 

XXMMIANx l |Xの観測値の最小値と最大値 MB 

YYMMIANx l |Yの観測値の最小値と最大値

SS2， S12 楕係数円のと定式に数項おけを示るすX2，XY， Y2 の
XD 
|グラー叫

SSl，CONS 
YD 

XL I~ ラフの習t〉Y間際上の長 … |楕円…量X.Yの平均値YL さ(inch

I}枚〉のの数ヵ-Ff;::.;:bる醐tl値対偶NPC 

|剛一
TAN 

PRC |棄1単却楕位の円措歩みくときのY軸方向の

RおK I棄却楕円の危険率 N 

|即値危険率における町のF XMAX+XMIN 

IND |整理番号
SCX 2 
SCY YMAX+YMIN の値

zm l第I観測値のx.y値 2 
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TOLERANCE ELLIPSE. 
DRAWING T同 D1HENSIONALCASE 

XHIN.削AX.YHIN.YHAX---FRAHE OF FIGURE 
XL.YL ---SCALE IN!ERVAL_OF ~!NES_ DRAWN IN FR刷E
XD. YD ・ー・ INCHES OF SCALE INTERVAL 
IND ---!lTUDY CASE削.
1 K ---oSAHPLE NO. 
X(1 ).X(量} ーー T同制限SIONALVARIABLE 
PLottER AND CALL PLOT-.CALL C同R-SUB悶UTINESREQU IRED 

'
i
w
F
L
w
p
i
w
F
L
W
F
i
u
P
I
M
F
t
w
p
L
w
p
l
w
p
u
p
-
w
m
b
仰

1u

D IHENS 10N X1( 10 ).X2(10). EY(50}. EXL(5O). E刈 (50) 
ICCC・7
ICC・99
IA・90
IB-O 
MB・1
1 READ lOO.XHIN.X~X.X!-.XD. YMIN. YHAX， YL. YD 
YDEL・(yMAx:':VHtim56 ~õ 
SCX-(XHAX+XMIN)/2.0 
SCY・(YHAX+YHIN)I2.0
READ 101.NPC，PRC，F，RISK 
IC・101
CALL PLOT (IC，測IN.XHAX，XL，XD，YHIN，YHAX，YL.YDl
READ 102.INO 
T1・O.
T2・O.
T12・O.
T21-O. 
T22・O.
N・0
2 RE~O lO~ ， IK'(~!(!)IX2(1) ， 1・I.NPC)iF(Xl(I)!999:13;7;J 
3 00 6 1・I.NPC
IF(Xl (1 )1<;.4.5 
与 IF(X2(1)J5.J>'.5
5T1・Tl+Xl(IY
T2・T2+X2C1】
T12・T12+X1(1】*X2(1) 
T21・T21+Xl(I)*Xl(1】
T22・T22...X2【1)*X2【E】
H・N+l
6 CONTI附E
GO 10 2 
i脚 N
Al・T1/00
A2・T2/DO
SSI・T21喧(T1*T1)/DD 
SS2・T22・(T2*T2)/00
S12・T12・(Tl*T2)/DO
OET-(SSI*SS2)・(SI2*SI2)
CONS・2.*F*OET*{0D+l.)/{DO*(00・2.)) 
CALL PLOT (IB~Al.A2 】
CALL PLOT (ICC) -
FK-O. 
ME・。
9 F~・FK+~RC
IF(FK-41 .. 'O) 10，10，13 
10 y. (YIo1AX・(FK-PRC)*YOEL)-A2
IF(Y)I3-.1t.ll 
11 S'IGN~sH*sf2吋刈圃SS2*(SSI *Y*Y-cGNS】
IF(SIGN) 9.12.12 



206 

12 S.SQRTF(SIGN) 
HE・HE+l
EY(HE)・Y

第2編応

EXL(HE)・(S12*Y-S)/SS2+Al
EXU(HE)・EXL(HE)+(2.骨S)iSS2
GO TO 9 
13 IRE-D 
A3・2.0*Al
IC・90
14∞15 1・I，HE
J-ME-I+I 
x・EXL(J)
EXL(J)・A3-X
y・EY(J)+A2
15 CALL:PLOT (IC，X，Y) 
即 161・I.HE--
x・EXU( 1 ) 
Y.EY( 1 )+A2 
E刈 (i)';'A3~X 
EY(I)・・EY(1】
16 CALL-PLOT (iC，X，Y】
IRE・IRE+l
IF( IRE-l) 19，14，17 
17 TAN-(-2.*SI2}/(SS2-SS1) 
x・EXL(HE)
v・EY(!ol'E)+A2
CALL PLOT (IC.X.Y) 
CALL PLOT (ICe)-
YPI・O.刊行HAX-YHIN)/YL
XPI・O..I*(XHAX・，XHIN)/XL
x・XHIN・5.0*XPI
Y.YHAX+30.0*YPI 

周

CALL PLOT (IA.X. Y】
CALL C胤Rlo:6~' 小
200 FOR剛T(53hT6LEftiHtEELLIPSE FOR-一ー INSERTSUBJECT HERE -一ー・】
y-y_I.. O*yp 1 
CALL PLOT (IA，X， Y) 
CALL CHAR li:ó~i:ó.HB) 
201 FORHAT (与1品.-.. . SEQ. NO. .14) 
Y.Y-4.0*YPI 
CALL PLOT (IA.X.Y) 
eALL CHAR li~ó~f:ó.IN口 1
202 FORHAT (9HCASE NO. .13) 
y.y .. 司.5*YPI
CALL-PLOT (IA.X.Y) 
S12・2.*SI2
CALL CHAR ("4.0.1.0 ， SS2.S1~ ， SSI_.CQNS} 
203同附AT(旬;2;4HV*V..E9: 2.1.削刈 .E9.2.6HU*lI. ，E9.2) 
Y.Y-2.0*YPI 
CALL PLOT (IA.X. Y) 
CALL CHAR ~2~ó~i:ó.Al.A2) 
204 FOR陥 i"'(i¥liaNTERWPoiNT(.FS.l，2H..FB.l.2H >，20剛HEREY.Y-A2. U.X 
1・Al)
Y.Y-2.0*YPI 
CALL PLOT (IA.X.Y) 
CALL CHAR ~3:ó~i:ó.TAN.RISK.N> 
205 FO剛AT--(OHTAiao-:. -:Ell :4;21(~;9H RISK・，F5.3，7H，ND. .14) c "u:rO '-iNoi CA tEn seAi:ls -FOIi' GRAPH" .. 
Y .. YHAX，帽0.5*YPI
CALL PLOT (IA.X.Y) 
eALL CHAR ~i:ó~i:ó.YHAX) 
206 FORHAT (F5~-O)守
Y.SCY-O.5*YPI 
CALL PLOT (lA.X.Y) 
CALL C糊 H:ó~i:ó ， scY 】
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207 FOP.HAT (円.0)
Y~YHII~・O.伊'YPI
eAU:-PLO'r (IA，X，Y) 
CALL C同n(i76:f;O，YHIN) 

203 FOItHAT (F5.0) 
Y冒Y-2~0*Y PI 
X-XHIIl-3.弓宇XPI
eALL'PLO;---(IA，X， Y) 
CALL C同 Ri1A.f.o，XMlN} 

209 FORMAT (F5.0) 
X~SCX-2. S*XP I 
eALL PLOr (IA. X， Y) 
CALL CH~R (1.0.1.0.SCX) 

210 FO俗1AT(F5.0) 
x・XHAX-2.5合XPI
CALL PLOT (IA. X. Y) 
CALL è~R ei7o:f;o.XHAX) 

211 FORHAT (F5.0】'
X-SCX+o. 45 *(icHAX-SCX ) 
CALL PLOT. (IA，X，Y) 
CALL C胤 R èci~ôJ;Ó) 

212 FO剛 AT(IHXr 
Y-SCY+o. 45*{YHAX-SCY) 
X..XHI N-4.0*XP 1 
CALL PLOT (IA.X.Y) 
CALL CHAR (0.0.1.0) 

213 FORHAT (lHY) マ

HB-MB+l 
CALL PLOT (1 CCC) 
IF(XL・3.5)18，1.1
18 CALL PLOT (ltCt) 
GO TO 1 

100 FORHAT (8F5.1) 
101 FORMAT (12.F3.1.F4.2.F5.3) 
102 FORI，仙T【13) 
103 FORMAT (13.20F3.0) 
19 STOP 
END 

4・5応用例

201 

工場の品質管理部門で，ある化学薬品の精製工程における呈色度的は，そ

の薬品に含まれるある徴量不純物質の量 Oaと含湿度的によって近似的に線

型の影響を受けると考えられていた。このことを現在の改良された反応条件下

で検討するため， 15ロットからサンプルを無作為抽出し， (Oh oa. oa)を測

定した。この観測値は，定数倍され，表4・1に示されている。このデータに基

づき，管理主の問題を調査する。各変量聞の相関行列を算出すると，

(101鈎
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番号向

1 53 

2 33 

s 27， 
4 6司

5 23 

6 43 

7 63' 

8 43 

第2編応 用

褒 4・1観測値

番号 111 

関 130 9 53 
ω 77 10 23 

10 90 11 13 
53 12 40 
守

'13 73 13 30 
57 97 14 43 
7 137 15 40 
20 113 

|均 G
10 130 

37 1.¥)0 
7 87 
6 127 

40 133 
53 93 
23 123 

を得る。また， 1II1に対する1II2および:118の偏回帰係数は式 (4・25)よりそれ

ぞれ 0.230および 0.467と得られる。したがって 3次元空聞における(1II11

1II8， 1II8)の関係式は，式 (4・26)より

的=-17.，.897+0. 230均+0.4671118 

となる。また，この3次元空聞における各観測点の引の分散のうち，上式で

説明される部分の割合は，R2キ0.482すなわち 48.2%であることが知れる。

重相関係数 R は，Rキ0.69となる。ここで当然 P は，-212'rl18のいずれよ

りも大きいはずであり， ，-212与0.0396，rl13キ0.3795，すなわち %1と %8だけ

の関係でも呈色度の変動をかなり説明できる。しかし，さらに不純物質の含有

量を考慮に入れると，約 10%だけ多く解釈がついている。次にこのRによっ

て，母重相関係数がゼロであるという帰無仮説を検定する。ここで，自由度は

15-3=12であり，この自由度のRの分布で 5%危険率の値は 0.627で， 00

らかに有意性を示し，帰無仮説は棄却される。また説明のつかない変動の大き

さ，すなわち上の 1次式からのはずれの分散は，(1-R2) L](%1cr-X1・)2/12で，

この例の場合，標準偏差 11.4を得，なおかなり大きい。これは工程中のその

他の要因およびサンプリ ング誤差・測定誤差などを含めて，なお検討する余地

を示している。また偏回帰係数に関し，それぞれの母数をゼロとする帰無仮説

の検定を自由度 12のt分布で行なうと，Oaについて危険率 5%で有意性を

示し，また β置は危険率 7%程度で有意となる。このことはさらに観測数を

増し，検討を必要と考えさせる。次に，r12， r18および Rの値から，r12が低
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いのはより影響力の強い向の変動によると考え，偏相関係教を検討する。こ

のとき r12・3=0.407，r18・8=0.679となり， rls.aは 95%より若干小さい信額

度で有意性が認められる。

この結果より，呈色度の管理には含湿度を十分管理すべきはもちろん，依然

として微量含有量をもよく管理する必要が認められるとされた。
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第5章回 f壱 論

5.1概要

前章までは，主として，変量と変量の関係の深さを測る“相関"という立場

で考察を行なってきた。本節ではある変量の定まった値に対する他変量の期待

値を積極的に評価する立場について考える。したがって，この“回帰論"(re-

gression theory)の立場は，与えられたデータから変量聞の関数関係を具体的

に解明し，もしこれから実験で観測値をうるのであれば変量聞の関係を効率よ

く知りうるための“実験計画法"の問題とじても理論の根拠となっている。

このように回帰論は統計解析の上で重要々また適用の広いものであるが，通

常データの構造模型としては“線型回帰模型"が最もよく採用されている。も

ちろん，正規方程式を解く労をいとわねば，電子計算機による反復求値計算法

などにより相当に複雑な構造模型の母数まで推測しうる。 しかし， “線型回帰

模型"が頻繁に用いられるのは，おもに次の理由による。

i ) 各変量聞であらかじめ適当な変数変換を行なっておくと，線型式が成

立する場合が多L、。

ii) 観測値が得られる範囲の平均(効果〉値を中心として，ある限られた条

件範囲内で局所的に線型式の近似が考えうる。

iii) 複雑な関数式でも， ある値の回りに多項式展開による近似を考え， 次

数を実験誤差の大きさに比し有意性が認めうる限度で決定すれば十分であるこ

と。すなわち， 次の式 (5・2)で，たとえば k=1の場合でも 2:1=1，2:2=t， 

2:3=凡 ， Xk=tk-1とおくと，か1jXjは I:.s1jtj-1となり，多項式展開した

場合の係数 B1jを推定することになる。

iv) 上記 iii)のように，各的に対し，より広範に必要な関数型を定義づ

けることができるok=1の場合でも，たとえば2:1= 1. 2:2 = sin t， .1la = cost， 
(p-l)!2 

x4=sin勾・・.2:伽1=∞smtとお〈と，線型式は Pを奇数として βa .~ 
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(β2isin it+ s2i+1 COS it)なる調和関数をあてはめることに帰する。 このように

線型回帰 βxの型自身は，見かけよりもずっと一般的な性質をもつものであ

る。

また観測値を得る過程で，逐次，構造模型式を修正しながら選択・決定して

いく立場は，情報を選択しかっ蓄積していく，経験的にごく自然な推測の過程

である。推測過程論は，これらの思想を含め，今日各方面に展開され吟味され

ているが，ここでは触れない。

5・2 正規融型回帰論 (normallinearregression theory) 

いま.Y..を N(βX...Z)からの観測値とし，
y"，'=(官1副首2...….Yk..). X"，' = (:1:1酎:1:2"'.….rtp..).α=1.2.…. n 1 
β= (sij). Z=(di;'). i. i'=1. 2.…. k. j=1. 2.…. p J 

(5・1)

とし.sは一定の未知の母数行列.x..は指定変数ベクトノレで， 各 αについ

て誤差なく指定しうる既知の値をもっ。すなわち，このρ個の指定変数を定め

ると.y"， が互いに独立な観測誤差むを伴って観測されるような次の構造模

型を考えている。

Y..=βx..+e..， e.. ( N(O， Z) (5・2)

指定変数 x..11.第 α番めの観測値を得る際の条件を示すもので.X=(Xh 

X2，…， X..)をデザイン行列 (designmatrix)ともよんでいる。とくに要因効
果を検討する実験計画法の立場では，要因条件をいかに選び効果を観測し解析

するかという上で，デザイン行列の定め方は重要となる。しかし，ここでの主

目的は，与えられた {X..}と {Y..}をもとに， βの値を推定することである。

この解は最尤推定法によって， βおよび Zの推定量として，

A三(デj"，Xj'"，). C=(子宮的..)とおくとき

β=CA-¥ z= 2J(Y..~Px..)(y..-px..)'/n (5・3)

で得られる。もちろん，上式では IAIキOを仮定しているが，もし IAI=Oな

らば.Pよりも小さな数を改めて pとおいて，すなわち構造模型式の次元を
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減じ，式 (5・3)を適用せねばならない。また，理論的見地から IAIキOであ

っても，数値計算上， IAIの値が，累積した計算誤差に比し，かなり近いよう

な小さな値であれば，推定される βの値は全く疑わしいものになっている。

とくに電子計算機などによる実用上，Aのラングの大きいとき注意を要する。

また，本節では，一般の場合として y"， をベグトルで記述したが，実際の場

合には，Y..の各要素ごとに.Xとの線型変換を考察する必要性が介入するた

め.k=lとして Y..の要素ごとに回帰分析することが多いようである。

このように推定される Fは，また正規分布に従い，sの第 t行ベグト Jレを

siとおくと，

E(β)=β， E{(β;-s;)'(si'-si')} =aii，A-l (5・4)

かつ n:Eは，母分散共分散行列 Zをもっ自由度 (nーがのウイシャート

(Wishart)分布に従うことが知られている。とくに，k=lならば， βの分布

は N(s，a2A-l)， また ~2= C'E. y.2_ßC')/(n-ρ) は E(~2)=a2 となり，自
'" 

由度 (n-p)の伊分布に従う。

次に Pに関する若干の検定法についてまとめておこう。

i) k=lのとき，仮説 H:β=β。について，尤度比検定するには，

F'-n-pd-so)A(s-so)' 一-
uρ "E.y..2_PC' 

(5・5)

が自由度対 (p，n-p)の F分布に従うことから，危険率 αのF.値により

Fo:::::'F..なら仮説 H を棄却し，Fo<F..なら H を棄却しない。

ii) k=l. s=(sh…，sq， sQ+h ...， sp)=(s"s2)とおいて，仮説 H:sl=
β出すなわち，H:sI=sIO' s2=β肋…，sq=βqOを検定する場合:簡単に

X'=(:e..i)= (X1'， Xs')， y'=(Yh Y2.…. Y..)とおくと，H の下でんの--q p-q 推定量は

52=〈XEXE'〉-IZE(u-X品。') (5.6) 

で示される。このゑおよび式 (5・3)による点=(jh んを用いて



314 第2編応 用

かど主liy-X1'β10'-Xa'鳥海ーX1'ん'-Xa'fJa) • I 
('.  --".-~U --. ，:"ii1/ ，." --"  ':_J.u --. Ariil/ 1 ~ (5・η
q 1 (y-xふ-Xa'IJ2)'(y-X1't.-Xa'T2) -1 

が自由度対 (q，n-p)の F分布することにより仮説 H を検定で芹る。

iii) kの一般の場合， β=(βltfJa)として仮説 H:fJl=β10の漸近検定の

場合:まず，次の UOを定義する。

TT _ 1n.I'l 

w=12(b-P内仰)(y..-P:内仰)'1
(5・8)

a 

ここに2は式 (5・3)で示され， 92は仮説 H の下でのんの推定として
禽

fJa=(C2ーβ10A 12)Aaa-1 (5・9)

で与えられ， Ca， A12， Aaaは式 (5・3)の C，Aをβの分割に対応して (Cb

IAII A Ca)， (-;U 凶 iとおいている。
aい ，¥A2創l A量d 。

このとき，UOは U"，fl，.-分布に従い，

ここに

Pr{←一叫m州仰10噌gu，弘れ"，fl凶 z}=P町rパ(九ω+7会旨抑{伊阿Pr町rκ(z2均九恥"fl加q軒+ω
-Pr(山白ω釧〉刀}+~寺b[町恥刷[T，{P口川叩，{P伊仰P

一T.2{Pr(.zが2hMq+ 4 さ云:;Z，心〉一Pr(.zがa"fl~ζ;;;:zの)}

-T.I {pr(.za"fl+4~z)-Pr (.z2"fl~Z)} J+O(n-d) (5・10)

m=n-p-(k-q+1)f2， u=n-p， Ta=kq(k2+q2-5)f4B 

n=21+IL13が+3q'+10kザー50(ka+q2)+ 159} 
2 ' 1920 

が成立する。式 (5・10)の右辺第一項だけを利用するなら残差項は O(n-弘

第二項までなら O(n-勺である。このようにして

α=Pr{U"，flぷα〉ζ的 (5・11)

なる U"'fl'.(α〉と UOを比較して，仮説H:β1=fJI0が漸近的に検定できる。
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計算プログラミング5・3

一般(多変量観測値〉の回帰分析

Input Output 

ND 標本の大きき〈数〉
第定に政出j従項る属が変あ数るに場対合すは，る係これ数が最初

A(l，J) 
J=k++NI，D…v 

NDV 従属変数の数 k+NDV; 1=1，2，・・・， k 

NCON8 点直線を通がりNそCOれm以z外Oので場あ合れはば1， 原 XM(l) 宮尾差項のI平z均1，2値，ベ…，Fkトノレ

観でで測はは従値独ベ属立変F変数ト数ル，でkI=1・・・ k まま Y(l，の 器具差I項=1のr共"分k散;1行=列1，2，・・・，kX(l) +1，…， kk 

ー

A. 

[注] サプ・ノレーティ γROOTSは 3・4節[付]を参照.

REGRESSION ANALYSIS 

SAHPLE SIZE 
NO. OF VARIABLES 
NO~ OF OEPENDENT VARIABLES 
o ;_ー圃 TO PASS AN ORIGIN 
1 ・ー-OTHERWISE 

SUBROlJTlNE ROOTS REQU IRED 

ND 
NV 
NDV 
NCONS 

F
L
W
F
L
-
P
L
W
F
L
W
F
L
W
F
L
v
p
u
p
-
"
p
i
w
p
b
p
L
V
F
L
W
 OIMENSION A(25.65).B(20.20).. Y(10.10).X(30).XM(3D) 
COMMON A 
1 READ 100.ND.NV"NDV，.NCONS 

K-NV+NCON~ 
KK・K+NDV
NF・I+NCONS
DO 2 1・I.K
XH( 1)・O.
00 2 J・I.KK
2. A(I.J)・O.
00 ~ 1・I.NOV
11・I+K
XM(II)・O.
00 3 J・I.NDV
3Y(I.J)・D.
NN・ND
4 X(I)・1.
REAo lOl. (X(I )，1・NF，KK) 
NN-NN-l 
DO 5 1・I.K
XH( 1)・XI1tI)+X(I) 
∞5.J・I.KK
5 A( I::j)-At I.J)+X( I )*X(J) 
∞ ~Ví・ì;Ñóv
11・I+K
XH(! 1)・XM(11 )+X( JI) 
∞6 .)-I.NDV 
JJ・J+K



用

6 Y(I.J)=Y(I.J)+X(II)*X(JJ) 
IF(向N)7.7.4
7 00 'a"i.:.t:K' 
00 8 J-I~K 
A(J.IJ・ACI.JJ
B( I.J)-A(I~J) 
8 B(J~I)-A(I~J) 
CALL ROOTS(K.KK) 
TYPE 200 
NK=K+l 
00 9 J・I，NDV
KJ包 J+K
9 TYPE 201，J，(A(I，KJ)，I=I.K) 
TYPE 202.NO 
FNO=NO 
00 11 I-NK.KK 
00 10 J・1.1<
10 XM(I)=XM(i)-A(J.I)*XM(J) 
XM( 1)眉 XM(I )/FNO 
L-I-K 
11 TYPE 205.L.XI~(I) 
00 14 I・i.向OV
11・I+K
00 12 J・I.K
X(J)=O. 守

口o12 L=I.K 
12 X(J)-X(J)+A(L.II)*B(L.J) 
00 14 J・I.NOV
T=O. 
JJ=J+K 
00 13 L・I.K
13 T-T+X(L)*，品(L.JJ)
14 Y(I.J)・(Y(I.J)・T)I(FNO-l.) 
TYPE 203 
00 15 1=1.llDV 
15 TYPE 204.{I.J，Y(J.I).J-1.1) 
00 16 J=向K.KK ー，

16 PUNCH 300.{A(I.J).1・1.K) 
GO TO 1 

100 FORMAT(415) 
101 FORMAT (7X.F2.0.17X.24Fl.0) 
200 FORMAT(f9HI¥EfiRESSION ANALYSISI110X.54HREGRESSION COEfflCIENT VECTO 
1 f¥S FOR OEPEN日ENTVAR IABLES/) 
201 FOR陥 T(/20HCOEFFIC IENT VEC!OR -. !U/(~(3X.El~. ~) n 
202 FORMAT(/ /24HEST IMATlON OF ERROR" TERMllfl HSAMPLE S IZE. 151/11 HMEAN V 
1 ECTOR/) 
203 FORMAT(//31HCOVARIANCE MATRIX COV(E(I.J))/) 
204 FORMAT(叫lX.213.1X.EI2.5))
205 FO酬T(3X:î~HÈX~Eêt(ERR~í:13.2H)-.IX.EI2.5)
300 FORMAT(5Ei2.5) 
ENO 
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他のそs. 

逆行列(サプ・ルーティ γMATINVを使用。 4・4B.項の[付]を

多照。〉

MATRIX INVERSION 
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7 T，・T+A(I，J)*匝(r，J) 
AN・L
D(L)・T/AN
IF(L-N)8，lIl，14 
a∞13 J・i.N'
凶 12 1・LN
TooO.。
∞9 H・I.N
9 T・T+A(1向)*目(J，H)
lF{l-J110.11.16 
10 C( i)・T • • 
GO TO 12 

~! ~J_IJ-B(!. N+I)・O(L)
12 CONTlNUE 
∞13 K-l.N 
13 B(J，K)・C(k)
14 T・{圃1)*台(N-l) 
∞15 1・I，N
O( 1)・T*O(1) 
∞15 J・I.N
15 B(I，J)・T*島(1，J) 
T恥 T
TYPE 200.D(N) 

第2編応

TYPE 201;T.(0(1)，1・I，N)
TYPE 202 
∞16 J・I.N
16 TYPF. 203，tB(I，J)，1・"N) 
TYPE 204 ゐ

DO 17 1・I，N
∞17 J・1.N 
17 B( I，J)・B(l，J)/O(N)
∞18J・i:f-l
18 TYPE 203.tB(I，J)，1・"N) 
GO TO 1 

100 FORHAT( 1_2) 
101 FORHAT(6F.12.5) 

用

20日間剛AT(llllHOETERHINANT，114X.EI2.5)
201 _FQ~~T(1141HCHARACT.POLÿNOHIÃL COEFF.(FROH HI POWER)，112X，5(2X，EI2 
1.5) ) 
202 FORHAT(l/30HAOJUGATE MATRIX ，1) 
203 FORHAT(2X.5(2X.EI2.5)) 
204 FORHAT(II.30HINVERSE MATRIX ，1) 
ENO 

5'4応用例

甲状腺機能充進症のアイソトープ療法は，最近 10数年来すぐれた治療法と

して認められてきている。三宅・鳥塚らはこれらの治療体験を総合検討するこ

とを考え，まず，アイソトープ 131の標準投与量 (mc)の算定方式を検討し

た。すなわち，全国主要病院のカルテ約 3，500症例より，既往治療歴 Obアイ

ソトープ初回投与年令:1;2，眼球突出の度合的，甲状膿重量的， BMR (%) o， 
および現病でのアイソトープ投与初回量をgとして，治療効果の明確な症例か

ら各症状的について検討し，表5・1のように患者の条件・重篤度を定めた。
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ここの引については，直接病歴を指すのではなし先験的に患者の現病の重

篤度または今回治療の難易を示す尺度と考えている。

表 5・1観測項目と評点

。 2 3 4 

既往治療鹿角 なし その他 抗甲状腺剤 手術 手術と抗甲状腺剤の併用

初回投与年令 Za 〈実年令〉

眼球突出向 士 + 
甲状腺重量的 〈実重量〉

BMR Z， 〈実百分率〉

まず，医学的厳密きで正確な治癒症例群を集め，これを母集団からの観測値

として， (:1:10 :1:2，…， :I:~)を与えたとき，いかほどのアイソトープ 131 量を投

与しているか，各:l:jの係数を推定している。このとき，各的および g開の

線型関係の成立を検討し向および gを対数変換し，線型回帰式をあてはめ

た。 この結果は，11=3. 45:1:4o.118exp(0. 037 :1:1+0.005 :1:2+0.118 :1:3+0. ∞læ~) 

と示され，日常使用に便利なモノグラフも作成されている。これらは，重篤度

条件や母集団規定の変更や種々のあと知恵の追加など，各段階で現実に適合す

る定義条件を探しながら数度の試行解析の結果であった。この意味で情報解析

は実験科学の性格をもっている。こうして初診時新患の症状重篤度条件:1:1>

Z2.…， :I:~に対し，推定されるアイソトープ mc 量を投与指針に役だたせる。

三宅他6民， uわが固における 1311治療成績ぺ日本内分泌学会誌， 1鉛3，39巻， 9 

号，およびその後の論文.
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第6章推定・検定論

これまで多変量解析の応用面について， 特徴的に最も頻繁に適用される幾

つかの方法を誘導的に解説してきた。そしてこれらの解析の過程の各段階で，

いつも多変量観測値が整頓され，その際に必要な平均ベクトルや分散共分散行

列に関して，当然，科学分野から種々の吟味がなされるはずである。本章で

は，この立場から標潜的な推定・検定の方法を記述する。しかし，ここの紙数

で理論的根拠を，誘導的に解説することは困難である。したがって，ここでは

読者の応用上の必要を満たすよで，普遍的な正規分布に関する諸法をまとめる

にとどめる。

6・1Z既知のときの等平均の仮説検定

A. 1観本の場合

いま Z既知の P変量正規分布 N(I-'， Z)からの {x.}，α=1，2，…，nよ

り，1-'が既知の値叫に等しいか否かという，仮説 H1:1-'=1-'0を検定する。

対立仮説 Hzは Pキ円である。一般に，xが Z既知の N(O，Z)からの確

率変数のとき，TZT'=1なる正則な変換行列 Tが存在し，このような変換

を xに施して Tx=zとすると，X'Z-lX=Z'Zは自由度 pのχ2分布する

ことは明らかでるる。この佐賀により， Z既知の場合の検定は，容易にが分

布に帰せられる。

さて，H1の下では
n(正_I-'O)'Z-I(正一μ。〉三%渇 (6・1)

は自由度pのf分布し， χ20;;:::χ2p(α〉によって H1は棄却され，不等号が逆

ならば H1は棄却されない。すなわち，H1:μ=1-'0を採択し，H2を棄却するe

B. 2榎4t=の場合

二つの観測値群 {x.(i)}，α=1，2，・・・，nt，i=1， 2，が共通な既知の Zをも

っN(I-'(i)，めからのものとする。このとき帰無仮説 Ho:1-'(1)=1-'仰を H1:
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p(1】キP(2)に対して検定する。 A.項の一般性によって

n1nS(玉(1)-X(2))'.E-1(X(1) -X(2))/(n1 +均〉冨為2 (6・2)

が自由度 pのM 分布する。したがって χ九と χう〈α〉の大小により容易に

検定できる。

ちなみに，ー (p(1)_P(2))'.E-1(p(1) _P(2))を2母集団聞の Mahalanobisの

距離という。

6・2 .1'未知のときの等平均の仮説検定

A. 1標本の場合

母数未知の p変量正規分布 N(P，.1')からの観測値 {x..}.α=1.2，….n， 

によって，既知の値叫について仮説 H1:μ=内を検定する。対立仮説 H.

t:. P占"Poで怠る。

この際の尤度比 Aは.A={1+T02/(n-1)}-NISとなり，ここに

T02=n(x-μ。)'S-l(X-PO) (6・3)

で， jE三"2:，x../n.s="2:，(x..-x) (x..-x)'/(n-1)は，それぞれ P，.Eの対応

する要素同志で最良(最小分散不偏)推定となっている。したがって， Aの代

わりに T02を統計量として用い，この分布が H1の下で，

(n-p)丸2/p(n-1)三凡 (6・4)

とすると，自由度対 (p， nーがの F分布に従う。すなわち，Fo注Fp，，，_p

〈α〉ならば H1を棄却し，しからざれば H1を棄却しない。ここに T02を

Hotellingの自由度 pの TB統計量という。

B. 2標本の場合

二つの観測値群. {X..1i)}，α=1， 2， .... ni. i=1， 2がともに未知な Zをも

っN(Pli)，"2:，)からのものとする。このとき帰無仮説Ho:p(1)=plめを， H1: 

p(1)キplめに対して検定する。式の誘導は A.項と全く同様で，

五(1)="2:，x..CiJ/ni， s=~ 岩君 (X.. 1iJ 一志向)(為的一志向)'~/ (n1 +ng-2) 
.. lI-l " 11 

(6・5)

は pCi)， .1'の推定量で，
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丸12= nln2(X(1) -X(2))'B-1(X(1) -x('I))/(nl +na) (6・6)
とおくと.

(nt+n.-p-l) Tol/p(nt+na-2)=Fo (6・η

は，自由度対 (p，nt+n2-p-l)のF分布する。したがって，危険率αで，

Fo二~Fp.町+均サー1(α〉なら Ho を棄却して H1 を採択し，不等号の逆のとき

H1を棄却し Hoをとる。

C. k梅本の場合

前項の鉱張で，k個の観測値群があるとき，N(μ(I)， Z)， i=I，2，・・・，kの
h 

I'(i)に闘し任意の線型式で仮説慨を考える。すなわち，仮説H:忍Cil'(i)=
Pの採否を検定する。ここにのはある定値で，ちょうど実験計画法の対比

(contrast)のような係数を定め，1'は与えられたベクトルである。このとき，

h町 一一 1111 、
云(i)= 1]X，.(i)lni， B= 1]!: (X，.(i) -X(i)) (X，.(i)ーがり'!(~ni-k) 

(6・8)

η=(争c計一μ)'B-1(字c計一μ)/将 (6.9) 

(手町-pー糾付/p(争n;ーか凡 (6.1の

として，上式の統計量Foを自由度対 (p，1]n，-p-k+l)のF分布によっ

て検定できる。

D. 2寝本で Zが異なる場合

未知 Eが異なる場合の Ho: 1'(1) = 1'(2) の仮説検定は，多変量ペーレγス・
フィッシャー問題として h標本の場合まで拡張されている。 2標本の場合は，

次のように得られる。

長z云(1)一五{2』， u.=xafI】-，.j石市;ぬfm，

n
 
，d
 
u
 

令
官一一一un

 

q
&
 

'
E
Z

・一一α
 

(6・11)

B=急(u，.一五)(u，.一五)'/(nl-1)

とするとき，
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九2=nly's-ly (6・12)

とお〈と.Hoのもとで

(nl一前九2/p(nl-1)三凡 (6・13)

は自由度対 (P.nl-p)の F分布に従う。これより Hoについて F検定で

きる。

6・3 等分散共分散行列の仮説検定

{x..(I)}， α=1.2，…，n;， i=I，2.・γ，kを N(μ(I).;Ej)からの観測値群と

する。いま，仮説 H1として ;El=;E2=…=;Ek三Zを，すべての;Ejが同時

に等しくはないという対立仮説 H2に関して検定する場合を考える。 μ(;)の最

尤推定は. ;Ej の仮説L、かんに関せず.x(;) = L}. x.. (;) In;であり.:E;に関して

は.HIの下で i=~L}. (x..(;) -x(j))(x..(i) -x(;))'/n. また何の仮説もないー
I .. 

般の場合は i;=L}.(x..1j)ーシ;))(x..(I)-Jがり'/n;で推定される。ここに n=
e 

lJni 0 

さて.H1に対する H2の尤度比んを計算すると，

h 

A1=旦12t|Milt|M=cElAW2/|AlM2(6・14)

と容易に求められ， ここにんの分布について，知る必要がある。ここに

C 三 {n 仲r Aι主n.E. Aんi三n訂訂必;
の代わりにそれぞれ φ令;=n均i一1，φ=n一kを用Lい、、，定数 cを除き，

V1三 IIIA;I<p'/2I1AI""2 (6・15)

の分布について考えてもよい。式 (6・15)は ρ=1とした一変量の場合，通常

の V1=SI2/S22となり， 自由度対(ゆhφ2)で F検定できる式に相対してい

る。

また仮説 H として， μ(1) =μ(2】=…=p(k)=pかっ :E1=:E2=…=:Ek， す

なわち正規母集団がすべて全く同ーのものであるという仮説検定の場合を考え

てみよう。このときの尤度比Aは，式 (6・14)のcを用い
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(6・16)

k " 
と得られる。 ここに B=I]:E(X..(il_X)(X..(i)-X)'. 云三~:EX..(il/4:ni' 

I .. 

ここでさきの式 (6・14)と (6.15)の関係のように

V=IIIAil争点:IIBI糾

で検定を考えてもよい。

(6・17)

このようにして誘導された検定のための基準統計量 A1または Vh Aまたは

Vの分布はきわめて複雑で，それらの積率 (moments)を求め，漸近的にな

んらかの通常の分布に帰属せしめる努力がなされている。事実.2母集団 (k=

2)の場合で変量数 pを 2，3，…としても，Pr{V1::;;Vl}. Pr{V三三世}への近似

は非常に複雑になり，それほど，通常の応用に適しているとは思われない。こ

こでは，むしろ観測数がかなり大きいとして，一般の場合の漸近的な結果を日

常のものとして紹介しておく。

i) V1の場合，いま f.ρ，ω2および V1の代わりに，W1を

(~1 1 ¥ 2p2+3ρ-1 
f三 (k-1)p(p+1)/2. ρ三1-(:E一一一一)¥デφiφ)6(P+1)(k-1) 

L _". _，/_ 1 1 ¥ ___ _" _ ，ftll 
ωz三ρ(p+1)~(P-1)(p+2)( ~一一一ーー )-6(k-1)(ー 1-p)2}/48がl，r -/'r 1-"'¥1φ;2 ft2} -v. -.，，， -".， J/ 

および W1=Cl vb Cl三II(φlφi)州 /2

(6・18)

と定義すると，

Pr{ーρlogW1::;;z} =Pr(χ2，::;;Z) +ω2{Pr(χ2f+4gz〉
-Pr(χ2，::;;Z)} +O(φ-3) (6・19)

が得られる。すなわちが分布の値を利用し，W1の観測値と比絞し，仮説

H，が検定される。

ii) Vの場合，新たに λρ，ω2および Vの代わりに W を

f三(正一1)p(p+3)/2

ρ三 1-(:E土-:)げ+3pー1 1と主士2
¥φiφ} 6(k-1)(p+3) φ p+3 



(6・20)

用

=d言 {6(:E.ーL一品(p2-1)(p+2)r¥φP q，2J 
一べ(:E土一」土斗ザy~仰2勾げp~仰宮斗+刊3p←戸日一→叫1)
φiφ (k一1).(p+3)

(:E土-i)(2PWー仰-k+2)
φ，φφ(p+3) 

36_ck-l)(p-k+2)2 
φ2(p+3) 

12(k-l)， ~， 9 ，~，，~，. ~.9~. ，，1 
- --'~2 -， (ー2k2+7k+均一2p2-6P-4)J

応第2編ZZ6 

W三:ClVと定義するとおよび

Pr{-2ρlog W::;;;:z} =Pr(χ2，::;;;:Z) +的{Pr(χzf+4三三z)
(6・21)

W 値により，仮説 H の検

-Pr(χ2，::;;;:Z)} +O(φ-3) 
χz分布の理論値と観測が得られる。すなわち，

定ができる。

計算プロゲラミンゲ6~4 

多変量観測値に関する棄却限界

Input Output 

K XMIω |平均値ベFトル 1=ル勺
N 標本の大きさ〈散〉 分散共分散行列

X(I) 観測値ベFトル 1=1，2，…，K
A(I，の I=I，22，次・・の・，K，係，数Jと=し1，て2，'使-用'，K 

P∞5 危う険に率大たきいとえもばののO.頓05にと0.01のよ B(I) 1次の係数
P∞1 
|危の険値率POO5， POO1間る F

C 定数項
F∞5 
F∞1 N 

検定の際の F-分布の自由度K 
NOC 標本の番号

X(l) I観測傭ベタトル何 F Fの値

A. 

TOLERANCE LIHIT FOR A HULTIDIHENSIONAL SAHPLE 

K-ー陶.OF VARIABLES 
SUB附UTINEHATINV REQUIRED 

F
U
F
L
-
p
b
p
L
-
F
U
F
L
W
R』
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DIHENSION A(30.31).制(30).8(30).X(30) 
COH附 NA 
1 READ 100.K.N 
DO 2 1・I.K
XH( 1)・O.守
DO 2 J・I.K
2 A(I.J)・O~
NN・H
3 READ 101.NOC.(X(I).1・I，K)
NN・NN・1
∞4 1・I.K
XH(I)-XH{I)+X(I} 
∞4 J・1.1
品A(1. J)・A{I.J)+X(I)*X(J}
IF(自iHs7s;J
5 FK・K

Ft~-N 
∞6 1・I.K
XH( 1)・XH{1 )/Fr~ ∞6-J・1~ 1 
A( I.J)・AtI.J)パFN・1.)-F1l*制(1)*制(J)/(FN・1.) 
6 A(心1)・A(1 ~J) 
TYPF. 200.N.K 
TYPE 201 
TYPF. 202.(I.XH(I).1・I.K)
TYPE 203 
∞7 I・I.K
7 TYPE 2011~ (I .J.A(I.J).J・1. 1 ) CALL MAT1NVfK:A) 
C・O.
DO 9 J・I.K
8(J)・O. ー
00 s L，・I.K
A(J.L)~AIJ ， ~)*(fN・F~)咋N/(f附(fN+l.)*(fH-l.))
s B(J)・B(J)+A(J，l)*XH(ι}
C-C+8(J)*治1(..1)
9 B(J)--2. *B(J) 
∞10 1・2，K
L・1・1
DO 10 J・I.L
10 A(I，J)・2";~Ã(I .J) 
TYPE 205 
∞111・I.K
11 TYPE 204.{I.J，A(I，J).J・1，I} 
TYPE 206" -" " -" 
TYPE 202，(I，B(I}，1・I，K)
TYPF. 207~C 
12 READ 102~ P005 ， FOOS ， P001.FI∞ 1 
H・N-K
TYPE 208，問OS.F∞$，阿古I.F'∞I，K.N
13 REAO i'oi:Noc:tic'(il:'1叫ん
F-C 
001与 l-l.K
F-F+8( 1)*貢(1)
DO 111 J-l ~ 1 
14 F・F+A(I，J】*X(!}*X(川
TYPE 209.ÑOC~(ì ， X制 ).1・I.K)
IF(F・FOOl)IS~ 18~ ，8 
IS IF(F-F905)16;17~17 ，6 TYPF. 210~F " " 
GO TO 13 
17 TYPE 211.F 
GO TO 13 
18・TYPE212.F 
GO TO 13 

ZZ1 
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仏
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仏
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仏
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仏

軍

附

m
m
m
m
m
m
m川
町

m
m
m到
附

m
m
m
n
t

n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u

，，n
u
n
u
n
u
n
u
H刊

F
r
p
r
F
r
F
r
p
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p
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p
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n
u
n
u
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u
n
u
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u
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u
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u
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u
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u
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u
n
u

内

u
'
s
'
B
'
B

.，，
E
-
E
司

'h

内dn
，h内'h
内'hn
，h内，駒内
'h

内'h

内，h
内'h
内，h
n
d

Input Output 

K 変量の数 N(L) |標本数 L=l，

SLV1 
害よ訴うにと3る1宅務伝説法' X(I，の 平均I値=ベI，2F;トルSLV2 J=l，2，・・・，K

A(l，の 合併後の分散共分散行列
F1 上に対の SLVI，F-S分L布Vの2のそれぞれ
F2 応する 値 T Hote11ingの TIの値

N(L) |第山ただ叫しL=l，本2数 F TIより計算された Fの値

SLV2L ，FF 1 検布定のす値べき有意水車とその F-分R(I) 観測値ベタトル 1=1，2，・・・，K SLV2.F2 

N1 
F-1子布における自由度N2 

L 

FLWFLW
戸

i
w
n
b
F
L
-
p
b
p
u
p
-
w
p
L
W
F
b
F
L
・

F畑TELLWGST SQUARE TEST 

K NO. OF VARIA日LES NOT EXCEED 30 
~~V!_SLV.2 ~EVEL QF SIGNIFICANCE EX. O.OS 0.01 
~1.f2 F VALUE AT THE LEVEL -OF SIGNIFicANCE" 
~.(~L._..._ _. __~~M~~~ SgE OF i.:':TH-G悶UP (L・1.2)
SUBROUTINE SLROOT REQUIREO .- .• 

~1~~~~I~N A(30.31).X(2.30).R(30).N(2) 
COM附 NA 
1 ~~A~ .1.Q_Q!.~， ~LV1 ， Fl ， SLV2.F2 
c . MEAN vEctöAs~ÅN6' oi SPERf'ON MATR IX' 
∞2 I・I.K
DO 2 J-l.K 
2 A( I.J)・0:0
00 :1 I・1.2
∞3 J・I.K
3 X( I，J)-O:O 
L冒1
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1， READ_ 10I，N(L) 
NN=N(L) 
5 READ 102，(R(I)，I"'，K) 
1m寓NN-l∞6. 1田I.K
X(L.I)=X{L，I)+R(I) 
00 6 J眉 I.K
6 A(I，J)-A{I，J)+R(I)合R(J)

IF(Nt~ )7， 7，5 
7 L=L+l 
IF(L-2)h，4，n 
n SNl回N(1 ) 
SN2-IH2 ) 
00 10 1・1.1<
DO 9 J・I.K

229 

A( I-，J)・(A{I，J)・X(I，I)*X(I.J)/SNl・X(2，1)*X(2，JJ/SN2)/(SN1+SN2・2.) 
9 A(J.I )..A( I.J】
X(L 1)・X(1~ 1)/SNl 
X(2:1)-X(2:1)/SN2 
10 A{ I:K+l}ーX{1; 1}圃X{2，1)

T十Prt20Ó~N(i ~; NC2 i 
TYPF. 201; (Í，Í( {I~ I)， X(2 ， 1) ， I.l ， K) 
TYPE 202 
ooI11-1.K 
11 TYPF. 203，{I，J，A(I，J)，J-l，l) 
HOJF.LL ItlGS T SQUARE 
CALL SLROOT(K，R) 
T=O. 
ooI21-1.K 
12 T..T+R(I)*{X(I，I)-X(2，1)) 
SN=SN1+SN主
SSN=N(1 )*N(2) 
T-SSN/SN*T 
SK，・K
F・T*(SN-SK・1.)/((SN・2.)*SK)
TYPE 2011. T 
IF(F・F2)14，13，13
13 TYPE 205，F 
GO TO 17 
14 tF(F-Fl}16.15，15 
15 TYPE 206， F 
GO TO 17 
16 TYPE 207，F 
17 Nl..K 
N2・N(1 )+N(2 )-K-l 
TYPE 208，SLV1，Fl，Nl，N2，SLV2，F2 
GO TO 1 
100 FORMAT(12.2(F4.2.F8.2)) 
101 FORMAT(14) 
102 FORMAT【30F2.0)
200 FORMAT(5X.13HSAHPLE GROUPS，9X，IHX，13X，lHYI15X，12HS州PLESIZES.7X， 
115.9X.151) 
201 FO飢け(SX:印刷EANVECTORS/(12X.13.2X.EI2.5.2X.EI2.5)) 
202 FORHAT(!/弘HCOH附 NCOVARIANCE MATRIX~/) 
203 FORMAT(ι( 13.13.1X.EI2.5)) 
20品FORMAT(iiiSX;2iH必TELLINGST SQUARE・，EI2.5./)
205 FOIU仏T(5X.3HF・.F9.2..1X.15H帥 SIGNIFICANT.I)
206 FORM直T(5X:3HF-;門.2;IX;15H* SIGNIFICANT;/) 
201 FOItMA! (5X;3HF ..;F9.2;5~; 15~~ON-~ I.G~ I~ 1 CANTハ
2Os FÕRMAT~5X:2HF{:~5:2:3H)'~:fä:?~s九州Nl ・;is:íH HZ・，IS，I，SX，2HfC

I~F5.2.3H)--.F8~2) 
END 
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サプ・ルーテイシ SLROOT[付]

SUBROUTINE OF SIMULTANEOUS LIrIEAR EQUATlON p
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Input Output 

NG I |群の番号

K 

SG(I) 第I群の標本の大きさ
N 上記の群の標本の大きさ

CH1 自由度 (NG-1)K(K+3)/2の
SX(1，の 上記の群の平均ベFトノレ

;rL分布の値
J=l，…，K 

X(L) 観測値ベFトノレ L=1，2，'・・，K A(1，の 上記の群の分散共~散行列
I，J田 1，…，K
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f ~分布の自由度
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6・5応用例

高血圧症患者の健康管理には，基礎的に血圧値自体がきわめて動揺しやす

く，その要因として，気候，季節，労働，体位変換，精神緊張，食塩，アルコ

ール，喫煙，遺伝，年令など，可避的因子，不可避的因子ときわめて多くの変

動要因が日常に作用していると考えられている。血圧値には収縮期庄，拡張期

圧の2種類があり，しかもおのおのそれ自体意味をもっと同時に，互いに関連

を有しても意味があり血圧測定値を二次元的にとらえる方法が種々試みられて

L、る。

秋山，岡本，坂本・後藤・牡丹は対数血圧値が正規分布することから， 2 

次元正規分布の棄却限界を求め，これを血圧楕円とよぴ，血Eの測定方法・

血圧の季節変動，血圧の老化経過・薬剤効力の判定・病因別比較・患者の状

態像別類型化など多くの考察を提唱している〈岡本敏男:“高血圧管理につい

て(第3報)"，老人病誌， 1鉛4，8巻6号， 369-78頁〉。たとえば，後藤は，

浴風会老人ホームの長年月の健康管理において，脳出血で死亡した 85症例の

死亡前1年 (X)と2年 (Y)の平均血圧値(収縮期，鉱張期)の有意検定を

Hotellingの T2により行なっている。両群の対数血圧値の分散共分散行列は

共通で，その成績は

H::Z:)，H22)，S=(;:;訪日zz;)
である。このとき T2統計量は 6.8659，したがって凡=3.41を得る。 F分

布表より，自由度対 (2，167)の危険率 5%のF値は 3.91で有意性は認めら

れない。しかし，かなり近接していることは今後の検討でなされるべきである

う。
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