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緒日

生物学から心理学への橋わたしを試みた H.Spencerの時代，精神能力と

いうものは，情動などの知的でない因子の影響を除けば，知能という 1因子に

基づいて，賢い人は何をやっても同様にいつも賢く，愚かな人は何をやって

もいつも愚かであると一因子説が考えられていた。そして， 1904年に c.

Spearmanが gと sの因子の存在をモデ、ル化し，いわゆる二因子説を提唱し

た時期からかぞえても， 因子分析法の発端は， 実にいまをさる約70年にさか

のぼると考えられている。

爾来，因子分析の諸法は，多種の観測特性によって抽象的かつ本質的な原因

系を探究する巧妙な統計的多変量解析法として，実質科学と数理の両面から種

々の模型や立場のもとに研究開発されてきている。

とくに，近年の電子計算機の普及にともなって，情報化システムや情報処理

への関心がすすむにつれ，この範暗にも入れられる因子分析法の研究と適用が

今日ふたたび盛んになってきている。現に，心理学，経済学，社会学などの人

文系の分野でも，また医学，生物学，工学などの理工系の分野でも，種々の現

象や事物の本質にせまり探索する分析法として日常に数多くの適用をみかけて

いる。

しかし，この因子分析法は適用の仕方や考え方のうえで，かなりの難解な点

を含んでいることも事実である。この方法には，歴史的に年輸を経た種々の思

想的背景があり，また数理的にも少なからぬ困難を残してきている。人間の発

想や意図などの思考は深遠で，現象自体もまた広範に具体的かつ複雑で，さら

に数理面でもきれいごとではすまぬ吟味すべき難問を多くかかえている。この

ために，これらの適用や改良には，かなりの前提やとり組み方についての理解

が必要になってくる。

したがって，因子分析の諸法には，種々の意図や立場に基づき，異なったア

プローチによる解法が展開されている。

まず，因子抽出の基準 (criterion) という最も基本的な考え方からは，対内

的因子分析法 (internaIfactor analysis)と対外的因子分析法 (externaIfactor 
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analysis)に分類され，後者はのちに Kuder・Richardsonらの信頼係数や内的

整合性など因子の推測に好適な性格を測度としたような解法にまで広げられて

いる。次いで，観測特性と因子の関係，すなわち因子パターンの構造の面から

は，確定模型 (modelspecified)と不確定模型 (modelunspecified)の双方の

立場に分けられる。この立場は，事前情報をどれほどに利用するかにかかって

いるが，また， Newton力学の時代の直裁的な科学的洞察を重んじた決定論に

近い実験解析の立場と，むしろ不確定模型から出発し主観を交えずしかも深い

真実が知れるとする近年の科学的追究の立場の相違ともいえよう。さらに，こ

れらの事情とは別に，因子分析を適用する目的についても異なったこつの立場

がある。一方は，あらかじめ実質科学における具体的な仮説の成立を検証しよ

うとする立場 (confirmatorycase)であり，もう一方は，事前には何も仮想せ

ず単に探索的にそこに何が存在するか見いだされる事実 (factfinding)を調査

しようとする立場 (exploratorycase) である。このいずれの立場にたっかに

よって，因子分析の過程や解法が異なって選ばれるのは当然といえる。さらに

別の側面として，因子分析を適用する主体性についての立場がある。このとり

組む構えによって，因子分析に対する計画設計が異なり，関連する解法や誘導

される解も実質的に異なってくる。この主体性の差異は端的にいって， test 

userの立場と testmakerの立場に区別される。

このように，現象分析に際しては幾つかの立場をかねて一つの活きた解法と

有効な適用が考案されるのであり，どのような解法もこの混みあった立場をこ

えうるほどに頑健ではないはずである。

本書は，因子分析の諸法を通論した成書がこれまでにまれである理由のほか

に，上のような思想とともに実質科学の諸領域に共通したデータ解析 (data

analysis)の普遍的な方法としても，旧来のものから近年にいたるものまで，各

解法とその性格を整理してみたつもりである。そして，個々には定式化や計算

手順を平易な数値例とともに詳述した。また，因子分析にはぼくだいな計算量

を伴い， programの作成にも複雑なものが多いので，おもだった解法には

FORTRAN語による computerprogramsを付しておいた。これによって，

実質科学や数理面にたずさわる読者が適用研究や検証に便宜を得，また電子計

算機による情報処理の立場からも益することを思ったからである。
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概 言命

1.1 因子分析法の認識

自然現象や社会現象を考察するには，いくとおりもの観点があり，かりに一

つの観点にたっても数種の観測方法がある。これらの選択はいずれも事象のと

らえ方や評価の基準によって異なるのであるが，たいていの事象が本質的には

多面的な要素または因子をいろいろと含んでいる。しかも，そのような因子を

直接的に純粋に観測できる観測方法は非常にまれで，各種の観測の総合的評価

で各因子とその量を推測しなければならないことが多い。そして， もちろん，

各dllJ定には観測に伴う偶然的な誤差やかたよりを含んでいることも考えると，

当然統計的多数観測を必要とし，このような資料から現象の本質に関する因子

の抽出とその量的な推測法を考察することになる。

たとえば，日本人の成人体格という一つの事象を考察するにも，身長だけを

観測したのでは体格を規制するのに十分ではなく，体重・胸囲・胴囲・座高な

どに関して， それもおおぜいの人について観測しなければならない。そして，

このような統計資料に基づいて，体格を意味づけ表現する若干個の因子を調査

し，さらに，これらの因子ごとの定量的な測度によって体格特徴を考えねばな

らない。

このように多変量観測資料により現象を分析して，その本質にせまる解明を

意図するとき，通常，実際の観測特性のままでは，あらかじめ，その現象を構

成する因子が何々であるか，またそれらの量的考察がどのようになるかを断定

できないことが多い。かりに，従来の知識によって，ある程度のことが教条的
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にいいうるとしても，観測資料により立証される客観性を必要とするし，また

構成する因子の量を観測対象ごとに実際に示すことはむずかしい。

児童の知能を数種の試験で考察するような場合も同様である。児童の各人

が，記憶力・理解カ・類推力・計数カなどの異なった面での能力をもつことを

考えるとき，たとえば一連の試験成績の総合計点による単純な席次の優劣で知

能を推測してよいか否かは非常に問題となる。ここでは，まず，これらの数種

の試験結果から抽出される能力因子はどのようなものであるか，具体的にこれ

bの因子は各試験成績にどのように重みづけして表現されるかを知る必要があ

る。次いで、， 1人1人の児童の知能因子がそれぞれいかほどの量で示されるか

を検討し，この知能因子のパターンによって各児童を詳しく比較するような資

料の処理法を考えるべきであろう。

このように，ある一つの現象を一定の意図のもとに多種類の計測項目で観測

した統計資料に基づき，現象の本質を構成する普遍的な因子に関して探索する

ことが多いわけである。この実証的な現象分析の方法は，当然，統計的多変量

解析 (statisticalmultivariate analysis)の一分野であり，上のような目的をも

っ分析の方法を広く因子分析法 (factoranalysis) とよんでいる。そして，そ

の現象を多面的多次元的に因子分析し，本質を解明してのち，再び総合的考察

を加えることにより，初めて超立体的ないきいきとした現象の理解が可能にな

ると考えるのである。

1.2 因子分析法の由来と適用分野

因子分析法は上記のように，多種変量の統計的観測値に基づき内在する因子

の種類とそれらの量に関する探索や実証を意図するのであるが，このような分

析法は， 19世紀末から，心理学的に内在する因子や潜在能力を考察する心理学

者の発想動機によって，逐次，研究開発されてきた。

因子分析法は， 1切4年 Amer.]our. 01 Psychologyに発表された c.Spear-

manの二因子解法に起源するといわれている。 しかし，この解法は，全設問

項目を通じて，ただ一つの全般因子と各設問項目ごとの特殊因子の存在を仮定

する簡単なものであった。その後，因子分析の諸法は， とくに 1930年代から

1940年代にかけて， G. H. Thomson， L. L. Thurstone， T. L. Kelley， C. 
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Burt， P. G. Hoel， H. Hotelling， M. S. Bartlett， D. Wolfle， K. J. Holzinger， 

H.H. Harman， P. Horst， Q. McNemar， G. Young， D.N. Lawleyなど多

数の研究者によって大きな進歩をみせた。

それらの中には，二因子解法での全般因子の存在に関する論議やその解析法，

四価差の標本分布などをはじめ，心理学的設問における因子ノfターンの構成に

関する考察や部分因子の存在などが活発な論議の対象となり，設問聞の相関行

列カ通ら直接に数個の因子を探索する方法へと進展した。

このようにして， K. J. Holzingerによる双因子解法や L.Guttman らに

よる多群解法などが開発され，また，セントロイド法や主成因分析法をも含め

て，今日，最もなじみぶかい多因子解法がL.L. Thurstone らにより基礎づ

けられてきた。ここで，彼の簡素化構造の原則や G.A. Fergusonの因子節約

の概念は，引き続き因子軸の回転にも関連して，思想的に大きな整理であった

といわれる。とくに， 1947年には， L. L. Thurstoneがこれまでの思想や手

法を成書として集大成し，その後の発展の方向づけに貢献している。また，こ

の間 Hotellingらは正準相関分析に関する一連の研究をすすめ， Thurstoneら

の対内的な (internal)因子分析の考え方とは異なる，いわゆる，対外的な (ex・

ternal)因子分析の考え方と分析法を展開した。 このように因子分析法の礎石

はこの年代に築かれ，その後の広範な研究者の手を経て今日に及んでいる。

他方，近年の電子計算機の急速な発達に伴い，これまでとかくうとまれてい

たばくだいな計算労力の面での陸路が除かれてきた。そして電子計算機による

情報処理の一方法としても，再び因子分析の諸法が実質科学のいろいろな領域

で頻繁に適用されてきており，また H.H. Harman， D. N. Lawley & A.E. 

Maxwell， K. G. Jりreskog，P. HorstやB.Fruchterなどの因子分析法の著

書も出版されてきている。さらに，最近の統計的多変量解析の洋書にもいくぶ

んかのぺ}ジ数を因子分析法にあてている。そして，このような分析法が諸種

の現象に適用されたときの有効性に関連して，新たに種々の注意事項や性格が

吟味され，実質科学と方法論における思考の内容と方法から数理論に至るま

で，一段の整理と飛躍の時期にきていると考えられる。

このように，因子分析法は，当初，心理学的な分野での研究に限って適用さ

れ，主として心理学関係の雑誌に発表されていた。しかし，因子分析の諸法の
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意図が，いずれにしろ，高次元空間における標本点を，目的に応じた基準によ

って，より低い次元の認識可能な空間に射影しその空間の中で因子の解釈や因

子の量に関する推測や識別を行なわんとするものであり，適用の分野は次第に

拡大されつつある。

次に，著者の近辺の諸分野における典型的な適用例をあげ，読者の理解の助

けとしたい。

A.文学

文章の性格については，いろいろな類型がたてられている。いま，文章の性

格因子を測る観測項目として，文章心理学や数量的文体論などの見地から，文

章の特徴となる種々の計測や指数による 30項目 (items)をあげた。 これらの

うちには，一定量の文章中に用いられる比司令の数や名調・形容調・副詞の数な

どの 15項目も含まれている。さて，これらの準備ののち，現代作家の作品 100

編について 30項目による統計資料を得た。この資料に基づき，上の現代作家の

文章をいくつかの性格類型に分類したい。また，それぞれの特徴を説明したい。

B.色 彩

Munsellによる色表現の 3要素によって種々の色彩標本をつくり，この中か

ら無作為に 3色ずつ抽出し，各色とも扇形の等面積とし， 3色配色の円板を独

立に 1∞個つくった。ここで「配色のよさ」に関する感覚的な 5段階評点の 38

観測項目を設定し，いわゆる意味構造論 (semanticdifferential)による 3色配

色の感情因子を追及する。

C. R:書好

即席ラーメンのスープの味覚について，購入者には種々の意見がある。いま，

30項目の設聞を工夫し，数種の商品の味覚検査を行ない，購入者の味覚に関

する訴求因子を調査したい。また，これによって消費者の噌好を類型化して分

布をしらべ，スープの調味を考案する。

ラジオ・テレビ番組の共通 24種目について視聴者(10-69才)の曙好をアン

ケート調査し，番組種目の噌好に関する数種の共通因子を抽出する。そして，

これらの因子の量によって番組種目の分類および視聴者の分類を考えたい。

D.経済

地域別経済水準を知るために，地域別収支，産業別生産高，スケール別企業
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鉱労働人口，失業者，手形交換高，金利率，等々が詳しく調べられている。

これらを結合して経済水準を示す一般指数が得られないか。また，これに個人

平均賃金，電話の有無，家賃，自家用車数などを付加して民力の指数が得られ

ないか。もしこのような指数が得られるとすれば，それはどのような客観的意

味をもつか。また地域・個人を社会的・経済的階層に類型化するにはいかにす

ればよいか。

10年間の電力・ガス・石炭鉱業・金属鉱業・非金属鉱業など 40項目の鉱工

業生産指数を利用して，生産額の共通の変動ノfターンや各生産の比重の変化な

どの観点から，時系列的な経済構造の変化を知りたい。

E.産業

ある金融機関の電算機部門では，多数の企業について，資本金・売り上げ高・

業界占拠率・売り掛け金・資金の貸し入れ状況・営業直接費・営業間接費・原

価率・研究開発費・業界の伸長度・純益・従業員数などの 40項目とそれらの

トレンドをも加えて因子分析し，各企業のパターンを考察した。そして，これ

によって企業の安定成長性が客観的な数量で示されるようになった。

F.営業

多くのメーカーと競合する商品を卸問屋に販売するには，販売員の受注能力

に負うところが大きい。もちろん，この場合，問屋の営業政策やお得意先き小

売唐の特性にも関連して，商品知識の説得力をはじめ，販売員と問屋との相対

的な相性の要素に至るまで無視できない因子が多い。このような観点から，販

売員の商品知識・応接時の会話と動作・その他性格テストも含めて因子分析を

行ない，全販売員の各因子にわたる販売フ。ロフィールを考察する。また，これ

によって成績のよい販売員の類型を調査し，社内教育の資料にしたい。さらに

問屋と販売員の聞の相性という見地からの適性配置を考えてみたい。

生命保険の勧誘には，外務員教育が種々行なわれている。いま，営業成績の

よい外務員と悪くて脱落していく外務員とは，職業適性のうえで，基本的にど

のような性格因子の優劣が実証されるであろうか。もし，これが知れれば採用

時にある種の性格テストを行ない，あらかじめ脱落のないような人を採用する

方式を研究したい。
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G. オペレーションズ・リサーチ

ある成年男子 (20-25才)の集団の制服についていくとおりかの体形とサイ

ズに関する既制服を数種類つくっておきたい。このために，母集団から 256人

を無作為に抽出し，体重・身長・座高・胸囲・首高・首囲・ズボン丈・股下・

手丈・胸幅・背幅・肩幅・肩の厚さ・ゆき・胴囲・腰囲・腿囲の 17項目につ

いて測定した。この資料をもとに，どれほどのサイズと型の既制服をつくって

おくとよいか。また，この 256人を無作為に 128人ずつの 2群に分け同様の解

析を行なって，結果の再現性をしらべる。

地域別に，薬局を類型化し，薬品の供給ルートを検討したい。いま，薬局の

規模，立地環境条件， 薬種分類別販売高， 化粧品その他保健日用品の販売高，

総月商，占拠している地区面積，広告方法などに関する資料をもとにいかに類

型化すればよいか。

H.農 業

ある県内で部落別に各種作物の収穫が報告されている。この資料より一般的

に生産性という量で比較が可能ならばいかにして求めるか。また各地の地力に

ついても同様に検討し，地力と生産性の関係という見地からパランスがとれて

いるか否か調査したい。

小麦品種の品質検定のため，小麦粉をプランダー・エキステンソグラムにか

けて， 3時点(45分， 90分， 135分)での面積，伸長度や伸長抵抗など 12項目

を観測している。いま各地から集めた 110個のサンプルの資料によって，この

12項目が小麦品質のいかなる内因因子特性に役だてられているか。また，これ

によって小麦の産地別の特性が知れるかを分析したい。

1. 工場技術

ある複雑な合成反応の工程で，最近，品質が低下してきた。このために，い

くつかの主原料や副原料の数種の含有量や温度・圧力・反応時間などの諸特性

が調査され，以前の比較的高収率であった時期と比較する統計資料が集められ

た。 この場合， 直接に観測特性を 1項目ずつ比較していては原因がわからず，

結局，何か内因する原因系の探索を因子分析法によって行ない， トラブルの理

由が判明した。

ある新合成化合物を生産するために，従来のコノレペン実験からパイロット・
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プラントに拡大した設備で製造した。このときの条件は，ほとんど同ーと考え

られるが，収率低下の原因を諸観測特性の資料によって因子的に追求し，対策

をたてた。そして，その後は，その原因因子に関して，日常の検査項目を設定

した。

J.養 育

ある大学では， 3才時の養育家庭環境や行動特徴と 7才時の性格・学業成績・

体形などを 140名について追跡調査した。この資料に基づいて， 3才時の養育

条件や行動特徴が，学齢期での性格と知能にどのような影響をもたらせている

のか。また， 3才時と 7才時を通じて一貫する因子は何であるかを検討した。

K.医学

本態性高血圧症を状態像によっていくつかの型に類別したい。過去のカルテ

を集めて，どのような症状の組み合わせ(プロフィール)によっていくつの類型

化ができるか。また， A地区と B地区の同年代の高血圧症患者群があるとき，

上の類型において荷者に差異が認められるか否か。

ある衛生管理された工場での成年男子の普通感冒は，初診時， 23種類の臨

床検査によってどのような状態像分類が行なえるか。また，治療の過程で状態

像から他の状態像への遷移はどうか。また治療に至る状態像はどれどれか。

老人性痴呆症の診断法の一つに，よく知られた WAISの知能試験法がある。

しかし，これをわが国でそのまま適用するには，社会環境や生活条件の相違や

さらに医師の診療体制上の制約があって困難である。このために種々の観点か

ら WAISに代わる改善した新知能試験法を研究し設定した。そして，この新

法の検証として， WAISに共通に対応して把握される知能の諸能力因子の種類

が知れ，また， WAISに含まれず，新試験法だけで知りうる重要な因子の存

在とその定量法が確証された。

ウツ症状患者の診断に利用される患者用および看護者用の評価表 (rating

scale)が作成されている。古今東西の文献から有益な設問をとり集め，完備か

っ集約したものにしたい。この数多くの設聞を実際観測した資料より，いかに

減じ整理していくべきか。また各設聞は，どのような精神因子をいかほどの割

合で含むものか。また，このような精神因子は治療経過中に観測せねばならな

いが，患者が設聞に習熟してしまうと正しい結果が得られない。このため初め
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の数多くの設聞から適当に設聞を取捨選択し，各精神因子を含み，しかも同等

な数種の評価表をつくりえないか。

1.3 因子分析法の型

因子分析法には，種々の考え方のもとに，いろいろな方法が適用されている

が，まず各観測特性に内在する因子に関する構造模型の設定面で，あらかじめ

仮定できる知識の有無によって大きく二つに分類できる。

すなわち，一方は，歴史的に因子分析の発端でごく自然に仮定されていたよ

うに，各観測項目に包含される共通因子の数やそれらの名称までも先験的に既

知として，完全に規定した構造模型 (completelyspecified factor model)に

基づく立場である。このことは，因子分析を行なうにあたって，当然，最初に

思索しておく問題である。そして既知として利用してよい情報は，構造模型に

定式化し， その仮定条件のうえでの解析をすすめる。また解析の結果からは，

その際の仮定条件が適切であったか否かの吟味をも行なっておくとよい。この

ような既往情報を模型式のうえで仮定する立場では， Spearmanの二因子解法

やその後の双因子解法・多群解法などがある。

他方，事前的には何の知識も利用せず，したがって全く一般的な構造模型に

より，実際に得られた観測資料のみに基づいて，探索的に因子を抽出し，これ

を解釈しようとする立場がある。もちろん，この際には各観測特性に含まれる

共通因子の数も内容も確定されてなく，いわば不完全規定の模型(incomplete-

ly specified factor model)の場合である。成因分析法やセントロイド法に始

まり，種々の回転法を含む多因子解法や正準相関分析法などは，この立場をと

るわけである。

この両者の立場を比較すると，前者は実質科学上の知識の相当な積み重ねに

基づいて規定した構造模型によって，各因子の量を推測しようとするもので，

その解法自身も後者に比べて直裁的である。一般に，この種の解法は，前提と

なる因子の含み方とその解釈と確実さに応じて，得られる結果は不完全規定の

場合より明析となる。しかし，この前提があまりにも主観的または教条的にす

ぎると，本来の実証的な根拠を失い，実際の現象に適合しないことになる。ま

た，この完全規定の立場では，すでに論じられている既存の模型以外に，もっ
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と個々の問題で直面する現象に適合した固有の模型での解析法が考えられねば

ならない。

不完全規定の立場では，各観測項目での共通因子の数やその含み方，さらに

因子の具体的な性格を解釈することにより探索をはじめ，次いでそれらの因子

の量をも追究しようとする。したがって，あらかじめ所有している実質科学上

の知識にほとんど束縛を受けず，かなり自由な態度で客観的に実証しうる立場

にある。しかし この種の解法では，一般に複雑に広範な毘慮が必要となり，

また得られた結果の意味づけにおいても，とかくとまどいがちなことが多くな

る。もちろん，いずれの立場にあっても，有効な因子分析のためには，十分な

心構えと考察および準備が基本的に必要で， これらの重要性は次節で述べる。

そして，この両者のいずれの立場をとるかは，個々の問題でどれほどの知識を

仮定として与えうるかによって異なるが，因子分析法の実証的または探索的な

関心の立場を強調すると，後者のほうが望ましくなる。

また別に，因子分析法は，因子を抽出する根拠や基準の観点から分類すると，

対内的因子分析法 (internalfactor analysis) と対外的因子分析法 (external

factor analysis) とに大別することができる。対内的因子分析法とは，多種類

の計測項目について観測した一群の統計資料に基づき，それら観測特性聞の内

部従属性により各観測特性に含有する共通因子の抽出を意図する。そして，こ

のときには統計資料全体からつくられる一つの相関行列または分散共分散行列

によって解析を始める。他方，対外的因子分析法とは，多種観測特性による一

群の統計資料に対し，また別になんらかの対比関係にある多種観測特性の統計

資料の群をとり，これらの群聞の統計資料により，実質科学上の対応的または

相対的な関係を想定した共通因子の抽出をはかる。したがって，このときの基

準は数種の資料群により他資料との意図する相互関係を最大限に表現できるよ

うな因子を探索しようとする。

このような分類によると， Spearmanによる二因子解法をはじめ双因子解法・

多群解法や多因子解法など Thurstone，Lawleyらによって提唱され開発され

てきた解法は，すべて対内的因子分析法である。また Hotellingや Bartlett

らによって開発された正準相関分析法や，この範曙にはいる正準分析法は対外

的因子分析法に属し，いずれも他の群または他の諸観測項目との対比をテコに
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した基準を設けて因子の抽出をはかる分析法になっている。

したがって，ここでも，いずれの側の分析法を適用するかは，実質科学上の

個々の問題と因子分析を行なう発想、法によることであって，分析結果の意味あ

いもおのずと異なってくる。しかし，また，実際問題にあたって，いずれの側

の因子分析でも結果的には同じような解釈に到達しうると考えられる場合もあ

る。このようなとき，たとえば P種の観測特性に関する一群の統計資料を多

因子解法による場合と，他方，p種の特性を ρ1種と P2種 (P=PaP2)に分

けて正準相関分析により因子抽出をはかる場合の両者を比較して，通常は後者

のほうが因子解釈のうえでむずかしくなるといわれている。もちろん，本質的

には，双方の数理的な構造と意図の性格的な相違に基づいて配慮しておく必要

がある。

1.4 因子分析法の心構え

因子分析法は，種々の応用分野をもち，電子計算機の普及とともに，次第に

その適用が日常化してきている。しかし，この解析には，相当な計算労力が費

やされるわけであるから，最も効率よく成果のあがるように，最初から若干の

見通しのもとに，適切な計画と鍛密な準備をたてておくのが好ましい。すなわ

ち，実質科学における明確な意図と種々の仮説的な考察のもとに，それに適し

た観測資料から分析を始めねばならないのは当然である。とくに，一般に，因

子分析法は微妙な技法で統計資料の質に依存することが大きい。たまたま得ら

れた資料を寄せ集め，成果を期待してすぐ分析するやり方では失敗が多い。ま

た，どのような場合でも，現象を継続的に追求し観察や考察の努力を続けて再

び分析を工夫するという努力の不足のために，期待された良い結果が得られ

ず，成果をあげていないことも多いようである。

このようなことから，因子分析法を適用するに際し，次のような注意が必要

になる。

まず， 当然のことながら， 因子分析の適用領域をよく選択せねばならない。

形式的に相関行列または分散共分散行列ができると，P技法あるいは Q技法

などによって，なんでも因子分析にかけるような安易な考え方は避けねばなら

ない。実際問題のなかには，観察資料が不十分で実質科学上の考究に耐えられ
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ない場合があり，因子分析法に不向きなことも多い。すなわち，選ばれている

観測特性が当面する研究領域を十分におおい，論理の運びがこの分析法に適合

しているか否かを検討せねばならない。本来の研究調査が明確な目的のもとに

企画され慎重に得られた資料であるような場合に，因子分析法に適合して有効

な結果が得られるということである。しかし，反面，このような資料の分析は，

実験科学に属するもので，試行的に実施してみなければ本質はわからないこと

である。したがって，このような勘案のもとに，因子分析の実施まえに問題の

性格を考察しておかねばならない。

さて，問題の性格が合致していても，ここで観測特性項目と共通因子の関係

およびそれらの数について，もう少し詳しく配慮しておく必要がある。

すなわち，諸観測特性と因子についての実質的な関係，予期される共通因子

の数およびそれらの特性についてある程度の仮説的な洞察を加えておくことで

ある。共通因子の数を 1，2個程度にすると，やや常識的に，その事象の大きさ

(size)や形状 (shape)というような全般因子の量を推定することになりがちで

ある。一方， 20個以上の共通因子の抽出を意図すると，実際に得られた因子

負荷行列からの因子解釈は相当にむずかしくなる。したがって，通常，共通因

子の数は 10個程度までが望ましく，多くとも 15個をこえないように研究目

的や仮説の選択領域をせばめておくべきであろう。

また，これらの観測特性項目の選択の立場からは，各因子がどれも二つ以上

の項目に含まれるよう，とくに注意せねばならない。もし，一つの項目にのみ

しか含まれないような因子があれば，それは共通因子ではなく特殊因子となっ

て誤差項に混合し，共通因子を追求する通常の因子分析法では抽出されないこ

とになる。したがって，各観測特性項目に対応して包含される共通因子の関係

をあらかじめ考察しておく必要がある。さらに，各共通因子軸が，回転などに

よって，観測特性項目のうえで完全に確かめられるように，項目数を少なくと

も共通因子数の 3倍程度には欲しいところである。しかも，一方，観測特性項

目の数があまり大きいと，資料を集めるための労力やその後の計算量と計算精

度，さらに計算時間にも不都合が生じてくる。したがって，観測特性項目の数

は，通常， 50個ないし 100個までが望ましいと考えられる。

さて，上のような配慮に伴う重要な注意事項は，母集団の規定の問題であ
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る。これは単に，観測対象とする集団の選択だけでなく，それらの時点や場合

についても研究の目的に沿って考えねばならない。このことはなにも因子分析

法に限ったことでなく，一つの調査結果から導かれる結果が，どれほどに普遍化

しうるかということであり，観測対象と観測方法の条件や環境に関する討議が

いつも最終的な結論に制約を持ち込むことになる。また，母集団を層化 (stra-

tified)した等質的なものとするか，集落 (cluster)のような異質的なものを比

例的に含めたものにするかは，それぞれの場合の内因因子の質的な差異に関係

し配慮せねばならない。さらに，想定した母集団によっては，当然，観測の難

易や観測のかたよりと誤差の大きさにも関連してくる。

この段階でのもう一面の配慮は標本数についてであろう。もちろん，十分大

きな標本数を得ることが望ましいが，そうも事情が許さない場合が多い。標本

数に関連して，因子負荷量の標本分布はまだ十分に知られていないが，いずれ

にせよ標本相関行列または分散共分散行列の標本分布が基礎になるわけで，こ

れが相当に安定して信頼できるほどの標本数は是非必要である。このために

は，行列の各要素の標本分布のうえで，母数に関する区間推定を考慮し，適度

に小さな信頼幅を示すような標本数を定めることに帰着することができる。

因子分析の過程にはいってからの個別の注意は，次章以降に記述している

が，ここでは推定された因子負荷行列が回転による不定性を有している場合に

ついて簡単にふれておきたい。もちろん，この際の回転はすでに定められた次

元の因子空間で行なわれるが，この回転はその空間内で各因子を初めて具体的

に解釈するのに容易ならしめるための方法で，種々の回転法が適用される。し

たがって，各回転法の基準と性格を知っておいて，あらかじめ操作手順の準備

をしておかないと，実施の際に意外に時間がかかり，ある期間研究が中断して

しまう。

因子の解釈は，実質科学分野の研究者の洞察力に依存するが，古い仮説の修

正や経験的法則の証明や，また新しい仮説がたてられるなど，実質科学のうえ

で収穫の多いところである。そして分析の最後の段階では，同一母集団に属す

る種々の観測資料について因子評点を算出し， そのプロフィール (profile)に

より，具体的に因子の解釈をもういちど実質科学的に検証することを忘れては

ならない。
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もちろん，これらの思考の過程でなんどかアト知恵を得，その都度に修正し

て解析し直す (feedback)必要が生じるが，この労をいとってはならない。ま

た，できれば，現象にかなり詳しい適当な応用数学者の助言を受けることが望

ましく，さらに電子計算機分野の人の協力をあらかじめ得ておくことも必要で

あろう。

1.5 因子分析法の適用技法

1. 5.1 0技法，P技法， Q技法，R技法， 8技法，T技法

実質科学における諸現象を因子分析法で解明しようとする際，上のような術

語がしばしば使用される。これらの技法は，主としてR.B. Cattellや W.

Stephensonらによって論じられてきたもので，因子分析法を適用する際の考

え方を意味している。

元来，われわれが使用しうる原始の観測資料は，各個体または個人 (indivi-

duals)と場合または時点 (occasion，time)と観測特性項目 (testitems， items， 

variables)という三つの観点から限定されている。一方，因子分析を実施する

には，まず観測値による分散共分散行列または相関行列を作成することから始

めねばならない。ここで，どのような観点から上記の標本行列を作成するか，す

なわち，直面する実際問題に対して因子分析を適用する基本的な立場が示され

項!計
目|測

特
性

図1.1 Cattellの共変動図
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る。これについて， R. B. Cattellは，次のような共変動図 (covariationchart) 

によって，因子分析の 6つの見方をそれぞれ技法 (technique)と名づけて示し

ている。

この図1.1では，R技法と Q技法，P技法と O技法，S技法と T技法

を同一平面上に描き，それぞれ同ーの観測資料をもとにして得られる関係を示

している。たとえば，R技法と Q技法では，時間または場合に関する情報を

国定または総括的に無視した多数観察という立場で， 観測資料を単に個体(個

人)と計測特性項目の関係を示すと考えて整理する。そして，矢印方向の軸に

関する要素聞の相関または共変動についての内因因子を分析する。すなわち，

R技法では観測特性について，また Q技法では個体とか個人とかの聞の相関

または分散共分散について詳しく内容を解明しようとするものである。しか

し，このような際にも，R技法または Q技法は，それぞれ対応して，P技法

または T技法と異なることに注意せねばならない。すなわち，P技法はもと

の観測資料を場所(時間)と観測特性項目，T技法は場合(時間)と個体(個人)，

という形に整理された資料に基づいて，それぞれ計測特性項目閉または個体

(個人)聞の相関や共分散の行列から出発している。これらの具体的な意義の相

異については，個々の場合に論じられるべきである。しかし，因子分析の実際

問題で， 0技法，S技法，T技法が論じられることはまれで， また文献的に

もほとんどみられていない。

次に，因子分析の適用でしばしば論じられる R 技法，Q技法および P 技

法について簡単に述べておく。

A. R技法 (R-technique)

この技法は，因子分析法での最も普通の考え方である。いま，もともとの観

測値をおりとおいて，各 zは観測特性の項目 (i=1，2，……，p) を，また jは

被検される各個人または観測される毎回の個体の番号 (j=1，2，……，n) とす

る。すなわち，各 jは標本単位として抽出され，nは統計的標本数を意味し

ている。

したがって，このときの相関行列は，各観測特性の項目聞の相関係数を要素

として成立している。元来，因子分析法はこのような観測特性の項目閉または

項目内に内因する共通因子に関して解明する意図のもとに体系化されてきた。
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本稿での種々の考察や論議は，多くの場合，この本来の立場から与えているが，

他の技法でもこの考え方の変法として同様に考えうるものである。

B. Q技法 (Q-technique)

上の A.で定義した Xijに関して，R技法は行間の相関行列より出発した考

察であったが，Q技法は列聞の相聞をとりあげ，これを解明せんとするもので

ある。したがって，相関性は個人または個体聞の毎回の現象聞に関するもので

あって， 各観測特性は統計的な繰り返し観測の標本のようにみなされている。

実用的には Xijの行数と列数がほぼ同じようなとき，または観測特性の項目が

非常に多く，他方観測を受ける個体や現象の数が少ないような場合に必要な考

え方となる。

もちろん，この Q技法により得られる因子と，R技法により得られる因子

が，必ずしも一致するとは限らず，これに関する定説はまだない。しかし，Q

技法は，たとえば，人間の精神面における人格の型や疾患における状態像や症

候群を類型化するような特性を因子として示すが，このような人格の型か症候

群がただ一つの共通因子で、支配されているような場合にのみ，Q技法と R技

法の因子は一致すると考えられている。

Q技法は， 上記のような人格や状態像や症候群などの考え方をする場合や，

多数の標本から限られた情報を得るよりも，少数の標本で多面的な情報を考え

るような場合に適用されることも多い。

C. P技法 (P-technique)

この技法は，ある個人またはある現象の経時的変動を追求の対象として母集

団を考える。いま，もともとの観測値を Xij とし，iは観測特性項目 (i=1，2，

…，p)を示し， jは標本抽出した時間的経過(j=1，2，……，n)を意味すると

する。たとえば，各jは，日ごと，週ごとまたは月ごとなどの標本抽出の時点

を示している。このような場合の相関行列は，観測特性項目の時系列的な共変

動を利用して，そこに内因し根底をなしている共通因子を追求することができ

る。すなわち Xij において， 各行聞の相聞に注目すれば， ちょうど先述の R

技法に似た，しかも経時的観点からの因子分析が行なえる。このように，P技

法は，そのうちで R技法または Q技法に類似したこつの分析法に分類でき

る。そして，いずれも経時的に基礎となっている共通因子を追求しようとする
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考え方を示唆している。

1.5.2第2次因子分析

P種の観測特性に基づいて，q個の直交でない共通因子を抽出したとき，当

然，これらの因子聞の相関行列が考えられる。この相関行列は，上の q個の因

子に基づいた因子評点によって新たに生成された qxqの相関行列を意味する

が， また直接的には，根元因子軸を得た際の変換行列 T の積 T'Tであり，

因子軸聞のなす角の余弦を意味するものでもある。 これらについての詳細は，

式 (6.17)や (6.28)で述べる。

しかし，ここで得られた因子間相関行列が第1次的に観測特性を説明し現象

を解明する因子であるならば，これらの因子をさらに分析すべきか否かの問題

が起こってくる。このとき最初に得た因子を第1次因子(thefirst-order factor) 

といい， これに基づいて分析して得る因子を第2次因子 (thesecond-order 

factor)とよんでいる。

一般に，観測特性から抽出した q個の因子の背景にさらに体系があると考

えられ，qよりも小さい数でもっと整理されるとすれば，第1次因子に基づい

て，さらにもういちど因子分析を実施する理論的な根拠は十分にある。斜交回

転で第1次因子を抽出し，同時に第2次因子をも付して結果を報告することは

しばしば見受けられる。

このように，第2次因子は比較的広範囲なそして総合的な観点からの考察を

行なうのに有用とされる。同様に，第2次因子に基づいてさらに因子分析をし

て，第3次因子 (thethird-order factor)を抽出することも考えられる。もち

ろん，分析を継続することにより，さらに高次の因子(thehigher-order factor) 

の抽出も可能であるが，むしろ実質科学分野での解釈に限度があろう。そして，

斜交因子に基づく因子分析は，斜交回転の際の根元因子について行なわれ，参

考軸に関する因子について実施されるのではないことを付記しておく。

1.6 因子分析法の計算プログラミング

因子分析法は多種類の観測特性による統計的多数観察の資料に基づいて，ベ

クトル・行列演算を行なうのであるから，本来，その計算量は多い。そして解

析法には，ランクの大きい行列の固有値と固有ベクトルを算出したり，因子行
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列を回転するような逐次収束法による反復巡回計算も多くなる。しかも，因子

分析の結果によっては観測項目の数や内容を変更するなどのアト知恵を加え，

実験科学的に種々の試行を実施する必要性まで配慮すればその計算量はばくだ

いなものとなる。

したがって，電子計算機が自由に使用できるまでは，観測項目を十分に吟味

してたかだか 10数項目までにしぼり，また共通因子の数も数個程度に減じ，

手計算により労力的に因子分析を行なってきた。そして，また，このような際

には，多少とも数学的に不正確な解法となっても，簡便法または近似的方法が

工夫されたり，若干の主観的考察を加えつつ作図することによって解を求める

グラフ法などが開発され実用に役だてられてきた。

しかし，近年の電子計算機の発展と普及は著しく，この利用は日常のことと

して，各地で容易になってきている。したがって，電子計算機を利用して因子

分析を行なうことを考えるならば，記憶容量と解析精度の許すかぎり，多数の

観測項目や因子の数が高速度で処理できる。しかも，客観的な解析的方法で結

果が得られることになる。

また，現在，電子計算機による情報処理活動の側からも有効利用法のーっと

して，因子分析の適用がいわれている。このように電子計算機運用の立場から

は，あらかじめ因子分析法に関連するすべてのプログラムに登録コードを付し，

FORTRANまたは機械用語で磁気テープに収録しておくとよい。そして，因

子分析の実施は，統計資料とともに，コントロール・カードによって各分析法

の適用手順を示し，自動的に一連の分析の過程を了えるようなシステムにする

ことができる。

一般に因子分析の種々のプログラムはプログラミングの習熟度にもよるが，

それほど簡単でなく，また大型なものが多い。したがって，できる限り標準化

し普遍的に利用しうる検証ずみのフ。ログラムが公表されていれば，必要のたび

に作成する労は減じられ，能率的である。

本書では，著者らが独自に開発した因子分析のプログラム・ライブラリ}

を，各分析法ごとに示している。また，各メイン・プログラムに必要なサブ・

ノレーチンは，その都度，すぐあとに付し，プログラムの連携を明確にして利用

の便宜をはかっている。また，いくつかのプログラムは，コントローJレ・カー
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ドにより，データ・インプットの面で数とおりの融通性をもたせている。因子

分析法を実際に適用し，実質科学面での研究開発や数理論的な検証を意図され

る読者に利用していただければ幸いである。

プログラム用語は，現在の電子計算機のほとんどの機種に適用できる

FORTRANIVまたは 11を用い，一部のプログラム中には XYプロッター

によって計算結果を描かせている筒所もある。電子計算機の記憶容量は，もち

ろん大きいにこしたことはないが， そうでない利用者の立場をも考慮して，

DIMENSIONを小さめに整理してある。したがって，電子計算機の性能と必

要性に応じて，この DIMENSIONの大きさを自由に変更すればよい。同様

の配慮のもとに，原則として， これらのプログラムはカードでインプットし，

アウトプットはライン・プリンターに出すように統ーしている。また，磁気テ

ープなどを用いない，いわゆるミニマムの設備だけを利用している。これらに

ついても，読者は自由に変更することができる。



2 成因介析 法

2.1 成因分析法の立場

因子分析法は，元来，心理的潜在因子や潜在能力を追求する際に必要な手法

として誕生したが，このパイオニアたちのまず当面した問題は，多面的な観dllJ

特性群をいかに整理して考察をすすめるかということであった。

このための第 1段階の統計解析は，多変量観測値ベクトル恥(α=1，2…，n) 

を得た際， 17世紀の初期以来の相関行列 (Tij)，i，j=1，2，…，Pを算出すること

であった。そして各町の区間推定や検定によって，相関行列を整理し，また偏

相関や重相関の観点からの考察が行なわれるにとどまっていた。このようにし

て各観測特性聞の相関性の結びつきによっていくつかの特'性群に分け，そのよ

ってきたる内因因子についての考察を行なっていたと思われる。

成因分析法は，このような必要性に応じ数種類の観測変量聞の内部の従属

性 (inter-dependence)を詳しく解明する目的で開発されてきた。

たとえば，児童の知能程度を解明する際，一連のテストがなされ採点成績が

示される。しかし，このテストの一つ一つの成績は，計数能力，読解カ，推理

カ，直観力，記憶力，注意力などの複合した能力に，そのときの調子による偏

差が確率誤差のように付加して観測されるものである。 このように考えると，

一連のテスト成績よりも，むしろ成績を組み合わせて上記のようなそれぞれの

能力が各人ごとにいかほどであるかを知るほうが望ましい場合がある。これら

は既成のテストを利用する側 (test-user)の立場であるが， また， このような

テストを作成する側 (test-maker)の立場にも同様のことがいえる。すなわち，



20ー 2章成因分析法

テスト自体が上記の諸能力を知るうえで十分な問題を集めているか否かが基本

問題になってくる。さらに，一連のテストを固定しでも，これらの成績は上記

のいかなる能力を見つけうるものであるか。さらに個々のテストに含まれる各

能力の混合比率を吟味することによりテスト数を増減する可能性，また考究し

ている能力以外に発見される各児童の特殊能力の有無やその種類も追求されよ

つ。

同様の例は，種々の分野であげられる。たとえば，医学の精神神経科領域で

は精神分裂症・ウツ病やノイローゼなどで患者の精神と身体の状態の病態像を

左右する内因因子を探索したり，また内科領域では臨床検査に基づき本態性高

血圧症の状態像を識別し，起因を類推することなども可能となろう。

ORの一例では，多品目を販売している企業で，多品目の販売高を能力テス

トの成績反応とすれば，販売員の能力・個性が解明でき，企業に有利な教育・

配置・分担を考えることもできょう。

このような意図のもとに，因子分析法は，一連の観測特性の中に何個の内因

因子を有しているかを推測する段階と，内因因子数を規定した後の各因子の具

抑ウツ気分

罪業感

自殺

不眠(入眠時の)

不眠(夜中の)

不眠(夜明け方の)

仕事 と関心

制止

焦蝶

不 安(精神的)

不 安(身体的)

身体症状
胃腸症状

身体症状(全般的)

性器症状

心気痘

体重減少

病織

表 2.1 ウツ 状 態 の

(1) I (2) I (3) I (4) I (5) I (6) I (7) I (8) 
0.140 0.362 0.590 

0.121 0.358 0.370 

0.098 0.073 0.016 0.335 

0.199 0.309 0.130 -0.115 

1.0 0.054 0.035 0.200 

0.1 0.17 0.126 

1.0 0.230 

1.0 

(対角線に対称}

M. Hamilton: “A rating scale for depression ぺj.Neurosurg. Psychiat.， 1960， Vol. 23， 
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体的解釈の段階という 2段階に分けて考えられる。この第1の段階は成因分析

(component analysis)の立場であり，第2の段階は狭義の因子分析 (factor

analysis)の立場である。したがって，成因分析では最初の観測特性の数 ρよ

りも小さい q 個の内因因子を，すなわち P 次元空間にある観測点を q(q 三~p)

次元空間でほとんど説明できるような qを求めるのが目的であり，狭義の因子

分析はこのような q本の軸を推定し，積極的に意義づけしていく目的をもっ

ている。

上記のような構造追求は，通常， まず主成因分析 (principalcomponent 

analysis)の考え方と方法を繰り返して，参考軸 (referenceaxis)を逐次算出

する成因分析を行ない，共通因子と大約の意義を考察する。ここに，共通因子

(common factor)とは観測特性の二つ以上に含まれる内因因子をいい，大約の

意義とは評価表の作成者 (testmaker)としての観測特性群 (testitems)に関

する考察である。すなわち，このように抽出された共通因子の数qがあらかじ

め実質科学上で考えられた因子の数とどのような関係にあるか，また q個の共

通因子の中で，いくつかでも意図した因子からはずれたものを含んでいれば最

評点 問中日関行列

(9 ) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) 

-0.055 -0.198 -0.224 -0.032 0.014 0.370 -0.024 0.341 0.192 

0.027 0.167 -0.151 0.071 -0.063 0.426 0.113 0.419 0.222 

-0.068 -0.216 -0.065 -0.087 -0.115 0.304 -0.042 0.201 0.134 

0.191 0.001 -0.036 0.438 0.169 -0.044 0.152 0.179 0.156 

0.126 0.003 0.095 0.308 0.278 0.111 0.067 0.146 0.182 

0.022 -0.180 -0.162 0.376 -0.038 0.142 0.171 0.012 0.243 

0.183 0.017 0.045 0.285 0.094 -0.058 -0.020 0.313 0.178 

0.305 -0.365 -0.356 0.067 0.127 0.269 0.208 0.232 0.087 

1.0 0.274 0.329 0.199 -0.107 0.045 0.001 0.217 0.151 

1.0 0.370 -0.146 -0.058 -0.026 0.043 -0.159 0.245 

1.0 -0.082 0.060 0.033 -0.014 -0.310 -0.074 

0.1 0.248 0.115 0.135 0.074 0.313 

1.0 0.048 0.137 -0.024 -0.070 

1.0 0.199 0.254 0.065 

1.0 0.275 0.235 

1.0 0.149 

1.0 

pp. 56-61. 
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初の観測特性の吟味を行なう必要があり，さらに，いくつも重複したような観

測項目 (items)の整理，観測項目の作り方や観測方法，新たな観測項目のそう

入などがなされる。このように評価表の作成者の立場に沿って，パランスのと

れた多変量観測のもとに分析を意図することになる。この評価表の作成者の立

場は単に評価表の作成者だけの仕事ではなく，評価表の利用者 (testuser)の

立場でも同様で，これから因子分析を実施して成功に導こうとする分析担当者

の問題に取り組む構えともなる。このように一つの案として観測特性群を選択

すれば，その都度毎回，成因分析を実施し逐次完全なものに仕上げていく配慮

が必要となる。

成因分析で観測項目の吟味がなされ，q個の共通因子の存在が確認されてく

ると，次の狭義の因子分析の段階で， q個の内因因子を積極的に因子負荷量

(factor loading)やさらに因子評点 (factorscore)として推定し，各内因因子の

示す意味を追求することになる。この段階の考察は次の第3章で記述する。も

ちろん，この過程でも新たに得た共通因子の数と意味および観測変量の適否が

検討され，解析は成因分析と因子分析の聞を数回往復することになるわけで、あ

る。このように成因分析と因子分析の性格は，表裏のように繰り返されるもの

であり，この手順を総称してまた単に因子分析(白ctoranalysis)とよんでいる。

2.2 主成因分析と成因分析

いま P種の変量をもっ n個の観測値ベクトYレ:JC/=[Xlj，X2J>"'，Xpj]， (j= 

1，2，…， n)が得られ，各 Xijはすべての iについて次のように基準化されてい

るとする。

n n 

L: Xij = 0， L: Xilln = 1 
j~l j~l 

(2.1) 

したがって，任意の iと fの標本共分散は，標本相関係数と同じで

〆， n 

Cov (Xjj， Xj' j) = Ti(' = L: XijXj' Jln ， i， i' = 1，2，…，p (2.2) 
j~l 

であり，この標本相関行列を R とおく。

Hamiltonは，神経科領域におけるウツ状態患者の 49例の精神と身体面の症

状評価を行ない，表2.1のような観測項目聞の標本相関行列を得ている。この
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観測項目は，患者の精神状態に関する 8項目と身体状態に関する 4項目，およ

び精神状態に関する 5項目で，計17項目について調査している。

さて， 成因分析は，p種の変量に含まれる共通な因子を求めるのであるが，

これらの因子は P穏の変量の 1次結合で表現されることを仮定し，次のよう

におく。

C} = Ax}， (j = 1 ， 2，…，~ (2~ 

そして， この ρxpの係数行列 d について， 因子ベクトノレもの次元数 ρ

を q~p なる q 次の互いに独立な因子で表現できないかをしらべる。事実， p 個

の変量が (p-q)次の従属性をもつならば，もの次数は qに退化しており，こ

れはdの行ベクトルを互いに直交するように求めればよい。 ここでp個の変

量のどのような 1次結合を当てはめるか，すなわちどのような基準(criterion) 

で直交する行ベクトルをもっ行列IJAを求めるかが問題となる。 ここに主成因

分析の考え方が適用される。

2.2.1 主成因分析

いま，観測値ベクトル Xj をρ次元空間における座標点であると考えると，

X1> X2，…， Xnはこの空間中の n個の点であり， この点群を代表する ρ次元の 1

本の直線を次式で示す。ここで，各 miとんはこれから推定しようとする未知

の母数である。

X1-m1 X2-m2 Xp-mp 
-寸了一=一τ一=••• ~ lp (2.4) 

ここに 2v=1 

さて，n個の点よりこの直線に至る距離の偏差平方和 nSは，

nS=51151(xzj-m)Zー 1211s(xej-m)}2] (2.5) 

となり，この nSを最小ならしめる直線を望ましい代表として求める。ここで

nSが最小値をもつことは明らかで，まず m;で偏微分して次式を得る。

-31(X61ー m付子 fZ421L伽 j-mi')= i= 1，2，…，p (2.6) 

ここで xり は基準化されているから， 上式より miIliは tに関せず一定で，
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直線は原点を通ることが知れる。 したがって， 直線が通る 1点を原点と考え，

m1=1I!2=…=mp=Oとおく。

また，L;1(2= 1なる条件下で Sを最小にする liは， ラグランジュの乗数

(Lagrange's multiplier) A を用い， I(で偏微分した後にゼロとおいて，次式を

うる。

~ ，L; Xi'(，L; l;，xi'J)-Aい 0， t =は ，p (2.7) 
T' J i' 

すなわち，この ρ個の式は，

(R-U)L=O (2.8) 

であり，Rに関してえは固有値 (Aミ0)，Lは対応する固有ベクトノレとなる。ま

た，このような Aに対して式 (2.5)と (2.7)より n8の大きさは次式で示さ

れる。

n8= n(p-A) (2.9) 

したがってえに関する固有多項式の P個の根の中より，n8を最小』こする最
P 

大の根んを選び，対応する固有ベクトルを標準化(，L;lli2= 1)して L1とし ρ

次元空間の原点を通り勾配係数を L1'= [111， 112，…，11P]とする 1本の直線を確

立する。このような直線 L1'xで示される軸を因子と考え， 8に関する主成因

子 (principalcomponent)といい， この解析法を主成因分析法という。 dの

第1行は，この L/で示されるものである。

さきの Hamiltonによる標本相関行列に関しては，

ん=3.4358 

L1' = [(0.763，0.728，0.531，0.207，0.284，0.338，0.458， 0.683， -0.034， 

-0.373， -0.403， 0.282， 0.087， 0.474， 0.157， 0.603， 0.353)] 

を得る。

2.2.2 成 因 分 析

Cの第1因子は，主成因子として得たが，第2因子以下についても全く同様

の考え方を適用する。すなわち，第 1因子として 1本の ρ次元直線を当てはめ

た後，この直線のまわりには，なおpーんだけの標本分散が残っている。この

残差分散を最小にし，かっ先の直線に直交するような第2本めの P次元直線
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を求める。との直線の勾配を Aの第2行として Cの第2因子を考える。第3

の因子は，第 1と第2の直線を当てはめた後，なお残っている標本分散を最小

ならしめ，かっこれまでのいずれの直線にも直交する第3の直線を求め，その

勾配により決定する。このように逐次 P本の直線をあてはめ，第 ρ番めの因

子までを，それぞれの直線の勾配係数ベクトルで考察する。

解析法は，Rの固有値と固有ベクトルに関する式 (2.8)から直接得られる。

いま ρ個の固有値を大きさの順にん>A2>…>らとおく。 Rのトレース (trace)

はPであるから，

P=Al+ん+……+ら (2.10) 

はすぐわかる。またんら…，んに対応する固有ベクトノレム，L2'…Lpは互い

に直交している。

すなわち， iキjとして， (RーんI)Li=Oおよび (Rーんl)Lj=Oの左辺からそ

れぞれ L/，L;'を掛けスカラ}をつくり，辺々相引くと，

(ん-Aj)L/Li= 0 (2.11) 

となり， Aiキんであるから，各ベクトルはEいに直交していることがわかる。

まず，第2因子に関して， A2 と L2 も式 (2.5)を最小にするための式 (2.6)と

(2.8)を満たし，原点を通過し，かっ L2は L1 と直交する。すなわち，L2を

係数とし原点を通る直線は，んがんに次いで大きい固有値なので，p-A2は

第2に小さい残差分散を示す。

したがって， このような第2の直線を第1の直線の後に選ぶと残差分散は

(pーん)ーんとなり， L1 と直交する直線群の中では最も望ましいものとなる。

同様に，第3の因子以降についてもゐ，La，んL4'"'， Ap，Lpが，各段階で主成

因子となり，順次 Cの要素を説明するものとして採択される。このようにし

て得られた Cの各因子聞の共分散は，ム聞の直交性によりゼロとなり統計的

に無相関となっている。

相関行列 Rが非正則 (singular)でPより小さなランク qであれば，p-q個

の固有値 Aはゼロとなるが，対応する p-q個の固有ベクトルで説明される

Cの中の因子は意味をもたず不要になる。また，一般に相関行列は非負定符号

(non-negative definite)であるが，観測値がある構造模型から統計的に独立に

無作為な誤差を伴って得られるため，標本相関行列のランクが落ちることは理
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論的にない。また同様に，非負連続な実数で得られる固有値が重根として得ら

れることは，計算の丸め誤差の介入以外に考えられない。すなわち，ほとんど

の場合，p個の固有値はん>ゐ>…ん>0として得られる。

このようにして，ベクトル Zの P個の因子が算出され，データ全体の分散

Pは，p個の因子によるん+ゐ+…+んで尽きてしまう。 しかし，観測値ベ

クトルの次元 Pを減ずる本来の目的からは固有値の大きい因子から順に実質

科学分野で意義のある若干 (q)個をとりあげ，他は残差誤差として取り扱う。

このため，通常，形式的に εを0.2とか 0.3のように 1より小さい適度の正数

とし，当初の全分散の 70-80%について解釈できるよう

Z:; J.dp手 1-s

となる q個，または{ん}の中でんの値が +1より大きい q個の因子だけを

とりあげている。このようにして，因子数 qを実質科学的意義づけの対象にす

るのが成因分析法である。

さきのウツ状態評点聞の相関行列の固有値は，大きいほうから 3.44，2.34， 

表 2.2 因子行列と固有値

症 状 因子 1 因子 2 因子 3 因子 4

抑ウツ 気 分 0.763 -0.172 0.103 0.151 

罪 業 感 0.728 -0.156 0.341 -0.138 

自 殺 0.531 -0.311 0.283 0.122 

不眠(入眠時の) 0.207 0.614 -0.208 -0.025 

不眠(夜中の) 0.284 0.363 -0.081 -0.639 

不眠(夜明け方の) 0.338 0.371 -0.304 -0.340 

仕事と関心 0.458 0.275 0.043 ← 0.134 

備j 止 0.683 -0.371 -0.253 0.224 

焦 操 -0.034 0.539 0.503 -0.032 

不 安(精神的) -0.373 0.326 0.557 0.072 

不 安(身体的) -0.403 0.250 0.480 0.421 

身体症状(胃腸症状) 0.282 0.674 -0.395 -0.010 

身体症状(全般的) 0.087 0.245 -0.356 0.628 

性 器 症 状 0.474 -0.139 0.397 0.225 

，心 気 症 0.157 0.367 0.117 -0.144 

体 重 減 少 0.603 0.107 0.204 -0.173 

病 織 0.355 0.439 0.214 -0.192 
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1.75， 1.37， 1.28， 1.07， 0.99，…と得られ，初めの七つで全分散 17.00の

72%を占めている。表2.2は Hamiltonが吟味している主要な四つの固有値

に関する因子ベクトルを示している。

2.2.3 セントロイド法

成因分析法の実施にあたり，心理学者は固有値と固有ベクトノレの算出に必要

な数学的な手順のめんどうさを避け，この代わりに直観的にわかりやすく，計

算手順の楽なセントロイド法 (centroidmethod，重心法)を提唱した。現在で

も，電子計算機を利用しない場合にはこの方法が繁用されている。したがって，

この方法は厳密な妥当性を欠くので，環境が許せば，適用しないほうが望まし

いと M.G. Kendal1も述べている。しかし，本節では，セントロイド法が科

学の諸分野でかなり繁用されており，またその技巧を今後の開発に備えて紹介

しておく。

前節では，Xl>…，Xn を1う次元空間における n個の点としたが，他方，n次

元空間における ρ個の点とも考えうる。事実p個の点は n次元空間の中で，あ

たかも洋傘の骨のように， ρ次元空間を張っていると考えると，骨の長さは各

変量の分散に比例し，骨聞の角度の余弦は相関係数に相当している。いま， Xij 

の平均をゼロとし分散を 1としているから，p個の点は原点から放射する ρ

個の単位ベクトルの先端と考えうる。このP個の点の第 i番めの先端(点)の第

j軸(骨)上の座標を Yijとすると，

p p 

Z1yzj2=1， rt1=2137位 Yjk (2.1勾

であり，p個の点のセントロイドは次式の y・j で示される。

YJ=Eygjlp， (j=1，2，v幼 (2.13)

さらに，T・j，ajおよび Tを次のように定義しておく。

p p 

れj三z:;Tij/P = z:; Y'kY jk 
も=1 k=l 

P 

aj三Pz:; Y'kYjk 
k=l 

(2.14) 

a
 

p
Z片一一

一T
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さて，このセントロイドを通り，第1番めの軸に平行な直線上で， k=2，3， 

…J について Y'kはゼロで

a/1l =py・lYjl

T(1】=p2y・12
(2.15) 

または y・1='/TC1>/pおよび Yjl=a/1l / -.!T(1了と書ける。このようにして，第

1因子は，相関行方JJRの中で a/1l/-.!T山に比例する変量より成立している

ことがわかる。ここで主成因分析におけるように，各係数の2乗和を 1に基準

化すると，セントロイド法による第 1因子は次式で示される。

Cl = [al (ll， a2(ll，…， apC1>].x/イTC1> (2.16) 

p 

この 1次式の分散が Z1aj{1)ad11rjklT{1) であることは容易にわかる。

同様の方法で第2因子を抽出するには，さきのセントロイドを計算し直すこ

とから始めねばならない。ここに，主観的な判断が介入し，この改良はまだ決

定的でない。通常，第2因子を求めるには k=lとしてはじめられた上記の計

算を k=2，3，…，pについても行ない，[a/kl]なる pxρ行列を準備する。そ

して R の中から第1因子による寄与を除き，残差相関行列として，

R-[aJ'kl]三 R1 (2. 17) 

をつくる。かっ，R1の中の負の要素については， その変量軸 (x)に関しベク

トルを逆映 (reflect)し， 行および列の符号を変え，pr'j に相当する各列の和

をできるだけ大きくしなければならない。すなわち，R1のままでは， すべて

の列の和はぜロとなっているので，新たなセントロイドをできるだけ原点から

遠ざけて第2の1次式を求める。 これは，ちょうど成因分析法でんを大きい

順に算出するのに類似した発想、である。この R1を用いて式 (2.14)から (2.16)

を繰り返し適用し，式 (2.16)で得られるものを第2因子らとする。ただし，

因子の抽出後は，符号変換した変量についてもとの符号にもどし aj山の符号

を定義する。以下，第3因子から第P因子まで，第2因子を求めたと全く同様

の手順により，残差相関行列のなかで符号をいかに変えても各列和が誤差範囲

でゼロとみなせるまで，因子抽出を行なう。このように，セントロイド法はきわ

めて便宜的な方法であるが，観測変量の分散についてはなんら配慮していない。
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ここでは最も通常に適用されている標準的なセントロイド法を記述したが，

これは相関行列の対角線要素を 1にする方法(“unityin the diagonal" 

method)とよばれている。

セントロイド法には，このほかにもいくつかの変法があり，代表的なものと

して，対角線要素に共有性を用いる方法(“communalityestimates in the 

diagonal" method) と共有性を反復計算によって推定して対角線要素に用い

る方法(“ iterativesolution for communalities" method)などがある。

対角線要素に共有性を用いる第 1の変法の特徴は，共通因子以外に特殊因子

の存在をも想定し，相関行列の対角線要素 1の代わりに各観測特性の共有性を

置き換えて解析をすすめ，その後，一つの因子負荷ベクトルが得られるごとに

残差行列の対角線要素もその段階での共有性を用いる。したがって，計算式は

やや複雑になるが，全般的な計算手順は上の標準的セントロイド法と本質的に

同じである。この共有性の推定には，通常，相関行列またはその後の毎回の残

差行列の各行の非対角線要素のうち最大絶対値の2乗を利用する。

この変法の利点は，標準的セントロイド法よりも一般に小さい因子数で観測

特性聞の内部相関性を説明し， ρ個の観測特性の次元を q個の因子の次元に低

減するうえで効果的とされている。この低減の度合いは，相関行列の各要素の

絶対値の平均的な大きさに関係し，この平均的な値が小さいほど少数の因子の

存在を示す。しかし，この変法で説明される分散の量は，一般に上の標準的な

方法より少なく，相関行列の要素の絶対値の平均的な大きさが小さいほど説明

される量が少ないといわれている。また，共有性が 1よりも大きくなる不合理

が生ずることもある。いずれにしても，標準的セントロイド法の結果の改良を

意図したあらい探索的方法といえる。

第2の変法の特徴は，相関行列または各段階の残差行列での共有性を用いる

点で，第1の変法と全く同じ立場であるが，反復計算により毎回の共有性をよ

り良い精度で推定し，また 1をこえないように意図されている。一般に，抽出

される因子の数は，観測特性の数よりはるかに少なく得られる利点をもっとさ

れている。したがって，セントロイド法が適用されるとき，この変法は標準的

方法に次いで適用されているようである。

しかし，標準的セントロイド法も，さらにどの変法も，数理的な根拠に乏し
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く今後の研究開発にまつことが多い。現状では，成因分析法の代用として手計

算の場合の探索的なあらい手法といわざるをえない。

害警|変量X11 X2  I X3  I X4  I X5  I X6  X 7  X8  

i=1 49.00 1995.88 1531.04 89.88 - 20.24 21.48 593.88 1396.24 
2 23.44 1283.84 991.08 54.20 - 0.72 34.92 565.96 1158.48 
3 63.40 2367.04 1809.92 104.68 - 12.64 39.48 858.23 1878.56 
4 278.40 11048.48 8408.52 396.12 -143.24 136.44 2501.04 6505.88 
5 153.40 6239.72 4772.84 252.64 - 60.72 94.72 1955.12 4495.96 

6 398.48 15920.72 12191.44 645.08 -144.52 245.60 5000.24 11478.92 
7 126.28 5003.04 3797.68 179.12 - 75.56 50.04 980.12 2720.12 
8 49.56 2037.00 1572.24 92.56 - 13.32 40.48 766.52 1649.24 
9 241.32 9560.16 7402.64 481.20 - 6.56 231.56 4722.52 9474.96 
10 505.52 19918.56 15424.12 985.92 - 18.80 491.44 9636.44 19436.40 

11 563.00 22518.00 17016.08 688.12 -441.44 124.92 2503.76 
合365753.60 

12 195.12 7680.52 5852.56 290.36 - 97.52 82.96 1836.96 4675.48 
13 481.48 19394.32 14604.64 547.76 -434.00 55.04 1165.64 6588.68 
14 91.96 3839.52 2926.88 154.84 - 43.40 52.88 1081.24 2577.88 
15 80.92 3358.72 2548.64 110.20 - 59.96 32.12 578.76 1714.40 

16 535.16 21280.96 16007.68 575.20 -489.16 41.24 776.68 6489.00 
17 596.52 23759.48 17873.28 632.24 -548.32 40.92 964.96 7373.56 
18 98.36 3967.08 3029.68 155.60 - 40.88 65.84 1147.52 2699.32 
19 223.68 8957.96 6829.20 320.56 -121.96 104.24 2064.04 5322.36 
20 80.36 3361.24 2566.76 123.96 - 35.96 44.32 959.16 2281. 76 

21 58.80 2082.44 1609.32 92.08 0.72 47.12 958.16 1963.28 
22 164.72 6557.60 5074.04 322.48 - 4.32 154.12 3153.24 6373.52 
23 262.08 10517.36 8147.80 518.00 - 3.60 268.96 5207.52 10423.20 
24 195.96 8001.96 6192.60 391.24 - 1.40 189.36 3956.36 7937.48 
25 505.24 20365.84 15779.68 1017.24 - 4.64 506.68 10137.72 20298.84 

26 30.80 1233.68 954.96 60.20 - 4.40 37.64 
1五054913.546 

211H9148i42..M 204 0 27 56.04 2313.60 1786.12 114.88 - 11.84 5.3.12 
28 54.72 2036.64 1577 .48 95.52 - 0.48 44.60 977.24 
29 38.12 1361.28 1045.28 65.56 - 6.04 24.68 643.24 1298.72 
30 91.76 3469.72 2692.12 168.28 - 2.28 84.00 1695.92 3426.32 

31 55.96 2083.44 1688.80 176.44 75.48 124.36 2497.84 4274.28 
32 105.44 3919.24 3295.16 450.92 256.92 354.32 7019.72 11508.92 
33 331.00 12837.76 9979.40 667.92 28.68 350.32 6999.68 13708.32 
34 541.56 21682.84 16838.72 1119.56 42.52 580.28 11594.60 22816.20 
35 192.84 7687.48 6023.60 456.60 72.60 268.08 5255.36 9811.48 

36 16.16 716.96 571.64 50.36 2.88 31.80 581.40 1048.96 
37 57.04 2033.44 1611.24 125.72 29.44 76.68 1618.28 2935.64 
38 36.84 1558.56 1271.28 137.12 58.92 96.04 1959.96 3329.40 
39 230.68 9194.52 7196.60 524.08 68.80 293.28 5881.04 11114.04 
40 482.32 19408.68 15526.12 1466.40 491.24 984.76 19640.76 34313.96 

41 49.84 2237.36 1766.08 152.20 38.16 93.76 1876.68 3368.52 
42 333.52 13195.60 10724.24 1152.36 496.40 819.72 16598.04 28200.60 
43 125.72 4997.52 4289.20 659.64 411.28 534.40 10717.88 17328.28 
44 941.28 37435.84 28355.28 1208.40 -662.24 273.56 5482.48 17583.88 
45 87.36 3357.96 2610.76 171.40 7.32 91.08 1801.20 3547.36 

46 528.08 21085.00 16695.68 1418.40 361.16 894.80 17779.772 1 31939.96 
47 342.68 13438.36 10649.84 916.92 231.28 571.48 11483. 20582.04 
48 475.28 19279.96 15021.00 1043.96 79.76 557.72 11265.32 21713.00 
49 96.04 3637.48 2823.80 183.24 2.48 87.36 1849.48 3665.56 
50 64.68 2511.60 1964.32 144.44 16.24 77.76 1596.16 3027.08 
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検証数値例

いま，因子分析の実用例とは別に，人為的な数種の計測特性に関する真の構

造模型を設定し， これに正規誤差を付した模擬観測資料を与えよう。そして，

因子分析法がどれほどに構造模型に接近し表現されるかを知るための数値例と

して，以後の解説にも使用するとしよう。

いま， 50個の 8次元からなる多変量観測値

が表2.3に与えられている。

これらの観測値は，われわれが次のような

2つの独立な因子 α，sを仮定し，
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おlj=αj+elj 

X2j = 40αj+e2j 

お:3j= 30αj+e3j 

X4j=αj+ん+e4j

XSj =一αj+ん+eSj

X6j =ん+e6j

X7j = 20 sj+e7j 

XS1 = 10α1+30 s1+eS1， 

j= 1，2，…， 50 

かっ，各 eijは互いにまたすべての α1，ん

にも独立に N(O，16)に従うとして作成した

ものである。

図2.1は，独立に設定した2つの因子の大

きさ (αj，ん)について，各サンプノレ(j)ごと

に，母数αjを縦軸に母数んを横軸にとった

50個の長方形として，プロフィルを示してい

る。そして，後に， 8変量の標準値からの分

析結果をこの母数の図形表示と比較すると，

あてはまりの程度が直感的に知れよう。

二つの独立因子の表現

この相関

さて，表2.3のデータによる標本相関係数

行列 Rおよび各変量の平均と標準偏差は表2.4のように得られる。

図 2.1
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表 2.4 検証データ(表2.3)の相関行列

相関行列 R J lfL.Jey.Mr J標準偏差

r.oooo 0.9998 0.9993 0.8530 -0.3716 0.5262 0.5264 0.6917 227.8 208.5 

0.9998 1.0000 0.9994 0.8529 -0.3722 0.5259 0.5261 0.6915 9074.6 8324.3 

0.9993 0.9994 1.0000 0.8691 -0.3425 0.5527 0.5529 0.7141 7018.4 6373.1 

0.8530 0.8529 0.8691 1.0000 0.1666 0.8923 0.8925 0.9668 439.0 392.2 

-0.3716 -0.3722 -0.3425 0.1666 1.0000 0.5932 0.5933 0.4128 -14.8 220.1 

0.5262 0.5259 0.5527 0.8923 0.5932 1. 0000 0.9997 0 . 9778 212.0 240.9 

0.5264 0.5261 0.5529 0.8925 0.5933 0.9997 1. 0000 0.9781 4249.8 4811.8 

0.6917 0.6915 0.7141 0.9668 0.4128 0.9778 0.9781 1.0000 8642.1 8499.4 

表 2.5 固有値，固有ベクトル，固有値累和百分率

NO.1 

国 有値 5.7697 固有値8の泉和 x 100=72.1220 

国有ベクトJレ

0.3615 0.3614 0.3678 0.4161 0.0570 0.3657 0.3657 0.3991 

No.2 

厨 有値 2.2293 固有値8の累和 x 100=99.9892 

固有ベクトル

0.3318 0.3321 0.3134 -0.0201 -0.6633 -0.3198 0.3197 -0.1903 

No.3 

図 有 値 0.0003 固有値8の泉和 xl00=99.9937 

固有ベクトル

0.7997 -0.1211 -0.1096 -0.2236 0.4608 -0.2534 0.0530 -0.0647 

No目 4

国 有値 0.0003 固有値sの累和 x 100=99.9975 

国有ベクトノレ

0.1222 -0.0173 -0.0751 -0.2128 一0.2106 0.8605 0.2762 -0.2605 

No.5 

国 有 値 0.0001 固有伎8の累和 x 100=99.9989 

固有ベクトル

0.1778 -0.4552 -0.4346 0.5955 -0.3958 -0.1519 0.1857 0.0570 

No.6 

固 有値 微少量 固有値8の累和 x 100=99.9996 

固有ベクトル

0.0833 -0.0463 -0.0241 -0.7340 -0.3111 0.0188 0.4633 0.3738 

No.7 

回 有 値 微少量 固有値8の累和 xI00=99.9997 

固有ベクトル

0.2809 0.0150 -0.0032 0.5832 0.4610 0.0123 -0.4721 -0.3803 
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No.8 

固 有 値 微少量 固有値8の累和 x100=99.9999 

闘有ベクトル と 100

0.2728 -0.0651 -0.0423 -0.7432 -0.2232 0.0352 0.4373 0.3532 

行列 Rに基づいて，式 (2.8)で示される固有値および固有ベクトノレ Lを算出

すると，表2.5の結果を得る。

この計算の結果において，大きい固有値からの固有値累和百分率が70-80%

をこえるところ，また固有値がほぼ1より大きいところという観点、にたち，表

2.3のデータにはこっ(k=2)の内因因子を含んでいることが非常に明確に示さ

れている。

2.2.5 観測特性聞の関係

いま，p種の計測特性で観測された n個の標本値を X=(Xij)とする。 ~ ~ 

'-'-

に i=1，2，…，ρで j=1，2，…，nとしている。 このとき， p種の特性を座標軸

として，観測された標本値ベクトノレを n個の点で示すことを観測値の点表示

(point representation) といい， このようにしてできる図形を観測値の散布図

(scatter diagram)という。他方，標本数 nを次元にとり，その空間で ρ種の

観測特性を ρ個の点で表現するベクトル表示 (vectorrepresentation)ができ

る。すなわち， pxn行列 X において，各行ベクトルを n次元空間における

1点とみなすわけである。

後者において， n次空間における P個の点の平均を原点とし，第 i観測特性

の点を原点からめの距離にあるとすると，

め=dZJ=dot
で示される。また，原点から各観測特性点へ結んだベクトルを考えると，第 t

観測特性ベクトルが第j;番めの観測標本の示す第j軸に対する方向余弦んは

ん=xij/dt 

となる。

さらに，第 i観測特性ペクトルと第 f観測特性ベクトルのなす角をムジと

い この端点聞の距離，すなわち第 zと第 f観測特性点の聞の距離を dii，と
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すると，

dii，'l. = d?+di，'l.-2 didi， COS ltii' 

であり，一方

dii，2 =互(Xij-Xi'j)2= I; (diJ.ij-di，J.i'j)2 = di2+di，2ー2dん ZんjJ.

である。ここに I;J.i'l=I;ん'l=1を用いている。

したがって，次式が成立する。

n 

cos 1>ii' =呂J.ijJ.i，j 

= I; XijXi'jjdidi， = I; XijXi'jjnaiai， 
j j 

== Tii' 

すなわち，任意の2観測特性聞の相関係数は，n次空間での観測特性ベクト

ル聞の余弦で、あることが知れる。

さて，因子分析法での観測特性の次数を低減する根拠は，ベクトル表現で ρ

個の点が線形 q次空間にすべて含まれる，すなわち， ρ本のベクトノレは q本の

参考ベクトyレ(referencevector)によって表現できるという立場である。この

とき，観測特性聞の ρxp母相関行列のランクは qで，対角線要素は， 1の代

わりに，各観測特性の共有性 (communality，3.1節参照)になっている。この

行列を，縮小された相関行列 (reducedcorrelation matrix)という。

この qは内部従属性を示す最小の因子数で，p個の点を含む最小の空間を q

次の共通因子空間とよぶ。

またρ個の観測特性ベクトルは，q個の共通因子と P個の特殊因子からなる

全因子空間 (totalfactor space)の中にあると考えられる。この空間で任意の

第j観測特性のベクトル表現は，

(aj1> aj2，…，ajq， 
、ーーーー一、r一ーーー_，

q個の共通因子部分

0，一.，0，aJ> 0，・・・，0)

P個の特殊因子部分

で示される。このベクトルのノルムまたは長さはI;ajl+alで，

章の式 (3.7)に示すように +1である。

この値は後

さて，この空間におけるベクトルの方向余弦は端点の座標そのものであり，
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任意の 2つの第jおよび第j'ベクトルのなす角。'jj'は

PH  q 

cos俳句， = 2::.}.' ji}.'}'i = 2::. ajiaj句=r'JJ' 
i=l i=l 

となる。ここに Aν，J.'j匂は各ベクトルの方向余弦である。この縮小された相

関係数 r'jj' は，観測特性の線形表現が妥当な程度に応じて，もとの 7jj'に近

似する。

このように考えると，全因子空聞における P個のベクトルを q次の共通因子

空間への直交射影が，この部分空間における各観測特性を示すベクトルで、ある

と考えられる。このようなベクトルは (ajhaj2，…， ajq) で， ベクトルの端点の

座標は全因子空間で示した初めの q個の座標と同じである。この性質は，たと

え共通因子軸が斜交の場合でも，特殊因子軸が共通因子空間に直交である限り

なりたつ。しかし，これに関しては，簡単のため，共通因子は互いに無相関と

しておく。一般に q次空聞に射影されたベクトルは，各観測特性に特殊因子の

分散を含まない場合のみ，長さが変わらず，一般には全因子空間でのベクトル

よりも短い。同様に，ベクトル聞のなす角度も，共通因子空間におけるよりも

この空間でのベクトルの長さは AaI62であり，

hjZに等しい。すなわち共通空間におけるベクトルの方向余弦 A勺4は ajdhi

で，2本のベクトルのなす角は

方向余弦は大きい。小さく，

問。FFJFEAJJjFd=zajdaJ'zlhん

で，hjhj，=lでなければ， COS rt" jj' > COS rt' jj'である。上式は

〆Fjj'=cosゅうj'= r' jj'fhtj' 

とも書ける。

2.3 計算プログラム

2.3.1 成因分析法(第 1法)

成因分析をパワー法によって行なう。すなわち，成因分析では相関行列の固

有値の大きいほうから順に固有ベクトルが必要になり，抽出する因子数につい

ての停止の指示は， トレースに対する累積固有値の比率をあらかじめかなり大
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きい 0.7とか 0.8とかで与えておしまた，各固有値とそれに対応する固有

ベクトノレは収束的に計算されるが，このために収束判定精度と最高の反復計算

の回数を指定できる。インプットは，コントローyレ・カードにより，すでに得

ている相関行列からでも，または原始資料からでもよい。

36一一 2章

変量の数

収束のための反復回数の限度

ゼロならば最終結果のみ
1ならば中間の巡回結果も示す

相関係数を計算するか否かの制御

標本の大きさ(数)

全分散の解釈基準 70-80%

観測値ベクトノレ

標本相関行列

(input) カ (output)

標本平均ベクトル，のちに固有ベ
クトノレ

標本標準偏差，のちに固有ベクト
yレ(基準化)

出

A(I) 

カ入

N 

IMAX 

標本相関行列

巡回反復数

収束のための反復回数

固有値

固有ベクトルに固有値の平方根を
かけたベクトル

固有値の和

残差分散

算出した固有ベクトルの全分散に
対する寄与率

B(I) 

R(I， J) 

11 

ND 

RAM 

SR 

P 

A(I) 

RO 

IC 

MD  

DP 

B(I) 

R(I， J) 

T 

PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS. 
CO例PONENTANALYSI5 

F
L
-
p
l
、P
」

戸

、

同

‘

-
F

』

尚

也

同

』

関

、

戸

、

(ITERATED.OR POWER.METHOD) 
THE LARGE5T E 1 GENVAUJE AND 
THE ASSOCIATED EIGENVECTOR 

N ---RANK OF MATRIX同

IMAX - MAXIMUM NO.TO CONVERGE TO A VECTOR 

RO ・・・ O. TO OUTPUT FINAL RE5ULT5 ONLY 
・・・・・ 1. TO OUTPUT EVERY CYCLIC AN円 FINAL RESULTS 

IC ・嗣・ O. TO MAKE A CORRELATION MATRIX 
・・・・ 1. TO USE A CORfマELATIONMATRIX WE HAVE ALREAOY 

MD ・・・ NO. OF SAMrLE5 
DP ---A DESIRED PROPORJIDN TO INTERPRET TOTAL VARIATION(-RANK OF R) 
8 ・・・ INPUT OsSERVATION VECTOR 
R ---SA例PLECORRELATION MATRIX 

0lMEN510N R(30.30)・AOO).8(30) 
1 REAO (40.100) N.I例AX.RO・IC・MO.DP

IF(IC> 2.2.10 
2 00 3 1 ・1.N

A( 1)・0.0
003J-I.N 

3 R(J.J)・0.0
K・0

11 READ (40.101) (8(1)・1・1・N)
民-K+l
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29 A(ll・A(ll/AA
C=o.O 
RAM=O.O 
00 30 1~1 ・ N
RAM=RAM+R(l.l)'・A(1) 

30 C=C+A(I)*A(I) 
C=5~RT(C) 
00 31 l=l.N 

31 B(Il=A(I)/C 
WRITE (50・207) 1 I・RAM.(B( 1)・1・1・N)
WRITE (50.208) 
DO 32 1-1・N

32 A(J)=B(I】併S也RT(RA阿3
WR ITE (う0・209) (A(J)oI・1.N)
5R=SR+RAM 
T-P*OP 
IF(T・SR) 3ラ.35.33

33 00 34 I・1・N
00 34 J・1・N

34 R(I.J)=R(I.J)-RAM鋤B(1)併B(J) 

GO TO 14 
35 T=(100.0・5R)/P

P=P-5R 
WRITE (50・210)
WRITE (50・211) SR.P.T 
GO TO 1 

100 FORMAT (215・F5.0.21ラ.F5.3)
101 FORMAT (8F10.2) 
102 FORMAT (5E15~8) 
200 FORMAT (7X.12HOB5ERVATIONS.'・14X.6HMEAN .7X.6H 5.0. ， 
201 FORMAT (/・10X.ち(lX.F12.4))
202 FORMAT (/11.7X.19HCORRELATION MATRIX ./) 
20.3 FORMAT (/.ぅ(1X.F10.6))
204 FORMAT (//.7X.18HCOMPONENT ANALY515./) 
20ぅ FORMAT (//7X.20HITERATION OF CYCLE .13/) 
206 FORMAT (10X.12.ぅF12.5.1.(12X.5F12.5))
207 FORMAT (/・7X.10HEIGENVALUF・13.F10.4//1X.16HEIGENVECTOR(STO)/C20X.5

1Fll.5)/) 
208 FORMAT (/.7X.19HPRIN'IPA~.COMPONENT ・/)
209 FORMAT (18X.5F12.5) 

210 FORHAT (/I.7X.51HSUM OF LAMBOAS RE510lJAL5 EFFECT FOR REOUCTI 
10No//) 

211 FORMAT C5X.F8.3.9X.F8.3.11X.F7.3.2X.8H PERCENT.IIII) 
5TOP 
EN口

2.3.2 成因分析法(第2法)

2.3.1項と同様の成因分析をヤコビ法で行なう。 したがって， 2.3.1項との

違いは数値計算上の解法の長短にある。かなり多くの因子数まで考慮する必要

のある場合には，パワ}法によると固有値の大きいほうから順に計算誤差が累

積し精度が落ちてくるが，このヤコピ法では観測特性の数だけ，同じ精度の固

有伎と固有ベクトルを算出する。しかし，観測特性の数が多いときや少数の因

子の場合には，パワー法が有利となる。
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カ (output)

標本相関行列，のちに固有ベクトル
{基準化)

固有値

固有値累和百分率

固有ベクトル

出

A(I. J) 

S(I) 

P 

EV(J.I) 

(input) 

変量の数

相関係数を計算するか否かの制御

収束のための反復図書kの限度

標本の大きさ(数)

毎測値ベクトル

標本相関行列

入カ

K 

IC 

MCY 

ND 

X(I) 

A(I， J) 

COMPONET ANALYSIS 
(JACOBI METHOD) 

K ---NO. OF VARIABLES 
IC ---O. TO MAKE A CORRELATION MATRIX 

--，'・ 1. TO USE A CORRELATION MATRIX WE HAVE ALREAOY 
MCY ---MAX・NO. FOR ITERATION CYCLES 
NO ---SAMPLE SIZES 

P

、P
L
F

、P
-
-
P
E
h
F

、PE
W
F
L
P

‘・F
、

A ---SAMPLE CORRELATION HATRIX F
‘w
p
-
-
P

、P
、，、

5UBROUTINE EIGEN ANO OROER ARE RE由UARED

0lHEN510N A(30.30)・EVC30・30).S(30) .X(30) 
COMMON A・EV
READ (40.100) K.IC・HCY.NO
WRITE (50.200) 
1 F (IC) 1.1・11

1 00 2 1・1.11:
5(1)・0.0
00 2 J-I・K

2 A(I.J)・0.0
N・0

3 REAO (40.101) (X(I).I・1・K)
N-N+1 
00‘1-1.1{ 
5(1)・5(J)+XCI)

00・J-I・K
4 A(I.J)・ACI.J)+X(J)I・X(J)

IF(NO-N) '.'.3 ， AN・NO
00 6 J・1.K
S(J)・SCJ)/AN
00 6 1・1.J

晶 A(I.J)-ACI.J)-AN*5(1)・5CJ)
00 9 1・1・民
XCI>・5岨RT<A(I・I)/(AN・1.0))
00 8 J・I.K
IF(I-J) 7.8.7 

7 A<I.J)・ACI・J)/5・RTCACI.I>・A(J.J))
ACJ.I>・A<I.J)

8 CONTINUE 
9 ACI.I>・1.0

00 10 1・1・K
10 WRITE (50・201> CA(I.J)・J・1・K)

GO TO l' 
11 00 12 1・1・K

REAO C‘0・102) CACI・J)・J・1.U
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12 WR ITE (50・201) (A (J . J)・J・1・K)
00 13 Ja1・K

13 S(J)・A(J・J)・梼0.5
00 l'I J・1・K
0014 J.J.K 
A().J).A(I.Jl/(S(I)・S(J))
A(J. l)・A<I.Jl

14 A<J，))・1.0
15 CALL EJGEN (K) 

CALL OROER (K・1)

40一一 2章

00 16 J・1.K
50)・A(I・J)

00 16 J・1・K
16A(J.l)・5曲RTCS(I))'・EV(J.Il

AK.K 
TR-O.O 
00 17 1・1・K
TR-TR+S(J) 

P-TR/AK*100.0 
WRITE (う0・202) I.S()l.P.(EV(J.)).J.l.K) 

17 WRITE (50・203) (A(J，)).J・1・K)
GO TO 1 

100 FORMAT (312.13) 
101 FORMAT (8F10:2') 
102 FORMAT (8F6.5) 
200 FOR附AT (1110X.19H COMPONENT ANALYSISII15X.20H CORRELATION MATRIX ) 
201 FORMAT (/(10x.5(lX・F12.4)))
202 FORMAT (1112X.3HNO..14.112X.l1HEIGEN VALUF・2X.F10.4.10X.7HPERCENT.

13X.Fl0.4.II2X・12HEIGENVECTORIII0(lX.F7.4)) 
203 FORMAT (/2X.23HNORMALIZEO EIGEN VECTOR.lll0(1X.F7.4)) 

STOP 
ENO 

サブルーティン 1(実対称行列の固有値と固有ベクトルの算出)[付]

EIGEN VALUE AND EIGEN VECTOR OF REAL 5YMMETRIC MATRIX c
c
c
c
c
c
c
c
 

-・・ JOB NUMBER 
---VARIABLE NO. 

NO 
N 

SUBROUTINE EIGEN (Nl 
DIMENSION H(30.30)・EVC30.30)・T(2) 

COMMON H.EV 
T< ll~O.OOOl 
T(2)cO.OOOOOOO1 
DO 3 lel.N 
EV( 1・1)=1. 0 
DO 3 J=l.N 
IF(I-J) 2.3.2 

2 EV(I.J)=O.O 
EV(J.I)=O.O 

:1 CONTINUE 
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LEVEL=l 
NN=N-1 

4 LSTEPc日
00 24 I=l.NN 
K=I+工
00 24 J=K.N 
SS=T(LEVEL)・ABS(H (J . J)) 
IF(ABS(SS)・0.0000005) 24・5.ぅ

5 1 F (T(LEVEL)・ABS(H(I.J))) 6.2斗.24
6 AK=(H(I.J)・H(J.J))骨2.0

7 IF(ABS(AK)ー0.0000005) 19.8.8 
3 IF(AO 9.19.9 
9 AK=H(J .J)/AK 

TT=ABS (AK>・0.4142136
10 IF(ABS(TT)ー0.0000005) 12・11.11
11 IF(ABS(AK>・0.4142136) 12.12・13
12 TEMP=1.0+AK*AK 

SN=2.0*AK/TEMP 
CN=(-TEMP+2.0)/TEMP 
GO TO 20 

13 1 F (ABS (AK)・0.0000005) 17・14・14
14 IF(AK) 15・17・17
15 SN=-0.7071068 
16 CN=・0.7071068

GO TO 20 
17 SN=0.7071068 

GO TO 16 
18IF(ABS(H(I.J))・0.0000005) 17・19.19
19 IF(H(I.J)) 15・11.17
20 00 21 L.l.N 

TEMP=・SN'・EV(I・1) 
EV(L・I).CN*EV(L.I)+EV(L・J)・SN

21 EVCL・J)ーTEMP+EVCL.J)・CN
00.，22 L-1・N
TEMP.-SN器HCL.J) 

H CL. 1) -CN叫HL..・I)+H(L.J)'・SN
22 HCL.J)=TEMP+H(L.J)*CN 

00 23 L・1・N
TEMP-・SN梼H<I.L)
H <I . L) =CN*H (1・L}+H(J.L>・SN

23 H(J.L)-TEMP+H(J.L)・CN
LSTEP-1 

24 CONTINUE 
IF(LSTEP) 4・2.5.4

2ラ IFCLEVEL-2) 2.6.27.26 
26 LEVEL.LEVEL+1 

GO TO 4 
27 CONTINUE 

RETURN 
END 

サブルーティン 2(固有値の大きさ順に固有ベクトルの配列)[付]

SUBROUTINE ORDER 
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SUBROUTINE ORDER (N.K) 
OIMENSION H(30.30)・I!iV(30.30)・EV2(30).P()0)
COMMON H・EV
H=N・1
00 1 1・1.N

1 P(J)・H(J・ 1) 
00 10 1・1・H
11-1+1 
00 5 J-1d 
IF(K.E由.2) GO TO 2 

fF(P(J)・PCJ1)) 3.5.5 
2 fFCP(J)・P(f1))，.'.3 
3 AS-P (11) 

00 4 L-1.N 
4 EV2(L)・EV(Ltl1)

HH・H(U.J1)
GO TO 6 

.5 CONTfNUE 
GO TO 10 

6 00 8 L-J.J 

LL-J+I・・L
LLL・LL+1
P(LLL)・P(LI-l 
00 7 KK・1.N

7 EV(KK.LLL)-EV(KK.LL) 
8 H (LLL. LLL)・HCLL.LL)

P(J)・AB
Od 9 KK・1.N

9 EV(KK.J)・EV2CKK)
H(J.J)・HH

10 CONTINUE 
RETURN 
ENO 

2.3.3 セントロイド法(第 1法)

成因分析法の代用として，かなりの頻度で応用されているセントロイド法

(重心法)を行なう。この方法は共通因子のみを考慮し，対角線要素を 1とする

そのままの相関行列から出発する。元来，セントロイド法の意図は，最小2乗

法から誘導された成因分析法に近似した結果をいっそう簡略な計算で迅速に得

ょうとするものである。

N 

IC 

R(I， J) 

入カ (input)

変量の数

残差行列を必要とするか否かの制
御

標本相関行列

出カ (output)

標本相関行列，のちに残差行列

因子軸とテスト項目との距離の平
方和

因子行列
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THE CENTROID METHOO 
(UNITY IN THE OtAGONAL) 

N ---NO. OF VARIABLE5 
IC ---O. IF RE510UAL MATRIX 15 RE唖UIRED

・・・・ 1. OTHERWI5E 
R ---5A阿PLECORRELATION MATRIX 

c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
 

OIMENSION R(30.30).W(30).V(30)・0(0)
1 REAfl (40・100) N.IC 

WR1TE (50.200) 
WRITE (50.201) 
NOm口
00 2 l~l.N 
REAO (40.101) (R<I.J)・J・1.N)

2 WRITE (50.202) (R(I.J).J~l 州2
3 00 4 !・l，N

c 

O (l )~R (l，l) 

4 RCI.t)=O.O 
00 5 1・l，N
WC J) ~O.o 
V(l)sl.O 
00 5 J・loN

う W(I)-W(I)+R(I.J)
6 J~l 

00 8 !-2.N 
IFCWCJl骨V(J)・WCI)後V(I)) 8，7.7 

7 J=I 
8 CONTINUE 

IFCw(Jl*VCJ)) 9・11.11
9 V(J)=・VCJ)

00 10 l=l.N 
10 W(I)=W(!l+2.0骨Rcl .J)怜V(J)

60 TO 6 
11 00 12 1・1.N
12 WCI)=W(I)+D(I)*V(I) 

5=0.0 
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100 FORMAT (215) 
101 FORMAT (10F5.4) 
200 FORμAT (/110X.43HTHE CENTROID似ETHOD (UNITV IN THE DIAGONAL).//) 
201 FORMAT (/8X.12HINPUT MATRIX) 
202 FORMAT (9X.8F8.4) 
203 FORMAT (//5X.3HNO..I5.118X.13HSUM OF 5骨UARE. F9. 4.1/・8X. 9HCO阿PONE

1NT) 

204 FORMAT (/.8X.1うHRESIDUAL MATRIX) 
STOP 
END 
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セントロイド法(第2法)

この方法は，次項の方法の改良にあたり，とくに，共有性の推定には相関行

列その後は各回の残差行列により逐次的な反復計算によって精度を良くし，ま

た1をこえないように意図している。一般に，抽出される因子の数は，観測特

性の数よりかなりに少なく得られる。セントロイド法が適用されるとき，

方法が前項の方法に次いで、頻用されている。

この

2.3.4 

N 

FM 

(output) 

標本相関係数，のちに残差行列

因子行列

出力

R(I， J) 
W(J) 

(input) 

変量の数

標本の大きさ(数)

残差行列を必要とするか否かの制
御

標本相関行列

カ入

IC 

R(I， J) 

THE CENTROID METHOD 
(OPTIMIZING THE DIAGONAL ELEMENTS) 

N ---NO. OF VARIABLES 
FM ・・-NO. OF SAMPLES 
IC ---O. IF RESIDUL MATRIX 15 RE曲UIRED

ー--1. OTHERWI5E 
R ---SAMPLE CORRELATION MATRIX 

戸、
F
‘、
F
‘、r‘、
p
h
h
F
L
F
、
P
‘、
P
L
F
E
、

DIMEN510N R(30.30).W(30).D(30).V(30) 
1 READ (40.100) N.FM・IC

WRITE (50・200)
DO 2 I~1.N 
REAIl (40.101) (R(I・J)・J・1.N)

2 WRITE (50・201) (R(I.J).J-1.N) 
FN贋 N
K・1

c 
c 

3 DO 4 1・1.N
4 R( I.I)・0.0

5-0.0 
DOぅ l=l.N
00 5 J-1.N 



5 S~5+R(I.J)*・p
IF(2.0l・S/(FNl・(FN・1.0))・1.0/FM) 1.1・6

6 00 6 J-1.N 
O(J)=O.o 
00 8 l'・1.N

IF(D(J)・ABS(R(I.J))) 7.8・8
70(J)-AAS(R(I.J)) 
8 CONTINUE 

00 9 1・1.N
W (1) =0.0 
V(I)・1.0
00 9 JD1.N 

9 W(J)・W(I)+R(l・J)
10 J~1 

00 12 1・2.N
IF(W(J)・V(J)・11'(1)骨V(I)) 12.11.11 

11 J=I 
12 CONTINUE 

IF(W(J)骨V(J)) 13・15.15
13 V(Jl=-V(J) 

00 14 I・1.N
14 W <t)冨11'(1)+2.0・R(I.J)*V(J)

GO TO 10 
15 00 16 1・1.N
16 W(I)・11'(!l+O(l >*V(I) 

5=0.0 
00 17 1=1.N 

17 5=S+A日S(W(I))
5=1.0/5岨RT(5)
00 18 1=1・N

1s W(Il=W(!l暢5
00 19 1沼 1.N
00 19 J=1.N 

19 R(I .J>~R(! .J)・W(ll・'W(J)
WRITE (50・202) K 

WR ITE (50・201) (W(J).J・1.N)
K=K+1 
IF(!C) 20.20.3 

20 WRITE (50 ・ 20.~)
00 21 IDl.N 

21 wR ITE (50・201) (R(I.J)，J・1・N)
GO TO 3 

100 FORMAT (14.F4.0.12) 
101 FORMAT (10F5.4) 
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200 FORMAT (11.5うH THE CENTROIO METHOO (OPTIMIZING THE OIAGONAL ELEMEN 

lTS).II.自X.12HINPUTMATRIX) 
201 FORMAT (9X.8F8.4) 
202 FORMAT <l15X.3HNO. .1511..8X.9HCO阿PONENT>
203 FORMAT (/8X.15HRE510UAL MATRIX) 

5TOP 
ENO 

2.3.5 セントロイド法(第3法)

第1法で示したセントロイド法の変法で，全般的な計算手順は若干複雑であ

るが本質的には同じである。ただ，第1法と異なる特徴は，特殊因子の存在を

も想定して相関行列の対角線要素の 1の代わりに，共有性を置き換えて解析を

すすめる。この共有性の推定には，通常のように，非対角線要素のうち最大絶



成因分析法

対値の2乗を利用する。この推定を，一つの因子負荷ベクトルが得られるごと

に残差行列によって行なう。本法の一般的な利点は，第 1法よりも少ない因子

数で観測特性の内部相関性を説明できる。しかし，共有性が 1より大きくなる

場合があり， Haywoodの場合が生じる短所をもっ。
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IC 

NL 

P 

Rl(I， J) 

(output) 

標本相関行列，のちに残差行列

収束した反復回数

因子行列

出力

Rl(I， J) 
L 

W(I) 

(input) 

変量の数

標本の大きさ(数)

残差行列を必要とするか否かの昔話j
御

収束のための反復回数の限度

収束判定のための定数

標本相関行列

入カ

N 

FM 

THE CENTROIO METHOD 
(ITERATIVE SOLUTION FOR OIAGONAL) 
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P ---CONSTANT' FOR CONVERGENCE 
Rl ---SAMPLE CORRELATION MATRIX 

01附ENSIONRl(30.30).R2(30.30).W(30).V(30).D(30).U(30) 

1 REAO (40・100) N.FI'¥・ IC・NL.P
WR ITE (50・2.00)
00 2 !=1.N 
READ (40・101) (R1C 1・J)・J31・N)

2 'dRITE (50・201) (R1【!.J).J=1.N)

c
c
c
c
 

DO 3 I=1.N 
U(!)=RI0，J) 

00 :3 J=1・N
:3 R2(I.J)=R1(I.J) 

FN=N 
K=O.O 
L=O.O 

" 5=0.0 
00 5 l=l.N 
O(I)=RlC!・1)

RlCl・1)-0.0
00 5 J=l.N 

5 S=5+R1C!.J)骨 骨2
IF((2.0・s・FM)・(FN・(FN・1.0))) 6・6.7

6 1 F(K・1) 1.1.2'る
7 00 8 1・1.N

W( 1)揖0.0
V(I)=1.0 
DO 8 J=1.N 

8 W(J).W(!)+R1CI..J) 
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9 J=l 
00 11 I担2・N
JF(W(J)・V(J)-WCI)勢V(J)) 11・10.10

10 J=I 
11 CONTJNUE 

JF(W(J)骨V(J)) 12・1'1.14
ユ2V (J) a-V (J) 

DO 13 J・1・N
13 WO)=W(I).2・0骨R1ct・J)*VCJ>

GO TO 9 
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32 Rl(J.J)=R2CI.J) 
DO 33 J~l.N 

33 Rl (1. J)・0.0
GO TO 7 

100 FORMAT CJ5.F5.0.2J5.F8.6) 
101 FORMAT C10F5.4) 
200 FORMAT (/1.ぅ6HTHE CENTROID METHOD CJTERATIVE SOLUTIONS FOR DIAGON 

1ALS).11.8X.12HINPUT MATRJX> 
201 FORMAT (9X.8F8.4) 
202 FORMAT CI15X.3HNO.・J5・35X.5HCYCLE.J5118X.9HCOMPONENT)
203 FORMAT CI15X.3HNO..1511・8X.9HCOMPONENT)
20'与 FOR州AT (/8X.15HRESIDUAL MATRIX) 

STOP 
END 



3 多因 子解法

3.1 多因子解法の立場

第2章の成因分析によって，多変量観測値群 {Xj}， }=1，2，…，nにq個の

共通因子の存在が明らかになってくると，次に積極的に，これらの因子が具体

的にどのように表現されるのか推定しようとする段階に到達する。すなわち，

共通因子数が規定されれば，観測値の構造模型を仮定することができ，これに

基づいて統計的推定を行なう段階となるわけである。

このように因子分析法は，先行する成因分析によって得られた情報に基づい

て，さらに構造模型を詳しく追求する立場をとるわけである。しかし，この過

程をただ 1回の試行で成功裡に終了するのは，むしろ幸運である。テスト項目

の加減や入れ替えなどの変更，因子数の吟味など，成因分析と因子分析が表裏

のように試行錯誤の反復によって，次第に客観的に良い結果へと導かれるもの

である。この意味で，高性能電子計算機は実験器具であり，このような解析法

は実験科学に属することの認識が本質的に重要となる。

まず，多変量観測値の一般的な構造模型に関し，その考え方と術語の定義を

述べよう。

いま，p次元の観測ベクトノレ Xjが次式で表現されるとする。

Xj = Ajj+bSj+csj， } = 1，2，…， n (3. 1) 

ここで，jjはめの要素の二つ以上に含まれる共通因子 (commonfactor) 

の評点 (factorscore)からなる (qx1)のベクトルを示し，A は (pxq)の因

子負荷行列 (factorloading matrix， factor coe伍cientmatrix， factor pattern) 
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とよばれる共通因子に対する係数の行列である。 Sjは (ρx1)の特殊因子ベ

クドル (specificfactor， unique factor vector)を示し，p種の観測特性のそ

れぞれに含まれる独自の因子を示すもので，bは特殊因子に付随する係数で

(pxp)の対角線行列を示している。また ej は観測値 Xj に含まれる P種の

誤差部分 (errorterm)で，(px1)の誤差ベクトノレまたは不信頼因子ベクト

ル (unreliabilityfactor vector)ともよばれ，cは誤差ベクトルに付随する係

数で構成される (pxρ)対角線行列を示している。 また，構造模型のたて方

として，Afjの部分をあらためて

ao十Afj (3.2) 

のように示し，aoを母集団平均ベクトル (populationmean vector)とよぶこ

ともある。したがって，式 (3.1)では aoをOとおいていると考えてもよい。

また，共通因子の定義のうちで，とくにすべての観測項目に必ず含まれる因

子を全般因子 (generalfactor)とよび，観測項目のすべてではないが，部分的

な二つ以上の観測項目に含まれる因子を部分因子 (groupfactor)とよんでい

る。そして，各観測項目ごとに，実際にその特性のうちに含まれている共通因

子の数を複雑度 (complexity)とよんでいる。さらに，第j番めの標本について，

解析し推定されたf]を，その標本またはその対象の因子評点ベクトル (factor

score vector)という。

式 (3.1)および (3.2)の構造模型をみて，多変量観測値が内因因子の線形式

に残差誤差を付して表現されているという点で，線形回帰分析に非常に似てい

ることに気がつくであろう。しかし，その相違は，回帰分析では fが原因的な

指定変量として与えられるのに反し， 因子分析ではこの/も推定する変量と

して考えねばならないことである。

上の式 (3.1)の構造模型において，一般性を失わず次の数学的仮定をおく。

Eげ")= E(S) = E(e) = 0 

E(SS') = E(ee') = Ip (3.3) 

さらに，fの各要素の分散を 1と標準化し， また f，sおよび eは互いに統計

的に独立とする。

このとき，観測値ベクトル Z の期待値 E(x)および分散共分散行列 Z は
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ここに

E(x) = ao 
Z三 E[(x-ao)(x-ao)']

= AOA'+f1" 

@三 E(ff')， 11'三 bb'+cc'

(3.4) 

で示され，:E， oおよびf1"はいずれも今後ともとくにことわらぬかぎり正則

正値行列とする。

ここで，Ci2 を不信頼性 (unreliability) または誤差分散 (errorvariance)， 

Wを特殊性 (specificity)，また AOA'は階数 qの正値行列で共通因子部分の

分散共分散行列になっていて， この対角線要素を共有性 (communality)とい

つ。

またとくに，O=Iqであれば，このときの q個の共通因子を直交因子 (ortho-

gonal factor)といい， oが対角線行列でなければ， これらの因子を斜交因子

(oblique factor)とよんでいる。以下，Aの回転による不定性を第4章の式

(4.2)で論ずるまでは，一般性を失わず O=Iを仮定する。

もし，あらかじめ ρ次元観測値ベクトル xが

E(x) = 0， E(xx') =p (3.5) 

のように標準化されているとすると ，aoはゼロベクトルで，式(3.1)により z

の母相関行列 P は Z と同じで

:E = P= AA'+bb'+clピ

で示される。すなわち，母相関行列の要素を Pij とすると

q 

Pij = .E a拙 ajk， Zキ1
k=l 

=土a弛2+bi2+C;2= 1， i =j 
k=l 

(3.6) 

i，j = 1，2，…，p s.n 

で示される。ここに恰色a帥ik2 は共有性で，1一h丸νd♂2を唯一性(何un叩…)

hi♂2+bムi2を信頼性 (σteli均abi出lit勿y)とよんでいる。

この際，共有性，特殊性，および誤差分散を分離し，それぞれがどの程度で
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あるか，とくに特殊因子についての考察まで可能となれば興味ぶかい。

しかし，自然科学における好都合な場合を除いて，一般に，純粋な繰り返し

実験を含む観測資料が得られるようなことは少なく，とくに社会科学での資料

は繰り返し観測できないことが多い。このため，特殊性は誤差分散と分離でき

ず，単に誤差分散として算出されることになる。

因子分析は，共有性に関する共通因子を推測することが主目的であるので，

もし意図する因子が特殊因子として誤差項にはいっているならば，あらためて

その因子に関連すると考えられる観測項目を追加し，この因子を共通因子に組

み入れるよう努めるべきである。

また， 観測数 η を十分大きくとることができれば， これを無作為に 2群に

分けて繰り返しとみなし，便宜的な方法として，おおまかに特殊因子を追求す

ることができる。

このように，式 (3.1)で示される一般の構造模型について，因子負荷行列を

求めるのは困難であるので，通常は特殊因子をはぶき，また，CBjを改めて Bj

とおいた式

Xj= Afj+Bj 

または

XJ = ao+Afj+Bj (3.8) 

で考察をすすめていく。

3.2 種々の仮定と因子負荷行列の推定

さて，前節のような前提のもとで，実際に， 正規分布する P次観測値ベク

トル Xjを得たとき， 果たしてもとの因子に関する構造模型がうまく得られる

であろうか。もちろん，ここで回転に関する d の不定性を除いて，一般性を

失わず φ=1として論議をすすめてもよい。これについて，次のような問題が

提起される。

( 1) A， o， fI'の存在性 ある P次正規母集団の母数を与えたとき， こ

の母集団を形成するような因子に関する構造模型が存在するかどうか。このこ

とは，本質的に，:Xが A，oおよびfI'によって AOA'+fI'と表わされるた

めの条件を問題とする。
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(2) A， o， 7p'の一意性 上で A，O，7p'が存在するとしても，それらの

解が一意的に決定しうるか否か。

(3) A， o， 7p'の母数的な決定方式 母数のうえで A，o， 7p'はいかに決

定されてくる性質のものであるか。

(4) A， o， 7p'の推定法 実際に，n個の観測値からどのようにして母数

A，O，7p'は推定できるか。もちろん，このときには(2)の一意性と因子数 qの

前提のもとに，種々の推定法の性格を知る必要がある。

(5 ) 因子に関する構造模型の適合性の検定 因子に関する推定結果が真

の構造模型に合致しているか否か，この観点での仮説に対する検定を考える。

(6 ) 因子数決定の問題 観測値から因子数 qを決定することは，上の諸

項目をも通じとくに重要で，これをいかにして決めるかは本質的な問題となっ

てくる。

(7 ) その他の種々の仮説検定 母数に関する種々の仮説検定，とくに d

に関する検定に最も関心が示される。

(8 ) 因子評点の推定 各観測対象の観測値ベクトル Xj をもとに，推定

された因子評点 fjを求める。

これらの問題は，とくに観測値に基づいて標本分布を考えるとすると，不

十分なことや未解決なことも含み，今後の研究にまつことが多い。ここでは

Andersonと Rubinの論文およびそこでの引用文献に基づいて，母数のうえ

でのおもだった基礎的な結果のみを紹介しておこう。

まず， (1)の存在性については，ある与えられた qと Z に対して A，O，7p'

が存在するための必要かっ十分条件は， I-7p'が階数 qの非負行列となるよ

うな7p'が存在することと知られている。しかしこのような V が存在したと

しても，qに対して一意に A，o， 7p'が定まるか否かの論議が残っている。こ

れに関しでも多くの研究者によって種々に研究されているが，詳細な一般的な

結果はまだ得られていない。 Reiersolは，q=sについて A，o， 7p'が存在する

なら q=s+lに対しでもすべて異なる V とともに無限の A，Oが存在するこ

とを示している。したがって，もし，ある qに対して V が一意的に決められ

るなら， このときの qは A，φ が存在する最小の整数でなければならない。

また， Albertは任意に与えられた Vに対して I-7p'が与えられた階数をも
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つことを決める直接的な手順を示しているが，そこでは ;E-Wが非負行列で

あることを証明していない。また，別に， Albertは ;E-Wが与えられた階数

の行列となるような Vを一意に決めるための十分条件をも与えている。また，

Andersonと Rubinは Wの一意性に関する十分条件を与えている。 この条

件は，Aの任意ら 1行を除いたとき，残りの d が階数 qの二つの部分行列

を含むことである。このことは 2q~p-l でなければならず，強すぎる条件で

ある。現に， Wilsonと Worcesterは ρ=6のとき Vが q=3で一意に定ま

る例をあげている。

ここに AA'が階数 qの正値行列であれば，上記のように ;E-Wが階数 q

の非負行列となる Vが存在するから，A， o， Wが少なくも各一つは存在す

る。そして， もし AA'ニ BB'となるようないくつかの因子負荷行列 A，B，・

が存在するなら，これらの因子負荷行列は直交変換によって互いに変換しうる

ものになっている。

次に，因子負荷行列 d の回転による不定性が除去できるような若干の制限

条件をつけ，AA'から出発し Aを一意に決められる簡単な場合を考えてみよ

う。ここでも母数だけの関係のうえで， AndersonとRubinの論文による。

(10
) Aを一部上方三角行列と設定する場合 このときには，AA'から

一意的に d が決定できることは明らかで，その計算法は付録に示した平方根

法によって容易に得られる。

( 20
) 与えられた pxq行列 B に対し B'Aを三角行列と設定する場合

AA'の前後から B によって，まず B'AA'Bをっくり，これに上記 (1)と同

様の平方根法を適用すれば qxq行列 B'Aが得られる。したがって，この逆

行列を用い，AA'B(B' A)-l=Aによって，Aが一意的に決められる。

(30) A'Aの要素がすべて異なり大きさの下降順に並ぶ対角線行列と設定

する場合 AA'の固有値と固有ベクトルの計算を行なうことになる。すな

わち，AA'の P個の固有値を大きさの順に並べた対角線行列を d とし，X

を固有値の大きさの順に対応する各ベクトルを列に並べた pxp行列とする

と，AA'X=XAである。これより X は d で，A=A'Aである。 したがっ

て，A は AA'の固有ベクトノレを列とした行列として一意に決まる。

(40
) A'WAの要素がすべて異なり大きさの下降順に並ぶ対角線行列と設
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定する場合 上記(30)と同様に，AA'Wの固有値と固有ベクトノレを考えて，

AA'WX=XAから A'WA=Aおよび X=Aとして dが一意的に得られる。

したがって，もし Z が与えられれば，AA'の非対角線要素は Zの非対角

線要素そのものであるから，AA'の対角線要素を適当に与えれば，この AA'

をもとに上の条件を満たす d を随意に求めることができるわけである。

しかし，上記の W)-W)で与えた条件自身は，因子負荷行列 d を一意的

に決めるための多少とも便宜的な方法にすぎず，そこには心理学本来の何の根

拠もないし，また一般的な実質科学上の意義をもつものでもない。

むしろ，この d に関する条件としては， 次章に述べる Thurstoneの提唱

した簡素構造や Fergusonの因子節約の原則が現在も実質的な意義をもつもの

とされている。

さて，それでは具体的に，p次観測値ベクトノレ Xj=ao+Afj+8jの分布に関

し，.E=A!TA'+Wとの関連で，fjおよび ej についてどのような仮定が設け

られるか，おもだった次の四つの場合を考えてみよう。

A): fjもejも多次元正規分布し，それらの期待値はそれぞれ q次および

ρ次のゼロベクトノレで，分散共分散行列は!tおよび Wと仮定する。す

なわち，

f E N(O， !T) ， 8 E N(O， W) (3.9) 

B): 上の A)において，f}および ejの正規性の仮定を除き，ただ確率変

数の 1次と 2次のモーメントとして同様の仮定をおく。すなわち，

Eげ)= 0 ， E(ff') = !t 

E(e) = 0 ， E(..') = W 
(3.10) 

C): e}だけが確率変数で， 1次と 2次のモーメントを上の B)と同様にお

き，fjは第j番めの観測対象が母数としてもつ因子評点ベクトルと仮定

する。そして f}を次のように基準化しておく。

12L=o， L2M'=e 
n }=1 n j=l 

(3.11) 

D): 上の A)で，!t=lqを仮定する。すなわち，p次観測値ベクトル :II:}

として，
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Xj E N(O， AA' + fT) (3. 12) 

とする。 したがって， これは A)の場合に含められるが， Lawley & 

Maxwellや Kendallによってよく知られた最尤推定法があるので，便

宜上取り扱いを分けておく。

さきには，Aの回転による不定性を除くための dに関する条件を考えたが，

上の A)，B)およびc)において， fTに関する制約条件をつけても一意的に

d を決めることができる。

この制約条件としては， Whittleや Lawleyらによって考えられた

fT = ()] (3. 13) 

と， Joreskogによって考えられた

fT=θ[diag .E-1]ー1 (3.14) 

をあげることができる。ここに θは正のスカラー量である。

これらの条件のもとで、は， もはや A やfTについての先験的な仮定をなん

ら必要とせず，ごく自然な統計解析の手法として母数の推定が行なえる。

すなわち，式 (3.13)のもとでは， .Eの ρ個の固有値を大きいほうから，

r1>r2>r3>…>rpー悦>rp-明 +1=…=rp三 rとし，れから rp-mに対応する固有

ベクトルを ω1>…，ωp-mとおく。ここに m は最小固有値の重複度を示す。ま

た，この ω1から ωp-mを列に並べてできる行列を 9 とする。このとき，因

子数 qは p-mで，。は最小固有値 7であることがいえる。また，T を直交

行列とすると，A は一般に QTで示されることがいえる。さらに，この際の

最尤推定は後記の正準因子分析法と同じ結果を与える。

しかし，式 (3.13)の不利なことは，観測特性の測定単位 (unitof measure-

ment)によって解析の結果が異なることである。そして，心理学やその他の実

質科学分野では測定単位にそれほど本質的な意味をもたないことが多いのであ

る。したがって，もし， 式 (3.13)の仮定で解析するならば， あらかじめ観測

資料を規準化しておき，測定尺度の単位に解析結果が左右されないようにする

必要がある。実際には，各観測特性の資料の分散をすべて 1にし，分散共分散

行列の代わりに相関行列に基づき解析を行なうことになる。しかし，もし解析

によって少数の共通因子を探究するのが目的であれば，規準化した資料に基づ

く式 (3.13)の適用は実際的でない。
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このような欠点を補う目的で， Joreskogは式 (3.14)の仮定を導入したわけ

である。

これらの模型のどれを採択するかは，現実の問題に照らし合わせて，どの模

型が自然に考えうるかということにかかっている。

次節以降では， Joreskogの式(3.14)に基づいて， A)， B)および C)の各場

合に対して，因子負荷量や残差分散共分散行列の推測方法を記述する。そして，

おわりに，7J!'に関する式 (3.13)または (3.14)の仮定を採用しないときを最も

一般的な場合として， D)に関する Lawleyの最尤推定法を解説しよう。

まず，ここで共通した準備として，次の統計量および母数の定義を準備して

おく。

E 飽 I " 

f=今 I;Xj， S=で二-.I; (xj-f)(xj-f)' 
n j=1 n-l  j=1 

D 三 diag(S-1) ， s*三 D1/2SD1/2 (3. 15) 

d三diag(，X-1) ， ，X*三 ，，11/2'x，，11/2

このとき各場合とも

E(f)ニ ao， E(S) =，X (3. 16) 

であり，また， D および S*は， それぞれ， ，，1および Z の一つの推定量で

ある。

さらに， ，X*および S*の固有値と固有ベクトルに関して，次式のような記

号を定義しておく。

['x*-rI]ω=0 

[S*-tI]w = 0 
(3. 17) 

次節以降では，式 (3.15)に定義した，X*と S*について取り扱うが，これ

には次の利点がある。

[定理] Xが確率ベクトルで，その真の分散共分散行列 Zを正値行列とす

る。このとき対称正値行列 Z率三，，11/2，X，，11/2は， おの各要素にどのような尺度

変換，すなわちどのような数を乗剰しでも，また要素の推定単位の変更を行な

っても，不変 (invariant)である。

[証 明] いま Kを対角線要素が正数である任意の対角線行列とする。ここ



3.2 種々の仮定と因子負荷行列の推定一一 57

で， KZEyとして，ベクトル xをベクトルyに任意に変換したとする。このと

きzで定義された.E*が，yについても同様に.E*になることを証明する。

E{三ThJ-F)(め-Y)'}三ム

とすると，.Ey=K.EKであり ，.Ey -1 = K-1.E-1K-1でもある。また式 (3.16)と

同様にん==diag (.Ey -1)とおくと K-1はやはり対角線行列であるから，

したがって，

Jy = K-1JK-1 = JK-2 = K-2J 

.Ey* = J/12.EyJ/12 = J1/2K-1K.EKK-1J1I2 

= J1I2.EJ1/2 =.E* 堅企i

さで，式 (3.14)によって， .E*から{}， qおよび A を一意的に与える数理

を明らかにするため，まず，準備として次の重要な定理を紹介する。

[定 理1xが確率ベクトルで，その母分散共分散行列を正値行列とし，

.E = AA' +(}J-1 

であるとする。 ここに d は式 (3.2)で示された p>qなる階数 qの (pxq)

行列とし，。はスカラー量である。また，rを.E*の最小固有根で m 個重複

しており，残りの固有根を rhr2，…，rp-mとし，それらに対応する固有ベクト

ル ωhω2，…，ωp-mがそれぞれ ωJωr=作一7のように基準化されているとす

る。また aをρx(p-m)行列の a三[ωhω2，…，ωp-mlとする。

このとき，

(i) q =p-m 

。=r
(ii) A= J-1I2!JTで，ここに Tは直交行列とする。

であることが示される。

[証 明1.Eキの P個の固有根を，大きいほうから小さいほうに rhr2，…，rp 

とする。いま，定義から

.E*三 J1I2.EJ1ノ2= J1I2(AA' +8J-1)J1/2 

= J1/2AA' J1/2+{}J1/2J-1J1/2 = J1I2AA' J1ノ2+8]
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，，:1112AA' ，，:1112 = I*-fJ] 

この左辺はランク qの非負行列で，その固有根は q偲の正根と p-q個の

ゼロ根からなると考えられる。一方，右辺より ，p個の固有根は rl-fJ，r2-

fJ， …，rp-θで示され，rq+l=rq+2=…=rp=θとなる。したがって， I*の最小

固有根の重複数 m については m=p-qとなる。:(i)の証明了。

次に，Aを一意的に表現する(ii)について証明しよう。

上に定義された I*について，次式のような直交行列 E および対角線行列

rが存在する。

8'I*8 = r または I*=8r8' 

上式を I*の固有根に関する I*-fJ]に代入すると

Zキ-fJ]= 8r8'-fJ] = 8[r-fJ]]8' 

を得，rの各要素は I*の固有根からなり， 8の列は各国有根に対応する固

有単位ベクトルになっていることが知れる。

また， .t;$を pxq行列.t;$1 とρXm行列.t;$2に，rを qxq行列 r1 と

mxm行列 r2に，次のように分割する。

ir， Ol 
B == [Bh 82]， r == I ~~ ~ I 

10' r21 

ここに O は要素をすべてゼロとする qxm行列である。このとき定理の前半

からつねに r2=fJ]であるから，I*-fJ]は本質的に

ir1- fJ] Ol四四

I*-fJ] = [81> 82]1 よ 1[81>821'= 81[r1- fJI]81' = tJtJ' 
10' r2- fJII 

となる。上式の左辺は， (i)で示されたように ，，:11/2AA' ，，:11/2 と書け

，，:1112AA' ，，:11/2 = tJtJ' 

ここで pxqf子列 ，，:1112Aを U とおくと

UU' = tJtJ' 

を得る。これより U=tJT をうる。ここに T は q次の直交行列を示す。し

たがって，

U = ，，:11/2A = tJT 
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を得，また

A =J-lノ2{JT

のように d は一意に定められる。 笠rg

この定理は，すべて母数のうえでの関係を示したものではあるが，qとθの

決定およびある一つの Aの存在性を示し，また dが確定されるための条件を

も与えている。いかにしてまた}，'*から dが決められるかを示す手順を与え

ている。

次に，観測値ベクトルの因子に関する構造模型について， さきに仮定した

A)， B)， C)および D)のそれそ'れの場合の具体的な推測法について記述する。

3.2.1 条件 Aの場合

この場合，Xは平均値ベクトノレ aoと分散共分散行列 Z をもっp次正規分布

法則に従うとする。 このとき，xおよび (n-1)Slnは， それぞれ aoおよび

Z の最尤推定量であり，漸近有効推定量でもある。また Sの要素の同時分布

はウイシャート (Wishart)分布することもよく知られている。

しかし，条件 Aの場合に基本的な役割をもつのは，むしろ S*であり，こ

の分布は非常にむずかしく最尤法を適用できない。そこで，Sの漸近分布を利

用し，Dl/2の分布が，n→∞として，J1/2に確率収束することによって，

y=Dlノ2X (3.18) 

が N(Jl/2ao，I*)に従うと仮定する。すなわち nが十分大きいとき D-Jが

ゼロ行列になり無視できるとする。このとき，ao=xを与え観測値だけの項を

省略すると，yの対数尤度関数は

210g L = -n{log II*I +tr.(S*I*ー1)} (3. 19) 

となる。

これを最大ならしめるような I*に対する式 (3.17)の ri>仙の推定量とし

て，同じ式 (3.18)の tuWiが得られるのは，次のような数理による。

いま，固有値 n，r2，…，rqをすべて異なる Z の大きいほうから第 q番めま

での II*-rII=Oの根で，また，それぞれに対応する固有ベクトルを ωt.ω2，

……，仇とすると， I*ωγ=作動は当然である。また， Iの対称性により各固

有ベクトル同志は直行，すなわち， ωJω8=0，rキsである。また各ベクト/レは，
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ωJωγ=rr-Oとして，各 Y ごとに基準化されているとする。このような条件下

で，動は符号(ベクトルの向き)を除き一意に定められる。また逆に Zネは rn
叫および Oによって，ただ一つ定められ，

q 

Zωmωm'+OI = I* 
m=l 

と表現しうる。これらのことから容易に

が示され，また

および

によって

が導かれる。

II*I = nr2'"…rqop-q =日(ωJωm+O)・Op-q
m=l 

I*ー1(2:;ω間ω〆+01)= 1 
，施

I*ーI(1)T(I)/= (l)T(I)/ / ωrωT - ωrωT" Tr 

I*-1 = ~ flー土土ωmωλ
U l 眠 =lrm ) 

さて，この II*Iおよび I*-Iの右辺を式 (3.21)に代入すると，

2幻10暗gL=一nペ惜悦(拡民主孟1J阿l

1 !!_ 剖一_'S*剖 一 1+一t仕r.S*-~ 2:;三Lー竺7f~ } 

0':;;;1ωJωm+O J 

となる。この式を，各ベクトル仙の直交性および基準化の条件下で， rr，叫
および 0に関し最大化する。この結果次式が得られる。

~ ..，.. 17 
、ー、ー町、.

p 

mJωi = t;-{ 2:; tjf(P-q)} ， i = 1，2，…，q (3.20) 
j=q+l 

S*w; = t;w;， 

p q (3.21) 
2:; tj = tr.S*-2:; t} 

J=q+! j=1 
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ここで大標本論を適用しているが， 同じ iに対応する (ri一九)の食い違

いは 11、/万の orderであり，iキFなるんとれ'を誤って対応させることは

少ないであろう。

したがって，因子負荷量 d の推定量 d は

A = D-1/2W 

で示され，残差分散の対角線行列 Wの推定量 Wは

9=D4(tr P-4MM-q) 

となる。ここに W三 [WhW2，…，Wq] とおいている。

とくに式 (3.21)の統計量に関しては，次の性質がある。

(3.22) 

[定理] さきに定義された.E= AA' +0，4-1 および式 (3.15)の S*=

D1ノ2SDl/2 において， th t2，…， tp を S*の大きいほうからの固有根とし，第

q番めまでの固有根に対応する固有ベクトノレを Whω'2，…，Wq とし， 卸 m'W情=

p 

t批 -sのように基準化されているとする。ここに S三r;t;/(ρ-q)，また，
i~q+1 

W三 [Wr， W2，…， Wq] として ρxq行列におく。

このとき，D-l/2Wおよび sは，それぞれ dおよび 0の一致推定量になっ

ている(証略)。

3.2.2 条件 Bの場合

この場合， 1とeについて何の分布型も仮定しないのであるが，おもしろい

ことに，推定式の結果は前項の場合と同じ式(3.20)が得られる。ここでの方法

は残差共分散に最小2乗法を適用する。すなわち，与えられた標本分散共分散

行列を入力として用い，S-AA'-Wの全要素の 2乗和を最小にすることとす

る。しかし，元来，このような各要素の残差分散がすべて等しいとは仮定して

いないので，これを考慮し各要素に相当する重みづけを行なうことになる。

このようにして最小にすべき関数は

U(A， W) = tr. [D1/2(S-AA' -OD-1)Dl/2] (3.23) 

となる。上の関数を d の各要素および 0で偏微分し，それらの式を同時にゼ

ロならしめるように解けばよい。

この結果は，式 (3.13)と(3.15)の定義のもとに前項の式 (3.19)および

(3.20)と全く同じになる。すなわち
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A = D-1I2W 

1J'=D寸 (tr.S* 三tj)f(p-q)
(3.24) 

が得られる。

3.2.3 条件 Cの場合

この場合は因子評点1jが確率的に分布するものではなく， 各観測対象に固

定していると仮定され，多変量観測値から推定されるべきものとなる。しかし，

d の推定に際し，1jを非確率的に固定して条件づけても，観測値ベクトルの

条件づき分布はさきの条件 A や条件 B の場合の確率分布法則と同一に導か

れる。

因子評点の推定には，通常，次のように 2段階の推定手順をとる。まず aQ，

A， 1J'の推定量として，さきと同様に，それぞれ£および式 (3.22)で示され

るdとすを算出し，次にこれらの値をもって aQ，A， 1J'の値が既知とし，個

の々jに関し Lを推定するのである。この段階では，各jについて，次式の

ように標準偏差に逆比例する重みを付した残差の平方和を最小にする Lを定

める。

[Xj-f-A!jl'1J'['Xj-f-A!Jj 

ここで式 (3.24)と次に定義するめ

yj == D1I2[xj-f] 

を導入すると，式 (3.25)は実質的に

(3.25) 

(3.26) 

[Yj-W1j]'[Yj-W!Jj (3.27) 

となり，これを最小ならしめる 1jを求めるという最小2乗法の問題となる。

この結果は次のように示される。

/j = [W'Wt1W'YJ (3.28) 

ここに W=[WhW2，…， Wq] 

3.2.4 条件 D の場合

これまでは因子負荷行列 d を一意的に定めるために， 3.2節後半の dに関

する条件や，1J'に関する式 (3.13)または (3.14)の条件を付加した解について

考察してきた。しかし，これらの条件は一意な解を得るための多少とも不自然
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な技法であって，実質科学で現象分析を行なう際には受け容れられない場合が

少なくないはずである。このために，この種の多因子解法としてはこれらの人

為的条件をつけない d の推定法を適用したのちに，必要に応じて Thurstone

や Fergusonらの簡素構造化の変換を行なう過程が多く採用されている。した

がって，本項ではこの立場で，日常最も頻繁に採用されている Lawleyらによ

る d および V に関する最尤推定法についてまず記述する。

条件 D の場合は，条件 Aで ao=Oとし，常数項を設けない一般の式 Xj=

Afj+ejに関して O=Iとする。 また上記の A)，B)， C)の場合は，いずれも

本質的に 3.3節にしるしたように，大標本論的な近似解法であるが，ここでは

計算量は増すが忠実に最尤推定法によった解法を考える。

Xが P次元正規分布することを仮定すると，標本分散共分散行列 Vの要素

はウイシャート分布する。ここに V三 (n-1)Sln。このような尤度関数より d

の最尤推定を考える。

いま構造模型式 xニ Af+eで，A をρxqの因子負荷行列とすると，母分

散共分散行列 Zは

Zニ AA'ートザ (3.29) 

で示され，lJTはP個の変量の分散1f/'iiのみの対角線行列である。ここで型riiの

値が既知なら q<p，未知なら (p+q)<(ρ_q)2が必要である。

すなわち， ここで未知母数の数と方程式の数を比較してみる。 Z の中には

ρ(p+ 1)/2個の要素があり，そして， この数が未知母数を含む方程式の数にな

っている。一方，対角線行列 lJTの中には ρ個の未知母数があり，また d に

は pq個の未知母数を有している。 しかし， この d は qxq直交行列 Tに

よって，ATとも置き換えることができ，結局 d は q(q-1)/2個の付加条件

をも満たすものである。したがって，方程式と条件の総数から推定されるべき

未知母数の数を減じた数を cとして

p(ρ+1) ， q(q-1) 
c=一2一+一¥'.12-， _p_q = {(p_q)2ー (p+q)}12 

が非負でなければ解は得られない。これを因子数 qに対する観測特性数 Pの

大きさの観点から整理すると，少なくとも
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1+2q+ JI平8q
ρ~ -. -.. . 

が必要である。これによって，qとρの関係は数値的に次表で示される。

~ 
唱
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6

一ω

10 15 

15 21 

別
一
部

したがって， Thurstoneらが経験として述べているように，推測される因

子の精度までを配慮すると因子数の少なくとも 2倍ないし 3倍程度の観測特性

は必要になると考えてよい。

さて，最尤法により母数 d と"の一致充足推定量をうるために，対数尤

度関数 L(観測値の関数部分を略して)

L=ー(nー1){log.I.EI +tr.(V.E-1)} /2 (3.30) 

を A と，の要素で偏微分してゼロとおき，母数に関する連立正規方程式を

解く。

しかし，この解は d と V のあからさまな形にはならず

V 三 A"-lV-A'

とおくとき，次の Jは対角線行列で

J2 = U"-lA (3.32) 

A' =J-1U' (3.33) 

を同時に満足する dと，が求める推定量となる。数値解は常法に従って，反

復近似計算法による。まず第1近似の A(1)，，ωを与え，式(3.31)より U(1)'

を求め，式 (3.32)より J<1戸を得，その後式 (3.33)より ，1(2) を，また嘗・(2)

は対角線要素れ=Vii-主 dJ によって求める。ここに V~i は V の川対

角線要素である。以下同様の手順を反復し，A(吋と '(r)が十分小さな変動以

下に収束した段階で d と 1j'の推定値と決める。

l検証実験例l さきの長方形に関する検証数値を成因分析の結果の q=2

に基づき，本項の場合の因子負荷行列を推定し，共有性をも算出しよう。電子

計算機で反復近似計算を行なわせると， 40回の反復で表2.4の結果と示す。

この結果を 2.2.4項のおjの模型と直接に比較すると，因子2が αで因子1

(3.31) 
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表 3.1

因子 1 因子 2 共有性

0.5807 0.8138 0.9996 

2 0.5804 0.8143 0.9999 

3 0.6060 0.7953 0.9998 

4 0.9200 0.3916 0.9998 

5 0.5395 -0.8417 0.9996 

6 0.9975 -0.0652 0.9994 

7 0.9978 -0.9652 0.9999 

8 0.9895 0.1438 0.9999 

が Fであろうかということぐらいで，あまり似つかわしくない。 しかし， こ

のことは当然で，この場合の二つの因子は全般因子 (generalfactor)として条

件 D のもとに最尤推定を行なっているわけで， 部分因子 (groupfactor) を

推定しているのではない。したがって，成因分析で因子数の吟味があのように

明確にできたにもかかわらず上のように得られたことは，むしろ図2.1におけ

る長方形の大きさ (size)と形状 (shape)というやや抽象的な全般因子を示唆し

ていると考えられる。

このような吟味は，後節に記述する因子軸の直交回転や斜交回転によって部

分因子を考察し，さらに各観測対象jについての因子評点を追求すればより明

確に知ることができる。

3.3 最尤推定の数値解法

因子負荷行列の最尤推定に関して，この回転に関する不定性以外にも， な

お数値的にいかに得るかについて多くの論議がある。それは 1942年の Lawley

による最尤推定を求める反復収束法が初期値により異なる結果を示し，ときに

は不適当な解 (impropersolution)を得ることが経験的にまた実証的に知られ

てきたことに始まる。

したがって，数値的に最尤推定をいかに求めるかは最近の中心的な問題の

ーっとして継続的にいくつかの報告がなされている。そのうちでも， 1965年

w. J. Hemmerleは体系だ、った計算手順として，固有値と固有ベクトルを直接

に算出して反復収束に持ち込む効果的な方法を提唱した。この方法ではLawley

の定式化と同様の過程で d と V の要素に関して
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2 247{(日 -AA')ij}2
Jσ('Oj“ 

(3.34) 

を最小lこすることが導出され，上式が Hemmerleの方法のアルゴリズムの中

で重要な役めを果たしている。

彼の方法は，まず標本分散共分散行列 V と近似の Wから対称行列

W-1/2(V-W)ずー1/2三 B の固有値と固有ベクトルを直接に算出する。この良い

方法として，対称行列 B をHouseholder法によって対角要素をもっ三角行列

(tridiagonal matrix)に変形しておき， これについて Sturm系列を拡張した

Ortega法で q個の固有値を要素とする対角線行列 dを求め，次いで Wilkin-

son法により各固有値に対応する固有ベクトルを列に並べた行列 L を算出す

る。ここで共有性の行列 θ，残差行列 V および因子負荷行列 d を次式の順

番で更新する。

( i ) 

(ii ) 

(iii) 

θ=  diag (W1I2LAL'Wlノ2)

Wニ diag(V一θ)

A = f1!2LA1/2 

(3. 35) 

(3.36) 

(3.37) 

このようにして，上の更新のたびに f，A および、最小化基準の式 (3.34)の値

を比較し収束や基準値の改善の良さを調べる。この結果，もし満足すべきもの

であれば最新の dと雷を解とし，もし不満足なら上の対称行列 B を再び計

算して反復巡回の計算を繰り返す。ちなみに，この固有値と固有ベクトルを反

復法で正確かっ迅速に求める数値計算の手順は， HOW法 (Householder-

Ortega-Wilkinson法)と略称され，すぐれた方法として種々の数値解法に利

用されることが多い。次に記述する斉時最小化のための Fletcher-Powell法

も，この HOW法を部分的に利用している。

また，対称正値行列の固有値問題については， Gauss圃 Seidel型の反復計算法

でも理論的に必ず収束して解けるはずであり，この方法による数値解法の研究

も1955年から 1965年にかけて W.G.Howe， R. Bargmannや M.W.Browne 

らにより展開され，、やはり良好とされる解法を得ている。

しかし，これらの方法でもなお収束がおそく，反復計算による各回の差が非

常に小さくとも正確な解にはほど遠いことがあり，結局，良い初期値の与え方

にむずかしい点が指摘されている。



3.3 最尤推定の数値解法一一 67

これらに関し， K. G. Joreskogは因子分析における簡素化構造を最尤推定

する立場から種々の数値解法に検討を加え， 1966年と 1967年の Psychomト

trikaにすぐれた発表を行なった。 さらに 1968年 Jりreskogと Lawleyはこ

れらの内容を体系だて，因子負荷行列のいくつかの特定の要素を事前知識によ

ってゼロまたはある値に仮定しておいて残りの要素を推定する検証的な場合

(confirmatory factor analysis， restricted maximum likelihood factor analysis) 

と因子負荷行列の要素に全くなんにも仮定しない探索的な場合(exploratory 

factor analysis， unrestricted maximum likelihood factor analysis)の双方

の場合に分けて Brit.j. Math. Stati弘 Psychol.に発表している。 この中の

数値解法の面で、は， 1959年の Finkel による消去下降法 (themethod of 

resultant descents)などの方法について検討してのち，いずれの場合とも急勾

配下降法 (themethod of steepest descent)の一種で急速に収束する Fletcher-

Powell 法 (Computer]， 1963)を採択している。この解法は数種の無制限な変

量を含む関数とその 1次導関数が解析的に示されるとき，その関数を最小化す

る変量値を与える。このとき，もし 2次の導関数までも解析的に示されるなら

ば， Newton-Raphson法が有効に適用される余地を残している。

上記の JoreskogとLawleyの方法は，これまでに考えられた対数尤度関数

の最大化を取り扱わず，これと等価な次の関数を最小にする母数値を求める。

F(A， W) = log I.E 1 +tr.( V2-1)一loglVI-p (3.38) 

これは統計的仮説検定での対数尤度比にあたり，帰無仮説を .E=AA'+Wで

因子数は qとし，対立仮説を単に Zが任意の P次定正値行列で因子数は q

でないとおいた場合になっている。したがって，式(3.38)の最小値を (n-l)倍

した値は，自由度 [(P-q)2+(p+q)1/2のf分布に従い，構造模型式への当て

はまりの良さ (goodnessof fit)の統計量と考えうるものとなる。

次に，この探索的な場合について記述する。いま，F(A，W)の最小化を 2段

階に分け，まず与えられた V のもとで dの要素に関して式 (3.38)を最小化

し，次いで W を動かして総合的な最小化の手順，すなわち

)
 

-(
 

f(W) = min F(A， W) 
A 

minf(W) = min F(A， W) 
事r A.W 

(3.39) 

(3.40) )
 

-
1
 

・1(
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をはかる。ここで F(A，W)を偏微分しゼロとおくと

X-1(X-V)X-1A =0 

を得，さらに Z を消すように変形すると最終的に

(3.41) 

(fj-1/2 Vfj-1/2)(fj-1/2A) = (fj-1/2A)(I+A'fj-1A) (3.42) 

を得る。ここですー1/2Aの各列はずー1/2VW-1/2の固有ベクトルであり，

I十A'W-1Aの対角線要素は対応する固有値であることがわかる。 このとき

A'fj-1Aの対角線要素はちょうどずー1/2Aの列の平方和であるから，平方和

は対応する固有値から 1を減じた値に等しくなるように各固有ベクトルを規準

化しておかねばならない。しかし，fj-1/2 Vfj-1/2は ρ次定正値行列で P個の

固有値と固有ベクトノレを有している。そして， そのうちの q個の固有ベクト

ルがすー1/2Aの列を定めるのに必要となる。いま W-1/2VW-1/2の固有値を

，112，122…2，1q二三…2とんとし，この大きいほうから順に対応して q個の固有ベ

クトルを l1>l2'…，んとする。ここに通常のようにゐ>1が仮定されている。

このとき，与えられた雷のもとでの条件づき F(A，11')の最ノト値として，

式(3.39)は

f(fj) = -log (，1q+1，1q+2…，1p)+(，1q+1+ん+2+……+ん)一(ρ-q) (3.43) 

で示される。したがって， 主題は上式を11'に関して最小化する母数の値を決

めることになる。ここで f(fj)の偏微分を必要とするが，与えられた一つのず

における 8刀oWの値は， この fjのもとで F(A，W)が最小となる d で評価

された δF(A，W)/oWの値と等しくなる。この性質を利用して

of(W) 
一一一=diag [W-1(AA' +W -V)W-1] (3.44) 
oW 

が得られ，これをわかりやすく上の固有値と固有ベクトルと行列の要素で示す

と

。i!(W) I ~" 1 ¥1 . ，1 Vii l 
一一一=I L; (，1-1)li/十1ーごと 1， i = 1，2，……，p (3.45) OlJfii -L.i='l ，.. -r<J ，- lJfii I 

と書き直すことができる。

このようにして，最尤推定の数値計算には，f(fj)に関して Fletcher-Powell

の方法を適用し，式 (3.43)と(3.45)で反復収束の計算を行なう。しかし，こ
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の手順の基礎としては部分的に固有値と固有ベクトルを算出しておくことが必

要で，これには HOW法を用いる。

また，このとき"の反復計算の初期値としては，V-1 の第 i対角線要素を

Vii とおき

れ =(1一会)IVii (3.46) 

を第1近似に用いるのが良いと提唱されている。

したがって，tを反復計算の巡回番号 (t=1，2，3，…)として，このアルゴリズ

ムは，まず E<l)三ιとおき，初期値-j(1) を式(3.46)でつくり ，tω-1/2vtω一1/2

の固有値と固有ベクトルから d とLを求める。次いで式 (3.43)と(3.45)に

値を入れ f(φ叫)と初dlffii=gジペ(i=1，2，…，p)，を求める。 ここで新しい¢

を求めるために，g'ω三(gl<t) ， g2 <t) ，…，gp<りとして方向係数 d<口三-E<t)g<口お

よびず仰Iからの距離 α>0により ta【什1)1三世ω1+αd仰をつくる。同時に，

f(t a<t+1))と α値における fの勾配 Sa=d'仰ga<t)を示しておく。ここにふω

はず【什1)1での αの変化に関する方向ベクトルで，とくに α=0では So<口=

d'ωg<t) とする。 このとき g<叫ニOならそのときの"仰が fを最小にする

もので，しからざれば fはある α>0で、最小になっている。この αの動かし

方は， α=0と試行の α1により，Sa1>0なら (0，α1)で3次曲線的に補間し，

S.1<0なら s.=oのところに線形補外する。

また tニ2以後の反復計算では，e1仰三αd<t)およびe2<t)=g<什l)_g<t) として，

E<t+1)三 E{S}+fC三とこ ezωe2w (3.47) 
e1<t)'e2<t) e2<t)'Eωe2ω 

によって対称定正値行列 E仰を更新していく。この E仰は終局的に fの最

小値において行列 (d2j'(alffiidlff jj)に収束することが知れており，この 21n倍が

推定された lffii の分散共分散行列を示している。

このような手順のなかで反復計算の停止規則は種々考えられる。その中で実

際上最も良いのは，式 (3.45)の1次導関数の値があらかじめ定められた十分

に小さな値よりも小さくなったときに反復を打ち切ることと考えうる。こうし

て，行列世(1)，t(2)，…の系列に対応して点t<t+1))<f(t<t)) のように得られ

る。こうして収束し最終的に得られた世に対応し，やはり dω の収束した
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行列として d が得られる。

このような数値計算の研究はなお続いており， 1969年にはR.I. Jennrich 

と S.M.Robinsonがニュートン・ラフソン法 (Newton-Raphsonmethod) 

に基づく解法を提案している。すなわち，これまでの反復収束が 1次導関数に

よる接近であったのを 2次導関数までを用いた接近によって収束の改良を意図

したものである。彼らは ρ=去として関数関係 I=AA'+7fTのもとで対数尤

度関数 nctを Aと7fTの関数としてゆの最大化を考える。このために dIと

吋 を dAと d7fTに対応する微分要素として

dゆ=tr. [I-l( V -I)I-1dIJ (3.48) 

dX=dA・A'+AdA' + 27fT 1 I 2d7fT 11 2 (3.49) 

を得，ここですべての dAと d7fT1/2に関して dctがゼロとなるときは，次の

2式が成立するときのみである。

X-l(V-X)X-IA = 0 

diag [X-l( V -X)X-I7fT1I2J = 0 

これらの式はそれぞれ直ちに

[(V -7fT) V-I-AA' V-IJA = 0 

7fT = diag [V -AA'J 

(3.50) 

(3. 51) 

(3.52) 

(3.53) 

と書き換えられ，第1式より (V-7fT) V-lの大きいほうから q個の固有値れ

に対応する固有ベクトlレLを l/Ali=れと規準化すると，liを列とする行列

L は第 1式を満足する Aとなることが知れる。したがって，第 1式を満足す

る条件下で，提唱するニュートン・ラフソン法は第2式を解く反復収束法とし

て適用される。すなわち，Aと V の (q+1)ρ個の全要素を同時に算定する

のではなく， ただ 7fTにおける P個の要素を求めるのである。 このためグ

とrをそれぞれ V に関するゅの 1次および2次の導関数とすると，ct'=o 

の解を求めるニュートン・ラフソン法は， "<!+1>ニ.，<!>ー(O")ーlct'により.，を

逐次更新し収束させる方法になる。

次に，検証的な場合の考え方と計算について簡単にふれておこう。上の探索

的な場合には最尤推定の後に種々の直交や斜交の回転を行なって，因子の解釈

について探索的に考察するのであるが，検証的な場合には，実質科学上の事前
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の知識により因子負荷行列のうえで構造模型をあらかじめ仮定し行列の要素を

部分的に固定してしまうので，最尤推定の後に因子軸の回転を行なう余地はほ

とんどない。したがって，最尤推定には観測特性の分散共分散行列の構造とし

て，斜交因子の場合も含めて，.E=AOA'+Wとおき， そのうちのいくつかの

定められた位置の要素の値をあらかじめ決めて，その残りの要素に関して推定

を行なうことになる。

通常よく想定される構造は 3とおりと考えられる。第 1の型は A の各列で

少なくとも q-1個の指定された要素はゼロで@の少なくとも対角線要素

は1であるような斜交因子に関するもの，第2の型としては dの少なくとも

q(q-1)/2個の要素はゼ、ロで φが q次の単位行列であるような直交因子に関

するものである。したがって第3の型として，いくつかの因子聞には相聞があ

りその他の因子または因子群とは独立であるような斜交と直交の因子の担合し

た構造も仮定できる。このように検証的な場合にも，構造の定め方については

一般的に広範な柔軟性をもって決めてよい。

いま，A， oおよび Vの要素の総数は (2p+q)(q+1)/2個であるが，それぞ

れの中であらかじめ値が与えられた要素の数を nA，nOおよび町とし，k= 

nA+向 +n1[f とおく。このとき A，O および Wが一意的に推定される必要条件

は，nA+町二三q2であることが知られている。この十分条件は与えられた値の

要素の位置にも関係するので複雑でむずかしい。そして，仮定された構造に関

して，推定する要素の数 (2p+q)(q+1)/2-kが ρ(ρ+1)/2より小さくなけれ

ば意味をもたない。すなわち，不等式 p2十k>(ρ+q)(p+q十1)/2がなりたた

ねばならない。

さて，推定すべき要素に関し .E=AOA'+Wにおいて，ここでも尤度関数を

最大にする方法と式 (3.38)の関数 Fを最小にする方法が考えられている。ま

えの最尤法は， 1963年の LawleyとMaxwell以来多くの報告があり，いずれ

も推定すべき母数で 1次導関数をゼロとおき，この連立方程式を種々の数値計

算法により反復収束を行なっている。しかし，この方向の一連の方法は，上記

の探索的なときと同じように，収束性や収束速度のうえで不都合なことが起こ

りうる。

したがって， Joreskogは上記と等価な Fの最小化をはかり， 1958年の
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Lawleyと同じように，次の 1次導関数

oF 
-一一=2[1:-1(1:-V)1:-1]AO 
oA 

oF 
一一=2A'[1:-1(1: -V)1:-1)]A 
oo 

oF 
一一ー=diag [1:-1(1:-V)1:-1] 
oW 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

を連立して解く種々の数値解法を検討し， Finkel法を提唱した。ここに Fは

非負で Vが正確に l:=AOA'-トV になっているときのみゼロイ直をとり，また

d のゼロ要素に対応する式 (3.54)の要素と式 (3.55)の対角線要素について

はいずれもゼロである。

しかし，この方法もなお収束性に不満足なときがあり， 1968年の Joreskog

と Lawleyではやはり Fletcher-Powell法を提唱するに至っている。そして，

この場合には，さきの探索的な場合と異なって 2段階に分けて最小をはかる手

順がとれず， 推定すべき要素のすべてについて同時に Fを最小化する必要が

ある。このためには A，oおよび Vの初期値が非常に大事な役割をなし，ま

ず急勾配下降法により解を得て Fを最小化する第 1近似とし， 次いでこの解

を初期値として Fletcher-Powell法にかける。

このようにして， あらかじめ与えられなかった要素の最尤推定値が得られ，

F を最小化していることを確認したのちに， 与えられた要素を含めて1:=

AOA'+Wの構造に関する仮説検定ができる。すなわち，Fの最小値を nー

(2ρ+11)/6倍すると，帰無仮説のもとでは，自由度戸一(p+q)(ρ+q十1)/2+k

の f分布するから， これにより有意性の f検定が行なえることになる。な

お，本節の結びとして，最尤推定量の数値計算法は今後にも開発が続けられる

余地を多く残していることを指摘しておく。

3.4 共通因子数に関する仮説検定

観測値の数 nが比較的大きいとき， 共通因子数が qであるという仮説 f五

の検定を考えよう。

もし，仮説 Hoが真であれば，式 (3.32)と式 (3.33)から得られる dとす
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を式 (3.29)に当てはめた 2は Z の最良推定量であり，対数尤度関数の式

(3. 30)は

ん=一(n-1){log.I.EI +tr.(V.E-1)} /2 (3.57) 

となる。他方，xの正規性以外に Z について何も仮説をたてない場合の対数

尤度関数は

L1=一(n-1){logeI.EI+ρ} /2 (3.58) 

である。ここで尤度比法によって大標本論的に 2(L1-Lo)は，H，。の下で自由

度。の f分布に従う。すなわち

χ02 = (n-1) {log. (I.E 111 VI)+tr.( V.E-1)ーが (3.59) 

は χ♂分布に従い， 自由度。はゆ={(p_q)2ー (ρ+q)}/2 となる。その後，

ノミートレット (Bart1ett)によると，式 (3.59)の (n-1)を次式のが

nF=n-t伽 5)-3q (3.60) 

で置き換えたほうが， よりいっそう f分布に近接していることが提唱されて

いる。

もし，.Eが正確に算出されているなら，

tr.( V.E-1) = tr.(ι)=ρ 

であるので，式 (3.59)は

χ。2= n' log. (I.EI/I VI) 

と簡単な形に置き換えられる。

(3.61) 

これまで p変量観測値の分散共分散行列から，pより小さい q個の共通内

因因子を含む構造模型について，因子負荷行列を最小2乗推定法または最尤法

によって推定する考え方および方法について記述してきた。

ここで，適用上の注意を一つ付記しておこう。上記のように，因子負荷行列

を推定するには，あらかじめ共通因子数 qを規定じている。そしてこの qに

ついての Bart1ettの近似的 f検定法もすでに記述した。 しかし， この際の

f検定は一般に検出力が弱く，たとえば，共通因子が q個でも，q+1個でも，

いずれも支障のないような検定結果がしばしば得られる。この際，因子数を少
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しおおめに q+α個 (α:正整数)だけ推定し安全を期したほうがよいという考

え方がある。

しかし，この考えは少し早計であると思われる。すなわち，最小2乗推定法に

しろ，最尤推定法にしろ，いずれも未知母数の同時推定を行なっているわlけで，

q個として aha2)…，aq を求めることと，q+α個としてム，a2)…aQ+α を求め

ることはなんら関係がない。すなわち，q個のムが前の ai と一致するとか，

同質の因子を示すとかの保証は何もなく，q+α個が内容的に前の q個を必ず

しも含まない。事実，内在する共通因子の解釈づけをEいに全く異質的な立場

から行なって， 共通しない異なった結果が予想される。 このような事情でも，

なお，qをいくらか動かして，毎回共通して出現するような因子が信頼のおけ

る共通因子であるとする便宜的な考えの主張もある。

このような共通因子数の決定には，成因分析法における標本固有値の大きさ

に関し，推測過程論的な立場から有意性の判定常数 dを定め，この Aと比較

して小さいいくつかの観測固有値をゼロとみなすような推測方法の検討が望ま

れる。さらに，因子分析法においては， Bartlettの f検定にまさるような理

論的展開が待たれている。

実際的には， X2検定で棄却されない因子数について，いくとおりか因子負

荷行列を算出し，実質科学分野の専門家とともに内容的な検討を経て因子数 q

を定めるとよい。

3.5 計算プログラム

因子負荷行列の推定と共通因子数の検定 因子数を指定して，与えられた

相関行列から Lawleyによる因子負荷行列および残差行列の最尤推定を行な

う。同時に， Bartlettによる因子数に関する漸近的な f検定も行なう。この最

尤推定は反復収束をとるために，初期の近似的な因子負荷行列を必要とする。

これには通常，成因分析の結果を利用するとよい。なお，この最尤推定による

因子負荷行列には回転による不定性があり，引き続き各種の回転法を適用する

ことになる。
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10 

CONV 

(output) 

標本相関行列，のちに残差行列

各回の因子負荷行列とその最終回
の結果

巡回回数

共有性

誤差分散

各巡回前の基準値

各巡回後の基準値

共通因子数の検定のための f値

上記の自由度

カ出

A(1， J) 

XL(K，1) 

1CYC 

U(1) 

V(1) 

CPRE 

CNEW 

CH1 

IDF 

(input) 

変量の数

共通因子の数

収束のための反復回数の限度

標本の大きさ(数)

ゼロか 1ならば最終結果のみ，
-1ならば巡回ごとの結果も示す

行列要素の置換基準となるごく小
さな値，たとえば lxl0→

標本相関行列

初期(近似)の因子負荷行列

カ入

1P 

1K 

1MAX 

N 

A(1， J) 
XL(K，1) 

FACTOR ANALY51S (MULTIPLE FACTOR 50LUTI円N)
WITH TESTING NUMBER OF COMMON FACTORS 

BY MAXIMUM LIKELIHOOD METHOD 
AND CHI-S0UARE TE5T 

F

、r
‘u
p
L
P
・、
F
L
F
L
F
L
r
i
w
r
、r
L

IP ---NO. OF VARIABLES 
IK --- SPECIFIED NO. OF COMMON FACTOR5 

IMAX ---MAX. NO. OF ITERATIVE CYCLES 

N --- NO. OF SAMPLE5 
10・・司・1・TO OUTPUT EVERY INTER附EDIATE RESULTS 

ー-- 0・TO OUTPUT FINAL RESULTS ONLV 
ーー・ 1. TO OUTPUT FINAL RESULTS ONLV 

CONV ・・・ DIFFERENCE OF CRITERION TO SEE CONVERGENCE 
A ---A SAMPLE CORRELATION MATRIX (P梼P)

XL ---A PRELIMINARV LOADING MATRIX (由普P)・
READ ROW-WISE. 唖 15N.G.T. 11・

r

、r
‘、
F
L
P
L
F
、r
L
F
L
f
L
P
L
P
L

SUBROUTINE MATINV AND DETERM ARE RE白UIRED

Dl附ENSIONA(30.30).XL(10.30).V()0).V(31.31).XJ(30).U(30) 
COMMON V.̂  

1 REA円 (40・100) IP・1K・IMAX・N・10.CONV
WRITE (う0・200)
WRlTE (50・201) lP.IK，1附AX.N.IO・CONV
DO 2 l=l.IP 
READ (40.101) (A(I.J).J・1.IP)

2 WRITE (う0・202) 1・(A(1 .J)・J・1・IP)

c 
c 

WRITE (50・203)
DO 3 K・1.IK
READ (40・101l (XL<K.Il.I'・， .IP)

3 WRITE (う0・202) K.(XL(K.I).I・1.IP)
ICVC=O 
CPRE~O.O 

4 CNEW=O.O 
DOι1~1 ・ IP
U(I)=O.O 
00 5 K~l.IK 
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5 U (J)・U(I)+XUKt!)*・2
V(f)=A(1・J)・U(J) 

6 CNEw=CNEW+V( j) 
ICYC=ICYC+1 
IF(ABS(CPRf-CNEW)・CONV) 22・.22，7

7 IF(JO) 8・12・12
8 11 K司 ICYC+ICYC/IABS(IO)・'10

IF(J IK) 12.9.12 
9 WRITE (50・20'け ICYC

00 10 I・l・IP

10 WRITE (50・205.) I.U(J).V(J) 

TEMP=CPRE-CNEW 
WRITE (雪 0 ・ 20~) CPRE.CNEW.TEMP 
00 11 I田1・IP

11 WRITE (ち0・207) I.(XL(K.I).K・1.IK)
12 CPRE=CNEW 

IF(ICYC-I~AX) 13・13.22
13 00 14 K=101K 

00 14 1=1・IP
Y(K. J)=O.。
00 14 J-l.oIP 

14Y(K.J)・Y(K.I)+XL(K.J)・A(J.J)IV(J) 

DO 21 1-1・IK
1 F (1・1) 18.18・15

1う KK=I-1
口o16 K・1・KK
XJ(K)-O.O 
DO 16 L留 101P

16 XJ(K)-XJ(K)+XL(I・L)・XL<K.L)/V(L)
00 17 L=1・IP
00 17 K-1・KK

17 Y(I.L)=Y(I.Ll・XJ(0 *XL<K・L)

1A H=O.O 
00 19 L・101P
U(L)=Y(I・L)・-XL<I・L)

19 H=H+XL< 1 .L】叫J(L)/V (L) 
00 20 L=1・IP

20 XL< 1・L)=U(U/S唖RT(H)
21 CONTlNlJE 

GO TO 4 

22 ，mITE 【ち0・20B)
00 23 1=1.IP 
lJ(I，=A(1・J)・V(J)

23 WRITE (50.205) I・U(J)

WR ITE (50・209)
00 24 1=101P 

24 WRITE (50・207) I・(XL<K・J).K・1.1K>
WRITE (50・210)
DO 26 1=1・IP
D口 26J-l・IP
r(r ，J)=O，O 
00 2う L=lolK

2弓 Y(I.J)=Y(I.J)+XL(L.I)*XL(L・J)
21. A(I.J)=ACJ .J)・y(I・J)

00 27 1=1・IP
27 WR ITE (50・202) I・(A(1 .J)・J・1.IP)

00 29 l=l.IP 
0028 J-l.IP 

2A A(I.J)・A('.J)+Y(l.J) 
29 Y(I.J)・Y(，，J)+V(J)



CALL MATINV CIP) 
TR-O.O 
00 30 1 =1. IJ' 
00 30 K冨 1・IP

30 TR-TR+A(I.K)*Y(K・1) 
00 32 1''101P 
00 31 J・101P
Y<I.J)田 0.0
00 .31 K=1・1K 

.31 Y<I.J)・Y<I.J)+XL(K・1)・XL(K，J)

.32 Y(I.I>-Y(I，J)+V(I) 
CALL OETERM (IP，DET1) 
00 .3.3 1・lo1P
00 .33 J・1・IP

33A(I.J)・Y(1 .J) 
CALL DETERM CIP.OET2) 
P-IP 
XKalK 
XN=N・1
XN・XN-(2.0傍P+5.0+4.0・XK)16.0 
CHI=XN*(ALOGCOET2/0ET1)+TR-P) 
IDF=0.5・((P-XK)・・・2-(P+XK)+1.0)
WR ITE (う0・211)
WR ITE (50・212)N. IP. IK・IDF.CHI
GO TO 1 

100 FORMAT (513.F12.5) 
101 FORMAT (12CF号.4.1X))
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20口 FOR門AT(1ラX'48HFACTORANAIYSIS BY THE MAXrMUM LIKELIHOOD METHOOII) 
201 ~ORMAT (1IIX.1~HDIM. Of COR・MATRIX・10沢・15111)(・16HNO.OF COM-FACTOR 

IS.9X，J61/1X.25HMAX，-NO. FOR ITERATION・3X.151/1X・14HNO.OF SAMPL 

2ES・14X.15111X.23HINTERMEOIATE1/0・5PEC. ・弓X.15111X.21HCRITERIONTO 
.3 CONVERGE.8X.EI2.51111X..33H5AMPLE CORRELATION MATRIX 11) 

202 FORHAT (/14.ぅ(IX.E12.4)/(4X.5(1X.E12，4)))
203 FORMAT (1111X.26HPRELIMINARY LOAOING MATRIXII) 
20斗 FORMAT(1IIX.5HCYCLE.5X.IうI/IX・.36HAPPROX. COMMUNALITIE5 VARIA 

lNCE~1 /) 
20う FORMAT(4X.14.4X.EI2.ぅ.4X.E12.5)
206 FOR附AT (1/1X.4ちHPRE，CRITFRION NEW CRITFRTON OIFFERENCESI/5X， 

lE12. 5， 5X .E12-. 5， 5X .EI2. 5111 X ，27HAPPROX IMATF FACTOR LOAD INGSI/) 
207 FOR州AT(6X.I.3，ラ(2X.F7.4)・/)

208 FORMAT (1111X.18HTHE LAST SOLUTION5111X.25H( 1) FINAL COMMUNALITI 
1E51/) 

209. FORMAT (1IIX.26H( 2) FINAL FACTOR LOA口TNG!I)
210 FORHAT (1IIX.41H(.3) RESIDUAL CORRELATION MATRIX 11) 
211 FORMAT (/1X.66HOBSERVEO VALlJE OF CHI-S唖UARETO TEST THE NUMBER OF 

1 COMMON FACTOR511) 
212 FORMAT (/1うHNUMBER OF DATA，119/20H RANK OF COR. MATRIX.114/27H NO 

1. OF COM. FACTORS TESTED・T7/20HDEGREES OF FREEOOM .114/21H OBSERV 
2ED CHI・5曲UARE.F13.41!) 
STOP 
END 

[付] サブルーティン 1(逆行列の算出)

SlJAROUTINE OF MATRIX INVERTION 
-CROUT METHOO・



78 -3章多因子解法

SUBROUTINE HATINV (N) 
OIMENSION ACU・31).B(10) .C(10) 
CO刊MONA 
00 4 1・1・N
00 1 J-1.N 
B(J)・A(J・l)

1 ACJ.l>・0.0
ACl.l)・1.0
00 2 J・1・N

2 C(J)・A(I・J)/B(l)

00 3 J・1・N
00 3 K・1.N

3 A(J.K)・A(J.K)・C(K)*8(J)
00 4 J・10N

d与 A(I.J)・C(J)
RETUII" 

ENO 

[付] サブルーティン 2(行列式の求値)

守-
M
刊a内

制
問I

 

M
H
 

R
R
 

F
E
 '' 

P
E
 

R
U
 

F
F
 

nv 
-
E
 

似
内I

 
'' 
H
u
 o

 

n
R
 

E
D
 

H
U
 

C
M
 

P
L
r

、F
、 SUBROUTINE DETERM (K・n

OIHENSION B(31.31);A(JO・30)
COMHON fhA 
T-l.0 
TT-O.O 
KK-K-l 
00 7 I ・1 ・ K~

IFCACl・1)) 5.1.5 
1 00 2 J・loK

IF(A(I.J)) 3.2.3 
2 CONTINUE 

T.O.O 
GO TO 8 

3 00‘L・1.K
TT.A(L.J) 
A(L.J).A(L.l) 

4A(L.1)・TT

T--T 
5 T-AC I・1>・T

U-AC I・1>
00 6 J-I・K

6 ACl.J)・ACl.J)/U
00 7 J・1・KK
TT.A(J+l・l)
00 7 L・I.K

7 A(J+l・L)・A(Jφ1・L)・A(l，L)・TT
T.A(K・K)・T

8 RETURN 
END 
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さて前章までで，因子負荷行列を最尤法の操作により得たわけであるが，

狭義の因子分析法は通常二つの過程を経て行なわれる。上記のように参考軸

(reference axis) A または Alを求める段階，次いで得られた d または Al

を科学分野で具体的な解釈のつけやすい構造模型 G に変換する段階である。

すなわち，第2の段階は G=ATという因子軸の回転行列 Tを dに施すこ

とである。

このことは，次の数学的根拠に基づいている。いま，Xj の母分散共分散行

列 Z は，一般に

.E= AlφA1'+7J! (4.1) 

と示されるが，Alと@の決め方には，基本的に一意に定まらないという性

格がある。すなわち，pxp行列 A1fTA1'が一つの因子空間の中で定められで

も，基線のとり方はどのようにも考えうる。いま，q次ベクトノレ gが一つの

基線であるとき，q次正則行列 Tによって Tgを新たな一つの基線として考

えると，A1g=A1T-ITgであるから A1T-l三 A1*かっ TφT'三 (tネとおくと，

A1fTA1' = A1*fT* A1*' (4.2) 

となる。すなわち，基線をどのようにとっても A1fTA/には変わりなく，ただ

A1 とgの決め方がいくらでもあるということになる。これを回転に関する因

子軸の不定性 (indeterminacy)とよんでいる。

このような回転の必要性は， 1930年代から 1940年代にかけての多くの論文

で検討されてきた。すなわち，さきに算出した結果が，そのままでは実質科学

分野の最終結果といえず，よりいっそう実質科学上の構造模型に近接した因子
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軸に変換する必要が指摘された。このため回転の不定性を利用し，なんらかの

好ましい観点から客観的な基準を定式化し，前章の結果をこの基準に関し最も

満足するように回転することを考える。

さて，前章で得た因子負荷行列の示す共通因子は，すべて全般因子 (general

factor)に相当している。しかし，ある場合には観測特性の全体に共通する内因

因子を考察するのではなく， むしろ各観測特性の特徴となる部分因子 (group

factor)を積極的に探索する場合が多い。

このようにして，望ましい因子負荷行列の形としては， Thurstoneの提唱

した簡素構造 (simplestructure) に関する三つの原則が最初の具体的な基準

であった。これは 1935年以来多くの人々によって考察されてきたが，実に 20

年聞にわたる重要な考察であった。彼の提唱した三つの原則は， Gニ ATなる

回転行列 T に関し， G が次の項目を満たすことである。

(i) Gの各行は，少なくとも一つのゼ、ロを要素として含む。

(ii) 共通因子の数を qとすると，各列は少なくとも q個のゼ、ロを要素と

して含む。

(iii') G の任意の2列において， 少なくとも q個の観測特性がいずれかー

方の列にのみ含まれ，他方の列には含まれない。

その後，彼は上の (iii')の代わりに次の項目を加えて，合計四つの条件を構

造の簡素化という概念の基準にしている。

(iii) Gの任意の 2列において，一方の列にのみ含まれ他方の列には含まれ

ないような若干個の観測特性がある。

(iv) 4個以上の共通因子を有する場合， Gの任意の 2列に関し，大半の観

測特性は共有せず，ただ若干の観測特性のみを共有する。

さて，この構造の簡素化の原則 (simplestructure principle)に基づき，い

かにして客観的に明確な因子負荷行列を導き出すかがその後の検討問題となっ

た。さらに Fergusonはこの簡素構造の原則を因子節約 (parsimony)の原則に

基づく具体的な一表現として解釈できるよう整理し直している。すなわち，因

子分析法では因子節約の原則が2とおりに適用され，第1は先述のように，観

測変量数よりも少ない共通因子の数に関し，第2は回転問題についての上記

(i)-(iv)の概念を基礎としたものである。そして回転問題の処理については，
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(i)-(iv)の簡素構造のための条件が数学的に操作可能な表現では説明されてな

く，とくに各条件が総合的でも連続的でもなく断片的なために，総体として十

分でないという弱点が指摘される。彼は回転問題における因子節約の原則を明

確に規定し，次のようにただ一つの解を得るように整理した。

いま， 1点で示されている一つの観測特性だけについていえば， 2本の直交

軸を回転して得る最も節約した表現とは，軸の 1本がその観測特性点を通るこ

とになる。このように考えていつもどちらかの軸が観測特性点に近接している

ように座標軸を回転すると， 1本の軸が点に近接するほど二つの座標の積はよ

り小さくなることが知られる。このように，いくつかの共線の関係で表現され

る P個の点の座標の積和の関数は， これらの点群すなわち観測特性群の表現

として因子節約の測度に利用しうる。ここで Fergusonは座標の正と負の符

号を考慮し，通常のような座標の単純な積和の代わりに，積の平方和を節約の

測度として提唱した。すなわち，p個の観測特性の中の q個の直交因子の場

合，因子節約の測度は

q p 

三1JE(a内，)2 
(i<i') 

(4.3) 

で示され，p個の点の座標に関する q(qー1)/2個の合計になっている。上の式

(4.3)は，因子軸の回転について， その後に全く独立に開発されたいくつかの

解析的方法に密接な関連をもっている。

直交因子に関する一般的な回転問題について，A=(aij)を初期の因子負荷行

列，G=(gり)を最終の因子負荷行列，T=(tii')を直交変換行列として，

G=AT 

とする。このように dが Tによって変換されたとき，

有性は直交変換によって不変で

q q 

(4.4) 

任意の観測変量の共

zbZ=EaJZ2=hp j = 1，2，…，p (4.5) 

である。 したがって，任意の観測変量の共有性の2乗も一定である。

(五gjl)2=五g什 t五子
(iくi')

(4.6) 
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さらに，式 (4.6)を各 jについて加えてもその総計は変わらない。すなわち

ZI(主gjj2)2=主主 gjf+2AU13gh(一定)
(iくi')

(4.7) 

ゆえに，上式右辺の第 1項を大きくすれば第2項はその量だけ小さくなり，両

項の関係は全く相対的なものとなる。また，このことはいくつかの回転法の聞

の関係を示し，式 (4.7)の右辺のいずれかの項またはこれらの項の関数は，因

子節約の具体的な数理的測度として使用できる。

事実，式 (4.3)で記述した意味の最大の因子節約は，式 (4.7)右辺の第2項

を最小にすることになる。また同時に

Q三 2土gj♂ (4.8) 

とすると，因子構造に関する最大の因子節約は Qを最大にすることでもある。

さて，回転法には大別して直交回転と斜交回転とがある。このことは回転法

の開発途上で変化した内因因子の性格に関する定義に基づいている。すなわ

ち，内因因子が考察された当初，内因因子とは観測特性に内在する互いに独立

な因子で，各因子軸はそれぞれ直交するものとして，普遍的にうなずかれてい

た。

しかし， その後次第に，内在する因子同志がまたなんらかの相関性を有して

いてもよいのではないかと考えられてきた。そして現在では，直交因子軸とい

う制限条件をあらかじめ定めることにむしろ不自然な場合があり，諸種の基準

( criterion)で斜交回転を行なうことが多くなっている。もちろん，このことは直

交因子軸の存在を否定するものではないから，もし斜交回転の結果として直交

した因子軸があらわれれば，因子の解釈に好都合で喜ばしいことと思われる。

現在のおもだった回転法には，直交回転として Quartimax法， Varimax法，

また斜交回転として Oblimax法， Quartimin法， Covarimin法， Biquartimin 

法， Oblimin法， Kaiser-Dickman法などの解析的方法があり， また因子数

の非常に少ないときには，直交と斜交のいずれの回転についても直観によるグ

ラフ法がある。

このように直交回転と斜交回転は，考えうる内因因子の性格によって展開さ
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れてきたわけであるが，適用の場合にもし計算能力があれば，直交と斜交のい

ずれについても上の種々の解析的方法で実施し比較考察したほうがよい。そし

て当面する実質科学の分野で最適の因子抽出と解釈を行なうのが望ましい。た

だし後章の斜交回転で記述するように，因子ノfターン (factorpattern)と因

子構造 (factorstructure)とは，直交回転では一致するが斜交回転では異なる

ことに注意を要する。

われわれの経験からいうと，人間の思考はかなり直交的な整理の仕方や見方

で多く解釈を下しているようである。斜交回転の結果の吟味でも，おのずと直

交的な解釈や因子の命名に陥りやすく，改めて考え直さねばならないような

ことがある。また Varimax法と Quartimax法の結果は通常よく似ており，

Covarimin法は直交回転の結果に近く， Quartimin法は因子軸聞に少し強す

ぎる相関性を示しがちであることなど，文献に報じられていることと同様の体

験を得ている。



5 直交 回 転 法

直突回転法は， 第3章で推定された q個の共通因子が簡素構造の原則また

は因子節約の原則に基づき，しかも各因子が互いに独立であるような因子軸を

設定するための方法である。そして，客観化された解析的方法が開発されまた

適当な高速度計算機が利用できるまでは，むしろ簡素構造の原則に基づく主観

的なグラフによる回転法が実施されてきた。

5.1 グラフによる直交回転法

この方法は，平面における一連の回転軸を組み立てることからなりたってい

る。各段階の回転角は，グラフの視察と簡素化構造に導く判断とによって定め

られる。いま G，Aおよび Tを式 (4.4)で定義し，(j ii'を初期の因子 iと最

終結果の因子 fのなす平面での回転角として， まず回転の性質と方法を考え

ておこう。

さて，簡単のため，因子が G， 

ただ二つだけの場合について

考える。このときの観測特性

は， 2本の参考軸による平面

上の点で示され，座標が定め

られる。この軸をどのように

回転しでもこの共通因子空間

で座標が変わるだけのことで

ある。いま，初期の回転前の

A， 

p~α r， a2) 
Cgl，g，) 

し

平面上の輸の回転

G1 

A1 
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軸を AhA2'回転後の軸を Gh G2で，各点 Pj(j=1，2，…，p)を代表して P

とし回転の関係式を示そう。 この点 Pの座標を，図 5.1で示すように，回転

の前と後をそれぞれ (aha2)および (ghg2)とする。

このとき回転による各座標聞の関係は，

gl = al COS 0+a2 sin 0， g2 = -al sin 0+a2 cos 0 (5.1) 

であり，各点jについて式 (4.4)の形式によって次のように示される。
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ここに変換行列 T の各列の要素の 2乗和は 1，列聞の対応要素の積和は Oで，

直交行列となっている。 3因子の場合には，Tの要素を tki とすると，次式が

なりたつ。

S 

gj色=L: tkiaョk'
k=1 

(5.3) 

ここに
L: tki2 = 1 ， L: tkitki' = 0 ， 
匙=1 k=1 

j= 1，2，…，p i， i' = 1， 2， 3 iくF

さて，これから説明するグラフ法は実用的で，また労をいとわなければ因子数

がいくつの場合でも適用できる。すなわち，上記の 2因子の場合の直交回転を

系統的に各因子の組について逐次回転を行ない，最終的には，各回転行列の積

を T とすればよい。

いま，第3因子の場合を例にとると，与えられた初期の因子負荷行列 d に

おいて，まず軸 Asを固定して A1とA2 に関し，この平面で2因子の場合と

同様の直交回転を行なう。この結果の新しい軸を B1とB2 とする。次に，B1 

と Aaについて， 同様の2因子直交回転を行ない新しい軸を G1 と Bsとす

る。次には，B2 と Baについて，同様の回転を行ない，新軸 G2 と Gaを得

る。ここに Gh G2， Gaは式 (5.3)のベクトル [gjt]， [gj21， [gjslで，いま求め

ようとする AT=Gなる G の各列になっている。

この 2因子ずつの回転の組は，系統的に各参考軸を他のすべての参考軸とた
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だ1回だけ組み合わせてつくる。 3因子のときには，表 5.1のような系統的な

回転となる。

表 5.1

軸 の組 回 転 角 新 軸 (樗品て)
第 1回め A1 A， 。12 B1 B， A， 
第 2固め B1 A， ()13 G1 B， B， 
第 3回め B， B， 。23 G， G， G1 

もし，A が At.A2' A3' A4のように4本の軸からなり G を求める場合

であれば， 2因子ごとの回転の系統的な手順は表 5.2のように示される。

表 5.2

l 輸の組 | 回転角 | 新 軸 I (器英語い)
第 1固め A1 A2 ()12 B1 B2 A， A会

第 2固め B1 A， ()13 C1 B， B， A， 
第 3回め C1 A， ()14 G1 B， B， B， 
第 4固め B2 B， 。姐 C， C， G1 B， 
第 5固め C2 B， 。祖 G2 G， G1 B， 
第 6固め C， C， IJ .. G， G， G1 G， 

したがって，系統的な 2因子回転の数は，q個の共通因子のとき，qC2回と

なる。

上の回転手順を変換行列のうえで，3因子の場合について整理してみよう。

第1固めの回転は

ヲー ヲ- ，.ヲ・、ー、_，'-

B = AT12 

rcos 812 -sin 812 Ol 
T12 = I sin θ12 cos 812 0 I (5.4) 

1 0 0 11 

で，Bは Bt.B2' A3からなる。同様に，第2回めと第3固めの回転はそれぞ

れ次式で示される。

C=BTI3， G= CT23 (5.5) 

ここに

T13 = I 0 1 o 1， 
。13 0 cos 81 
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cosθ23 

sin (}23 

したがって，G=BT13T23=AT12T13T23で，また右辺の 3つの回転行列の積は

(5.6) T == T12T13T23 

で示され，Tの要素については次の関係が成立している。

.E tkitki， = Oii' ， i， i' = 1，2，…，q; i三i' (5.7) 
k~l 

ここに Oii'はクロネッカー (Kronecker)のデルタで iキfならゼロ値，i=i' 

なら十1の値をとると定義している。

このような回転法は，任意の初期の負荷行列について行なってよい。手順は，

とりあげられた2因子について縦軸と横軸をつくり，その平面上に各観測特性

を示す点を記入する。通常，これら

の点群は第 1象限と第4象限にある

が，回転角。12をおよそ -450 程度

まででほとんどの点の射影が正で

あるように，グラフの視察によって

定める。次の段階でも，逐次各2因

子の組み合わせについて，同様な主

観的視察により {)13'{)14'…， {}23'θ24， 

…， {}34'…を定めていく。

このグラフによる回転法は，視察

による判断がむずかしいときに，回

転角を定める人の主観によってかな

りの差異を生ずる。しかし，このグ

ラフ法は因子分析のパイオニアたち 0.5 

がその初期から行なってきた方法

で，主としてセントロイド法や成因

分析法の後の直交した参考軸の回転

法として適用してきた。これらの場

L， 

G， 
0.5 

L. 
戸、JV• 0

U
 

-an' 

08 

6 
~7 

G. 

.5 

図 5.2 八つの観測特性(検証数値例)の
場合のグラフによる直交回転
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合に回転角を定めることは比較的容易で，上記の視察による勘案の方法がよく

適合する。

ここで実施例として，表2.3における主要な2因子に関する軸 LhL2の直

交回転軸を図 5.2に示す。このグラフより 0=_440 が読み取られ，

T=ドos(_440
) -sin (一件。)l

Lsin ( _440
) cos ( -440)J 

を得る。この新しい直交軸を G1とG2とすると，表2.1の後に示した Xijの構

造模型と比較して，直ちに G1がFをG2がαを示していることが知れよう。

5.2 解析的方法による直交回転法

5.2.1 クァーティマックスj去

因子節約 (parsimony)の原則が発表されるまえに，式 (4.8)の Qを最大に

する解を客観的に求める方法が， Carroll， Neuhausと Wrigley，Saunders 

らにより，それぞれ独立に研究されていた。

Neuhaus と Wrigleyは， 初期の因子負荷行列の行すなわち各観測特性に

関し，因子負荷量の符号に関せず絶対値の大きな因子負荷量をより大きく，同

時に小さな因子負荷量をより小さくするような変換行列を望ましいと考え，各

因子負荷量の 2乗値の聞の変動を最大にすることを発案した。すなわち，Aの

要素の2乗値について，各行での分散を求め， その ρ個の平均を直交回転の

望ましい基準(criterion)とした。そしてこの基準を最大にする直交変換 Tを

提唱した。

この回転法は因子負荷量の 4乗を含む最大化に関しているので， Burtはこれ

をクァーティマックス回転法 (Quartimaxrotation)と名づけた。この特性は，

各観測変量に関する解釈を容易にするような簡素化を行なうと要約できる。

式 (4.4)の記号で， 初期の因子負荷行列 d を直交回転行列 T により新し

い直交因子行列 Gに変換するとき， Gの第 j行の要素の 2乗値の分散は

I q σν=す51(gjf-tzj)2 (5.8) 

~ --に ij，2j 三五gji21q
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上式の j=1，2，…，pに関する平均であり，クァーティマックス法の基準は，

として，次式

I P I P q 

ozd三士L:a2g，2 =壬τL:L: (gji2-g2j・.)2
P j=1 p'1 j=1も=1

(5.9) 

で示される。

上の基準は，次式を基準とした回転を考えても同じことである。

I P q 

a2g2三二=-L: L: (gjiL~..)2 pq Fl;;:1 ，~， (5.10) 

向
。
&2

9
J
 

9
8
 

q
Z
M
 

P
Z円一一

一。“-oa 
ここに

それぞれ次のように変形される。すなわち，式 (5.9)と(5.10)は，

a2ge2 =工芝宍 (gji2_ g2j.)2 =土L:{L: gi/-q(め)2}
u pq j~l;;言1ρq T i 

1 ( L:(L: gji2)2、
=古{将 gjf-J Z j 

a2g'ニ土zt(gJ-F)Z=土L:{L: gj/_q(g2..)} pq j~1 ;;:1 ，~，. ~. pq j 

1 ( (L: L: gji2)、
= --:=-:-l L: L: gii4_-J-'一一-}pq li i ~，. pq)  

ここで，式 (4.5)に基づき式 (4.6)および (4.7)が成立しているから，上の二

つの式の右辺第2項はそれぞれ一定の値 Cr， C2で

ZC2= 去(科 υ-~ } 

←去(羽が一長)
で示される。したがって，a2g/ を最大ならしめる変換行列 Tは，また oシを

最大ならしめるものであり，本質的に L:L: gji4を最大ならしめる行列 T を

求めているにすぎない。さらに式 (5.10)は

(5.11) 
I P q 

M=.有五五gji4-(g2・-)2
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と変形され， g2:.は式 (4.5)により任意の直交変換で一定であるから，

ァーティマックス回転法は

このク

Q三五五E (5. 12) 

を最大にすることにほかならない。

Carrollは簡素構造の原則の (iii)と (iv)に注目し，初期の因子負荷行列の

列の内積のようなものを考え，

p q 

N三L:L: gji2gji，2 
j=l iくi'=l

(5.13) 

を回転の基準として提案した。これは直交回転の場合に Fergusonの因子節約

の測度と同じもので，式 (5.13)の N を最小にすることは，式 (4.7)によって

式 (5.11)の M を最大にすることと同等の基準になっている。あるいは，式

(5. 13)の N を最小にすることは， 直交回転の場合， 式 (5.12)の Qを最大

にすることと同等で、ある。しかし Carrollの基準 N は，直交回転の場合に

限らず，斜交回転の場合にも一般的に利用される。

また別の観点から， Saundersは，簡素構造への回転で中程度の大きさの因子

負荷要素を犠牲にし，小さい因子負荷要素と大きい因子負荷要素の数を最大に

することによって客観化しようと考えた。彼は因子負荷行列の任意の列の符号

を変えることが，各観測変量を中心として簡素構造を考えるときには適切で、な

いとし，もともとの行列とすべての要素の符号を変えた行列と 2様のものを同

時に考慮した因子負荷量の二重の分布 (the“doubled" distribution of factor 

loadings)を想定した。そしてこの二重の分布の尖度 (kurtosis)を回転の基準

とし，これを最大化することが二重の分布の中央部(ゼロに近い因子負荷)と端

のほう(絶対値の大きいほうの因子負荷)の頻度を相対的に増加すると提唱し

た。二重の分布は完全に対称で平均値はゼロであるので，基準とする尖度は

で示される。

p q 

k-E122 gjf 
(22gJ)2 

(5. 14) 

しかし上式 Kの分母は，式(4.5)によって，直突変換の下でー
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定である。したがって， Saundersの基準 K の効果は分子のみにかかってお

り，これまでの M， N， Qと同じように本質的には因子負荷量の4乗の和を最

大ならしめるものである。

さて任意の観測特性的に関し， 因子 iと Fの平面における角 'Pw の直

交変換は，

gJ' = a f' COS '1'，，' + a f" SIn '1'，，' 
(5. 15) 

gJi' = -aji sin 'Pii，+aji' COS 'Pii' 

であり，本項で基本的な基準 Q についてのこのような変換の効果は， もちろ

ん 'Pwの関数で，

Qd(W)=21(g144+M) (5. 16) 

となる。したがって，任意の因子の対 (i，i')について Qwを最大ならしめる

角 'Pw を求めることが目的となる。

このときの変換行列を Tw とすると， Tii，は式 (5.4)または (5.5)の一

般型として

( i) (i' ) 

Tii'= i tご一一;-7--1一一二ー?
l 、 、 [ U ). U I 

、1、 o u マ

(i) I申一一一_COS~ ii; Q---O-sin' tp u' 0一一一0
i n Q A¥¥ー唱 。n i 
t -̂ • Q _ -1，:-1.，._ Q. _ V 

(i')1 o一一-0sincb.-.-， O---OC.OStpii'O-----q 

| 010 ↑、11¥Ii

0---ー一ー----0ーーーー一ーー-0一ーーーー一一0・1

q， 

q， (5.17) 

で示され，Aを G に変換する行列 Tは因子対のあらゆる組み合わせの変換

行列の全部の積として，式 (5.6)を一般化して得られる。すなわち

G = AT  = AT12T1S".T2ST24".T'i"・.T(q_ll，q (5.18) 

が得られる。ここに i=1，2，…，(qー1)で， i'=i+1， i+2，…，qとなる。

このような (i，i')の組み合わせは q(qー1)/2個あり， これを 1巡回 (cycle)

という。このような巡回を逐次繰り返すごとに，式 (5.12)のQの値が前回よ
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りも大きくなり， 遂にはほとんど一定の大きな値に到達してくる。理論的に，

因子負荷量の4乗の和は Pを決してこえないので， 十分に巡回すれば必ず収

束するはずである。

さて，Qiil を最大にする角判γ の決め方， すなわち Tii'は次のように行

なわれる。

( i ) 式 (5.15)の gρ およびか'を式 (5.16)に代入する。

(ii) <pに関し，式 (5.16)の Qii'(<Pii')を微分する。

(iii) 上で微分した結果をゼロに等しいとおき，<fJii'に関して解く。

これで得られる結果は次のとおりである。

P 

4E ajiaji'(ajl-aji，2) 
un4vtr=p jz1 三毛 (5.19) 

E {(aj♂-aji，2)2ー(2ajiaji，)2}

しかし，式(5.19)で得られる <Pii' は必ずしも Qii'を最大にするとはかぎら

ず，最小またはある範囲で一定な Qiil 値を示す角度目Oii'である可能性を有す

る。約γが Qiγ を最大ならしめるための十分条件は，次のようにまとめられる。

すなわち

dQii' 
つ三一 =νcos4<Pii'-0 sin 4<Pii' = 0 

‘-'t" ~1， 

d2ハ，
ヨ7合=-0 COS 4<Pii'ー νsin4<Pii' < 0 
ー.，〆"

02+ν2 
--z--sin 44PLU<O 

この分子の (02十以)は常に正であるから，上式は簡単に

豆目白二 >0
ν 

となり，約i'が Qii'を最大ならしめるためには，式 (5.19)の tan4約γの分

子 νと sin4<pii'とは同符号でなければならないことがわかる。

したがって， tan4判γの符号に関して角約v の範囲を表 5.3で示すように

選ばねばならないことになる。
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表 5.3 回転角 '(Jwの範囲

+ 

cos41"ii' 
の符号

て
の

'
ν
'
 

ル
』
町

一一果
4
限

結
の
象

I"ii'の限度
tan 41"ii' 
の符号

II 

。0_22.5・
22S-45・

+ III -450--22.5。
IV I -22S_00 

ここでクァーティマックス法による数値例を示そう。この回転法の計算手順

を知るために，先章から引き継いで2個の因子を抽出した検証数値例について

とりあげる。主要な計算は表 5.4の左から右にかけて行なわれる。

いまは q=2で，このときの変換の式(5.18)は，簡単に G=AT=AT12 だ

けである。表 5.4から，直ちに ν=2xO.0223，0=3.8195-4.1750= -0.3555 

で tan4'{J12 =ー0.1254を得る。したがって， 4'{J12=arc tan (ー0.1254)=172051'，

またはタ12=43012'となる。

変換行列を求めるには， sin (43012') = 0.68469と cos(43012')=0.72876によ

って

T = iO.72876 -0. 68469l 
10.68469 0.728761 

を得る。この T を A の右から乗ずれば，表 5.4 の右端に示す 2~Jの G が求

められる。

なお，式 (5.12)のクァーティマックス基準 Qの値については，回転前の初

期の値は Q=5.9071であったが，上に得た Qでは 6.0852となり， 0.1781 

だけ増大している。ここに得た G を再び上の dと考えて回転計算を巡回し，

逐次 Q を大きくしていくわけである。この検証数値例では，すでに上で得た

G と Qの値は変化せず， 1巡回で十分に収束してクア}ティマックス法によ

る最終解となっている。

5.2.2 パリマックス法

前項のクァーティマックス法が，因子負荷行列の各行すなわち観測特性の解

釈を容易ならしめるような構造の簡素化を意図するのに対し， Kaiserは負荷

行列の各列，すなわち内因因子の解釈を強調して構造の簡素化をはかった。概

して， Kaiserが提唱したパリマックス法は，クァーティマックス法の変法であ
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クァーティマッ表 5.4

方左

aj22 

0.6623 

0.6629 

0.6325 

0.1534 

0.7085 

0.0043 

0.0043 

0.0207 

ai12 Jl 

0.3372 

0.3369 

0.3672 

0.8464 

0.2911 

0.9950 

0.9956 

0.9791 

aj2[ 
0.8138 

0.8142 

0.7953 

0.3916 

-0.8417 

-0.0652 

-0.0652 

0.1438 

回転前の初期の解 d

a}1 

0.5807 

0.5804 

0.6060 

0.9200 

0.5395 

0.9975 

0.9978 

0.9895 

観測特性 j

1

2

3

4

5

6

7

8

 

平方和

るカ" より簡素構造に近づけるようである。

この発想には，まず負荷行列の任意の第 i列に関してその要素の 2乗値の分

σJ=l{去(gjJ)2-l(2gjtZ)2!
P lJ=1 P j=1 J 

散

(5.20) 

をとりあげ， この分散を最大にすることが第 t列の個々の gji2 をゼロまたは

1に近づけることにほかならないという考えであった。

基準として，各列における式 (5.20)のような分散の和

この回転法の

i = 1，2，…，q 

そこで，

σa2 =土σ4♂2_ 1 土 ~t (g釣μji♂芯i2)2一l(2g&μ1ρJz♂zり)
=司1 P i炉=l(υ1戸=司1 P j戸=司1 J 

(5.21) 

これを“粗"パリマックス基準 (rawvarimax criterion)とい

しかし，上の基準 σ2 を最大にする回転法は，経験的に，因子負荷量のとく

に大きい因子と小さい因子の増し分が，中間的な因子よりも傾向として大きく

なるかたよりがあり，直観的なグラフ法の結果にあまりよく一致しないことが

わかった。事実，グラフ法ではどのような因子負荷量をもっ因子についても公

平に傾向的なかたよりを避けることができている。 このため， Kaiserは，各

変量がその共有性の 2乗の大きさを重みとして式(5.21)に寄与するように修正

した。たとえば，共通性として 0.90をもっ変量は， 0.45をもっ変量よりも 4倍

を採択した。

つ。
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クス法の基礎計算

積 平方差 |一方差[ クァーティマックス解 G

2aj，aj， aj12-aj22 2aj，aj，(aj，'-aj，') gj' gj2 

0.9452 -0.3251 -0.3073 0.9804 0.1955 

0.9452 -0.3260 -0.3081 0.9804 0.1960 

0.9640 -0.2653 -0.2557 0.9862 0.1647 

0.7206 0.6930 0.4994 0.9386 -0.3445 

-0.9082 -0.4174 0.3791 -0.1830 -0.9828 

-0.1300 0.9907 -0.1288 0.6823 -0.7305 

-0.1302 0.9913 -0.1291 0.6825 -0.7307 

0.2846 0.9584 0.2728 0.8196 -0.5726 

41750 I 3.8195 I和 0.0223

の重みをもって G の決定に働くようにした。すなわち，彼は，各観測特性を

示すベクトノレを共通因子空間で単位長のベクトルとして回転を行ない， その

後，各ベクトルをもとの長さにもどすことを考え，次の基準

v=主同(令y-(左手y} (5.22) 

を最大ならしめるような回転法をあらためて提唱した。これを“規準"パリマ

ックス法 (normalvarimax method)といい，通常とくにことわらぬかぎりパ

リマックス法とはこれをさしている。したがって，共通因子空間で各観測特性

のベクトル聞のなす角，すなわち母相関係数は式(5.21)と(5.22)の関係から

向仰Pjj'V山3ff〈，F~V~~=訂 c∞叫o

j，j' = 1，2，γ.….日.、，p (σ5.23勾) 

が得られ， COSojj，v=Pjj'Vミpjj'σ=cos oj/aなることがわかる。

パリマックス法の計算手順は，さきのクァーティマックス法におけるのと同

様であるが，式 (5.12)の代わりに (5.22)を基準として最大化し，式(5.18)で

示されたように二つの因子ごとに回転する。そして， vの値がこれ以上大き

くならなくなるまで， q(q-1)/2対の回転を 1巡回として巡回を繰り返す。

この巡回手順は，次のように置き換えて考えると，計算のプログラミングの

うえでわかりやすい。まず，任意の因子の対 (i，i')に関し，第j観測特性の規
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準化された因子負荷量を

とおき，次式を定義する。

Uj三 aj;Jhj， むj三 aji'fhj，

p p 

d三五(Ul-V凡 B三221um，

c == 1: {(Ul-Vi)2_4ulむl}， 

u
 

u
 

p
 

u
 

Z
1
 

4
・一一一D

 

このとき回転に必要な角度杓γ は， -71:/4と π/4の聞の

約ジニ arctan D-2AB/p 
Cー(A2_B2)/p

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

で示される。ここにさきのクァーティマックス法では上式右辺が

1 D 
一一一…-4ーー一一 C (5.27) 

になっていることがわかる。

このようにして回転角が定まると，回転後の規準化された因子負荷量 Uj お

よび Vj は

[Uj， Vj] = [u戸 j]|c?sw
Lsm 'Pu' 

司.

(5.28) 

表 5.5 パリマックス

測
性
・
1

観
特
J

回転前の初期の解

旬|旬
1

2

3

4

5

6

7

8

 

0.5807 

0.5804 

0.6060 

0.9200 

0.5395 

0.9975 

0.9978 

0.9895 

0.8138 

0.8142 

0.7953 

0.3916 

-0.8417 

-0.0652 

-0.0652 

0.1438 

量
一

荷
一

負
一

子
一

因
一

た
一

れ
一

キ
巴
一

化
「

準
一

規
一

で一
)

-

S
守

一

勾

4

一

回、d

一

(
一

式
一根方平伽

，
的

有共

0.9998 

0.9999 

0.9999 

0.9999 

0.9998 

0.9997 

0.9999 

0.9999 

0.5808 

0.5804 

0.6060 

0.9200 

0.5396 

0.9978 

0.9978 

0.9895 

0.8140 

0.8142 

0.7953 

0.3916 

-0.8419 

-0.0652 

-0.0652 

0.1438 

合計 | 
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で，式 (5.15)を援用して得られる。

次に，因子の対 (i，i')を取り替えて同様の手順を繰り返し， 1巡回を終了し

基準値を算出する。この基準値が十分大きくなり，一定の値に近づき収束すれ

ば巡回を了える。

そして，最終的な因子負荷量を求めるには， それぞれ (Uj，Vj) に対応する

んを乗じ，(gji) gji/)としてもとにもどしておく必要がある。

上の計算手順をわかりやすくするために，次に検証数値例の場合に適用して

みよう。計算には表 5.5のような計算用紙をつくっておくと便利で，また計算

のまちがいが少ない。

この場合は q=2であるが，一般の場合には(乙 i')，i， i' = 1， 2，…，qかっ

i<i'についても上表をまとめてつくる。さて，式 (5.26)による回転角の算出

には， 式 (5.25)の定義によって，表 5.5より A=2.2999，B=2.6908， C= 

3.8214-4.1758ニ -0.3544，D=2xO.0220が算出され

1 -1.5031 1 
1012 =二arctan-一一一一一一=_:_ arc tan 13.6027 

-0.1105 4 

=J×(一例。12')= -23033' 

を得る。ここに tan41012は正であるが，その分母と分子は負であることに注意

して， sin 41012の符号を調べ回転角 1012を決めねばならない。

さて， sin (-23033')= -0. 3996， cos (-23033')=0.9167であるから

法の基礎計算

積 平 方差
積の平方 平方差の平方

2UjVj u/-vl 2UjVj(u/-V/) 

0.9455 -0.3253 -0.3076 0.8940 0.1058 

0.9451 -0.3261 -0.3082 0.8932 0.1063 

0.9639 -0.2653 -0.2557 0.9291 0.0704 

0.7205 0.6930 0.4993 0.5191 0.4802 

-0.9086 -0.4176 0.3794 0.8256 0.1744 

-0.1301 0.9914 -0.1290 0.0169 0.9829 

-0.1301 0.9914 -0.1290 0.0169 0.9829 

0.2846 0.9584 0.2728 0.0810 0.9185 

。。戸、d吋，1
 

• a守A
U
 

ぺ
4

今
ゐ

A
り• 0

U
 

3.8214 
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ベ09167032]
-0.3996 0.9 

を得る。

次に AT=Gより

.2071 0.9780 

.2066 0.9783 

.2376 0.9712 

0.7266 

.8309 -0.5559 

.9404 0.3388 

.9407 0.3389 

.8495 0.5272 

が得られる。また式 (5.22)の V規準値を求めるには， Gの各行の要素 (gjh

gj2)にその行に対応するんを乗じて，回転後の規準化された因子負荷行列を

求め，その各要素を 2乗した表 5.6を準備すると容易である。

表 5.6 V基準値算出の基礎計算

観測特性

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

合計|
その列の平方和!

パリマックス解

gjl gj2 

0.2071 0.9780 

0.2066 0.9783 

0.2376 0.9712 

0.6868 0.7266 

0.8309 0.5559 

0.9404 0.3388 

0.9407 0.3389 

0.8495 0.5272 

この表の値から，直ちに

回転後の負規荷準化量さ
れた因子

gjlhj gj2hj 

0.2071 0.9778 

0.2066 0.9782 

0.2376 0.9711 

0.6867 0.7265 

0.8307 -0.5558 

0.9401 0.3387 

0.9406 0.3389 

0.8494 0.5271 

左列の 2乗

(gjlhj)2 I (的)'

0.0429 

0.0427 

0.0565 

0.4716 

0.6901 

0.8838 

0.8847 

0.7215 

3.7938 

2.7899 

0.9561 

0.9569 

0.9430 

0.5278 

0.3089 

0.1147 

0.1149 

0.2778 

4.2001 

3.1966 

V = 8 (2.7899+3.1966)一(3.79382+4.2∞12)= 15.8575 

を得る。回転前の最尤推定解 A の場合に，この V基準値は 12.6438と計算

されるので，回転によって確かに V値が増大している。
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さて，前項のクァーティマックス解とこのパリマックス解を比較すると，後

者は前者よりいっそう簡素構造の原則を満たしているようである。もちろん，

回転の基準が異なるから決定的にいずれがよいということはいえないが，一般

にはパリマックス解のほうが因子の解釈は楽なようである。

最尤解について表2.4で行なったよう
表 5.7

に，パリマックス解について因子の解釈

を調べてみよう。このとき，因子負荷量
観測特性 第2因子 第 1因子

No.l 0.9780 0.2071 
の絶対値のめだって大きいものをわくで 2 0.9783 0.2060 

囲み，表5.7のように整理すると便利で 3 0.9712 0.2376 

4 0.7266 

ある。 5 0.5272 

ここで，観測特性の No.1， No.2， 6 -0.5559 

7 0.3388 
No.3は第2因子(実は α:長方形の縦 8 0.3389 

の長さ)のみで， No.4は第2因子と第 1

因子(実は s:長方形の横の長さ)をほぼ同じ程度に含み， No.8も両因子を含

L， 

0.5 

V， 

items 

~..l3 

V， 

item 
8 

汗6山 ti

図 5.3 直交グラフ法 (C)，クァーティマックス法 (Q)，

およびバリマックス法(V)による因子軸の回転
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表 5.8 相関

側 附ヤ→ 123456789

1111.0000.151 -0.543 -0.154 -0.393 -0.300 -0.240 -0.116 -0.187 

1 21 1.000 -0.213 -0.533 -0.322 -0.352 -0.272 -0.181 -0.250 

患者の社会・環境条件¥31 1.000 0.318 0.565 0.338 0.314 0.136 0.249 

I 41 1.000 0.367 0.3ゆ1 0.273 0.181 0.255 

l51 1.000 0.441 0.341 0.243 0.292 

No. of information 61 1.000 0.438 0.325 0.351 

Mental Control(l) 71 1.000 0.369 0.322 

Mental Control(2) 81 1.000 0.185 

Mental Control (3) 9 

Story Recall (1) 10 

Story Recall (2) 11 

Digid Span forward 12 

Digid Span backward 
13 

Visual Reproduction 
(1) 14 

Visual Reproduction 
(2) 15 

Associated Learning 
easy (3) 16 

hard (3) 17 
Associa ted Learning 

easy (1) 18 

hard (1) 19 

1.000 

{対称行列)

むがやや第 1因子に重みがかかっている。 No.5は両国子を含むものの第 1因

子と第2因子の差の形式(実は s-α)となっている。そして， No.6および No.

7は第1因子のみを含むような特性であることが伺われる。

また，評価粟の作成者の立場からいうと， No. 1， No. 2， No. 3および No.

6， No. 7はそれぞれ同義的な観測特性 (testitems) と考えられ，観測項目の

数を減じうる可能性を示していることがわかる。

これらの解釈は，既述の表2.3の作成過程によって，各観測特性の構造に非

常によく合致していることが知れよう。

また，パリマックス法で行なった回転を，先項からのグラフ法やクァーティ

マックス法による回転と比較すると図 5.3のようになっている。図の中で， L1 

とんは最尤解，C1 と C2はセントロイド解の直交グラフ法，Qlと Q2は最

尤解のクァーティマックス法，また V1 と V2は同じくパリマックス法による

回転結果を示し，半径 1の円周上にある点 (1，2，…，8)はそれぞれ観測特性の
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行 7U 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

-0.195 -0.201 -0.175 -0.215 -0.257 -0.308 -0.041 -0.121 -0.021 -0.087 

-0.172 -0.197 -0.246 -0.252 -0.246 -0.355 -0.099 -0.185 -0.147 -0.154 

0.331 0.311 0.251 0.377 0.343 0.398 0.148 0.231 0.130 0.231 

0.164 0.227 0.322 0.307 0.290 0.373 0.109 0.189 0.154 0.148 

0.360 0.352 0.398 0.450 0.363 0.490 0.076 0.255 0.136 。目211

0.411 0.497 0.360 0.419 0.399 0.496 0.392 0.386 0.322 0.269 

0.361 0.365 0.319 0.383 0.323 0.430 0.190 0.278 0.200 0.197 

0.229 0.290 0.278 0.284 0.200 0.313 0.132 0.187 0.178 0.150 

0.260 0.305 0.339 0.353 0.334 0.417 0.152 0.234 0.087 0.213 

1.000 0.733 0.236 0.376 0.234 0.331 0.376 0.465 0.383 0.394 

1.000 0.239 0.433 0.322 0.389 0.458 0.530 0.413 0.387 

1.000 0.510 0.296 0.385 0.133 0.210 0.080 0.227 

1.000 0.358 0.495 0.188 0.366 0.211 0.333 

1.000 0.516 0.226 0.346 0.241 0.258 

1.000 0.306 0.349 0.228 0.276 

1.000 0.471 0.509 0.276 

1.000 0.487 0.579 

1.000 0.375 

1.000 

番号を示している。

次に，中規模のクァーティマックス法とパリマックス法に関する応用例を示

そう。

金子・市丸ら*は初老期痴呆の診断に20数項目からなる観測票 (questionaire)

を作成した。これは従来の WAISなどの観測票よりもすぐれた性格と実用性

を有しているが，この研究の一部分に， 500症例の観測票による 19項目に関す

る因子分析を行なっている。除かれた 5項目は， 19項目中の項目に著しく相関

性の高い同義の項目で，しかも医学的に別の見地から検討されるべき項目であ

った。

まず 19項目聞の相関行列が表 5.8のように準備され，表 5.9に示すように

成因分析が行なわれた。

* 金子，市丸，小牟田，井上(文)，福井，井上修(阪大精神神経):“初老期痴呆の臨床診断につい

て"，第 63回日本精神神経学会総会(1966)で発表された.
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表 5.9 成因分析の結果

よ主:1Zl Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 

0.1631 0.2608 0.5341 0.1194 0.1798 0.1327 

2 0.1855 0.1921 0.3857 0.4593 0.0986 -0.2121 

3 -0.2316 -0.2076 -0.4643 -0.1823 -0.0079 0.0602 

4 -0.2020 -0.2312 0.3330 -0.4289 -0.0292 0.2119 

5 -0.2557 -0.2578 -0.2061 -0.0444 -0.0082 0.2056 

6 0.2857 -0.0124 0.0876 -0.0441 -0.2262 -0.1272 

7 -0.2357 -0.0985 0.1006 0.2368 0.28ヲ1 -0.1246 

8 0.1726 -0.0413 0.2407 0.4343 -0.4522 0.0280 

9 0.2062 -0.1318 0.1202 0.1885 0.2727 -0.2394 

10 -0.2539 0.2479 -0.1934 0.1133 -0.1542 0.3454 

11 -0.2790 0.2567 -0.1102 0.1063 -0.1791 0.1885 

12 -0目2143 -0.1964 0.1931 0.3103 0.2899 0.1537 

13 -0.2666 0.0879 0.0351 0.2607 0.2552 0.1802 

14 0.2357 -0.0802 0.0034 -0.0776 0.2211 -0.5319 

15 -0.2849 -0.1334 0.0634 0.0135 0.0612 -0.3057 

16 -0.1864 0.3926 0.0458 0.1318 -0.1377 -0.3297 

17 -0.2489 0.3366 -0.0489 -0.0849 0.2251 0.0216 

18 -0.1859 0.4032 0.0891 -0.2318 -0.1135 0.0879 

19 0.2028 0.2735 -0.0453 -0.0161 0.4504 0.2276 

固有 値 累 和 6.4942 8.4963 9.7335 10.7943 11. 7472 12.6114 

Jl同19上lX100(%) 34.180 44.717 51.229 56.812 61.827 66.376 

回 有 値 6.4942 2.0020 1.2372 1.0607 0.9529 0.8642 

この結果によって， 内因因子数を 6個と推測し， 次に Lawleyによる最尤

推定を行なっている(表 5.10)。

この際の第 1列はいずれの要素も係数の絶対値が他の列よりもそろって大き

く， この因子は 19項目における痴呆症の重症度を示す全般因子であると考え

られた。このことは，医師の総合判断で痴呆症の重さが明らかな症例のみにつ

いて因子評点(後章)を算出してみることによっても確認された。なお， 19項目

の中には共有性のかなり小さいものも若干個あるが，患者の個人差が大きい医

学データでは 19項目全体として許容されうるものであろう。

さらに，各因子の解釈を明確にして因子の命名を行なうために，簡素構造の

原則に基づいて因子負荷行列の変換が考慮された。この際，各因子は互いに独
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表 5.10 最尤解による因子負荷行列

ぷぷ:と| A1 A2 A3 A4 A5 A6 

0.3915 0.3764 0.3176 0.0534 0.596 0.1226 0.4173 

2 0.4122 0.2704 -0.3860 -0.0438 0.2825 -0.2291 0.5263 

3 -0.5970 -0.4287 -0.4113 -0.1907 -0.0938 0.0095 0.7547 

4 -0.4564 -0.3419 0.3381 0.0230 -0.2637 0.2064 0.5523 

5 -0.6135 -0.3901 -0.1038 0.0618 0.0389 0.0521 0.5475 

6 -0.6804 -0.0692 0.1813 0.0703 -0.0389 -0.1749 0.5442 

d -0.5351 -0.1398 0.1163 0.1067 0.0703 -0.1266 0.3518 

8 -0.3786 -0.0432 0.1632 0.1535 0.1109 -0.1035 0.2185 

9 -0.4599 -0.1506 0.1462 0.0847 0.1521 -0.0578 0.2893 

10 -0.7078 0.3231 -0.2239 0.2598 -0.0309 0.1172 0.7379 

11 -0.7608 0.3352 -0.1065 0.2317 -0.0461 -0.0004 0.7584 

12 -0.4701 -0.2401 0.2130 0.0999 0.2920 0.0103 0.4194 

13 -0.6320 -0.1499 0.0980 0.0632 0.3021 0.0273 0.5276 

14 -0.5354 -0.1654 0.1323 -0.1288 0.0779 -0.1549 0.3782 

15 -0.6605 -0.2342 0.1901 -0.0177 0.0913 -0.1899 0.5721 

16 -0.4887 0.3959 0.1005 -0.1850 -0.1915 -0.3041 0.5692 

17 -0.6500 0.3297 0.0490 -0.3339 0.0734 0.0867 0.6581 

18 -0.4768 0.3773 0.1226 -0.2265 -0.1700 -0.0504 0.4675 

19 -0.5247 0.2500 0.0353 -0.3185 0.2188 0.2704 0.5616 

立した内因因子を追求する目的で直交回転をとりあげ，クァーティマックス法

とパリマックス法によって検討された。クァーティマックス法では，最尤解を

初期値として 14回の巡回計算で完全に収束した。次にその過程を示して計算

手順の参考にする(表 5.11-5.14)。

次に， 同じ最尤解を初期値としたパリマックス法の最終結果のみを表 5.15

に示している。

さて，この例でクァーティマックス解をパリマックス解と比べると，いくつ

かの因子に関してはいずれも因子解釈のうえで非常に類似した結果を示してい

る。しかし，全体的に簡素構造を満たしているのはパリマックス法であり，因

子解釈も容易である。表 5.15によって，]iいに独立した内因因子が医学的に

解釈され，それぞれ次のようにかりに命名されている。

第1列の因子:注意集中力

第2列の因子:言語の理解と記憶

第 3列の因子:知的能力に及ぼす教養の影響
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表 5.11 第 1巡回計算後のクァーティマックス解

ぷぷデヱ| G1 G2 G3 G4 G5 G6 

1 0.0360 0.2444 0.5845 -0.0903 -0.0518 0.0571 

2 0.1200 0.6350 -0.0165 0.0281 0.3200 -0.0715 

3 -0.1549 -0.3297 -0.7862 -0.0573 -0.0237 0.0073 

4 -0.1030 -0.6699 -0.0729 -0.0311 -0.2875 0.0627 

5 -0.1799 -0.5131 -0.4704 0.0438 0.0840 0.1468 

6 -0.4429 0.5329 -0.1516 0.1480 0.0581 -0.1252 

7 -0.2841 0.4515 -0.1541 0.1162 0.1726 0.0094 

8 -0.2340 -0.3383 -0.0005 0.1206 0.1843 0.0267 

9 -0.2182 -0.4302 0.1014 0.0364 0.2061 0.0498 

10 -0.7464 -0.1057 -0.2457 0.1916 0.0047 0.2690 

11 -0.7885 -0.1925 0.1818 0.2124 0.0407 0.1405 

12 -0.1565 -0.5243 -0.0748 -0.0326 0.3025 0.1477 

13 -0.3387 0.4933 -0.1925 -0.0594 0.3180 0.1665 

14 -0.2642 -0.4565 -0.2030 -0.0661 0.1741 -0.1549 

15 -0.3055 -0.6075 -0.2137 0.0315 0.2202 -0.1202 

16 -0.6268 -0.0909 -0.0026 0.0281 -0.0205 0.4083 

17 -0.6921 0.1792 -0.1252 -0.3483 0.0508 -0.0855 

18 -0.6073 0.1112 0.0150 -0.1342 -0.1170 -0.2329 

19 -0.5427 0.1473 -0.0993 -0.4634 0.0922 0.1104 

第4列の因子:知的能力に及ぼす年齢の影響

第 5列の因子:常識的知識の再生

第6~Jの因子:図型(構成)の記銘再生

5.2.3 パリマックス法の変法

前項の Kaiserによって提唱されたパリマックス法は，日常に最もしばしば

適用される直交回転法である。このために，この方法に基づく変法も開発され，

Horstらによって

(10) 逐次ノξリマックス法 (successivefactor varimax method) 

( 20) 斉時ノξリマックス法 (simultaneousfactor varimax method) 

( 30) 逐次一般パリマックス法(successivefactor general varimax method) 

( 40) 斉時一般パリマックス法 (simultaneousfactor general varimax me・

thod) 

とよばれるものが提唱されている。次に，これらの変法の概要を記述する。

W) 逐次パリマックス法 Kaiserの方法と本質的に異なるところは同
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表 5.12 第 2巡回計算後のクァーティマックス解

一戸?之| Gl G2 G3 G4 G5 G自

-0.1083 0.1899 0.5997 -0.0918 -0.0006 0.0370 

2 0.1128 0.3020 0.0999 0.0304 0.6411 0.0188 

3 -0.2297 -0.1972 -0.8066 -0.0686 -0.0859 -0.0173 

4 -0.1060 -0.3446 -0.1912 -0.0305 -0.6200 -0.0202 

5 -0.2587 -0.4244 -0.5032 0.0213 -0.1827 0.1153 

6 -0.4574 -0.4372 -0.1809 0.1012 0.2414 -0.2061 

7 -0.3176 -0.4464 -0.1702 0.0822 -0.1137 0.0547 

8 -0.2570 -0.3741 -0.0051 0.0890 -0.0662 -0.0106 

9 -0.2456 -0.4547 -0.1177 0.0082 0.0904 0.0127 

10 -0.8173 -0.0554 -0.1665 0.0812 -0.0701 0.1657 

11 -0目8390 -0.1488 -0.1141 0.1024 -0.0897 0.0283 

12 -0.1901 -0目5906 -0.0992 -0.0567 -0.0872 0.1171 

13 -0.3799 0.5653 0.1898 -0.1087 -0.0451 0.1173 

14 -0.2593 0.4499 -0.2308 -0.0890 -0.0915 -0.1973 

15 -0.3213 0.5951 -0目2514 0.0022 -0.1476 -0.1720 

16 -0.5607 -0.0468 0.0264 -0.0354 -0.0378 -0.4992 

17 -0.6323 -0.1523 -0.0876 -0.4305 -0.0613 -0.1954 

18 -0.5374 -0.0051 0.0321 -0.1991 -0.1511 0.3392 

19 -0.4954 -0.1571 0.0621 -0.5346 -0.0358 0.0201 

時に q個の因子についての解を求めるのではなく，まずーっの因子ベクトルの

要素の平方和の分散を最大にすることによってパリマックス基準を満たす因子

を決め，次に，他の一つの因子について求めるという方法で，逐次的に q個の

因子を決定していく。すなわち前項の式 (5.21)においてでなく，直接的に，式

(5.20)から因子を一つずつ求めていく方法である。したがって，当然に，本項

のパリマックス解とは異なった値を示す。

いま，G=ATにおいて G∞三[g/2)]三 [gj♂]のように表示すると，式(5.20)

で定義した抑fは
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で示され，これを

t/ti = 1， 

ti"ti = 0， iく i'

なる条件下で最大にするれを求めることになる。ここに Iは ρ次単位行列
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表 5.13 第 5巡回計算後のクァーティマックス解

ぷぷ?と| G1 G2 G3 G4 G5 G6 

0.1398 0.1730 0.5990 -0.0910 0.0109 0.0244 

2 0.1763 0.2256 0.0962 0.0197 0.6592 0.0083 

3 -0.2689 -0.1593 -0.8021 -0.0696 -0.0934 -0.0023 

4 -0.1721 -0.2676 -0.1893 -0.0196 -0.6440 -0.0076 

5 -0.3035 -0.3843 -0.4991 0.0108 -0.2047 0.1283 

6 -0.4934 0.4043 -0.1739 0.0783 -0.2461 -0.2006 

7 -0.3436 0.4265 -0.1682 0.0612 -0.1317 -0.0488 

8 -0.2721 -0.3649 0.0033 0.0685 -0.0805 -0.0084 

9 -0.2650 -0.4366 -0.1191 -0.0109 -0.1175 0.0180 

10 -0.8323 -0.0373 -0.1298 0.0394 0.0008 0.1592 

11 -0.8543 -0.1314 -0.0813 0.0578 -0.0274 0.0222 

12 -0.2090 -0.5701 -0.1058 -0.0770 -0.1350 0.1240 

13 -0.3945 -0.5441 -0.1893 -0.1385 -0.0762 0.1223 

14 -0.2760 -0.4278 0.2371 -0.1054 -0.1238 -0.1905 

15 -0.3507 -0.5671 -0.2565 -0.0190 -0.1860 -0.1629 

16 -0.5527 -0.0435 0.0374 -0.0629 -0.0005 -0.5064 

17 -0.6157 -0.1279 -0.0770 -0.4626 -0.0402 -0.2022 

18 -0.5322 0.0159 0.0452 -0.2210 -0.1141 -0.3465 

19 -0.4737 -0.1321 -0.0550 -0.5618 -0.0286 0.0139 

で， 1は要素がすべて 1である ρ次単位ベクトノレを示す。

さて，この丸を求めるには，常法によって，ラグランジュの乗数 Aを使用

し目的とする関係式(5.20)の最大化をはかる。

まず，z.=lとすると，上の関係式より

1Jf，ー=tt'ADg，(I一一1一ρl'一)Dg
引
A，っ -A，ーtー/t，ー

を t1'の要素について偏微分し，結果をゼ、ロとおくとよい。ここに Dg，は gl

の要素を対角に並べた対角線行列を示し，Dg，l=glとなっている。

上の関数についての計算を整理すると，

A'(gω一生証旦.i-tlAI
¥ 0 p / 

を得る。

ここで glを求めるには，上式について逐次収束計算を行なう。まず，V([)三

AA'lj V'P亙亙'1なるベクトルをつくり，この最小要素の行番号 Jを見つける。
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表 5.14 第 14巡回計算後のクァーティマックス解(最終解)

一戸~| Gl G2 G3 G4 G5 G6 

0.1554 0.1159 -0.0915 0.0219 0.0257 

2 0.2017 0.1433 0.0180 0.0036 

3 -0.2874 -0.0727 -0.0687 -0.0011 

4 一0.2010 -0.1800 -0.0180 -0.0042 

5 -0.3344 -0.3063 0.0151 -0.2302 0.1283 

6 -0.5296 -0.3240 -0.1952 0.0892 -0.2732 -0.1948 

7 -0.3777 -0.3713 -0.1937 0.0696 -0.1632 -0.0479 

8 -0.2990 -0.3327 -0.0261 -0.0761 -0.1084 -0，0079 

9 -0.2994 -0.3939 -0.1463 0.0035 -0.1509 0.0166 

10 0.0309 -0.1235 0.0515 0.0141 0.1777 

11 -0. -0.0583 -0.0810 -0.0721 -0.0232 -0.0339 

12 -0.2527 -0.5324 -0.1432 -0.0697 -0.1807 0.1185 

13 -0.4315 -0.4929 -0.2224 -0.1288 -0.1158 0.1206 

14 -0.3166 -0.3720 -0.2617 -0.0976 -0.1566 0.1922 

15 -0.4006 -0.4971 -0.2905 -0.0092 -0.2298 

16 -0.5660 0.0051 0.0433 -0.0508 -0.0028 

17 -0.6366 -0.0720 -0.0753 -0.0394 

18 -0.5414 0.0676 0.0554 -0.1037 .....___ 
19 -0.4920 -0.0947 -0.0558 -0.0293 0.0198 

そして d の第 l行ベクトノレに着目し， これを t[l]として

At[l{ ~ gl 

とおき，はじめに gの初期値を与えておく。

次に，反復収束の手順を示す。

( i ) 伴内ーかgt'gl)を計算し，引とおく。

(ii) Ut! .;高'Uを求め，t1とおく。

(iii) At1を求め glとおき，上の手順 (i)にもどす。

次に，g2を得るために，i=2として
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表 5.15 バリマックス解(最終解)

Gl G2 G3 G4 G5 G6 

0.0892 0.1868 

2 0.1099 0.1001 

3 -0.0080 -0.1468 

4 -0.0856 -0.1354 

5 -0.1873 -0.1051 

6 -0.4236 -0.3248 

7 0.5958 -0.2737 

8 

9 

10 

11 -0.2322 己竺~ -0.2670 -0.0461|-0.36811 0.0202 

12 -0.0074 -0.0741 -0.1901 -0.2581 -0.2331 

13 0.2150 -0.2217 -0.1330 -0.2401 -0.2005 
r-ーーーー一

14 -0.1519 0.2135 -0.2323 -0.1247 -0.0506 

15 -0目2581 0.2101 -0.2862 -0.2415 -0.2753 

16 0.1738 0.7151 0.0396 -0.0154 -0.1591 

17 -0.2786 0.7480 -0.0955 -0.0615 0.0316 -0.1935 

18 -0.1090 0.7538 0.0531 -0.1628 -0.0898 -0.1358 

19 0.6087 -0.0461 -0.0420 0.1818 -0.0654 

t2't1ニ 0，

t2't2 = 1 

なる条件下で，ラグランジュの乗数 ).12，んによる関数

1Jf2=ρσ22-2 t2't1).12-t2't2).2 

を t2'について偏微分し，ゼロとおく。この計算式を上の条件によって整理す

ると

( n. (3) g2/12' g2 ， (I-t1t1')A'~g2(3)- <>..，，~<>" ) =t2).2 

を得る。さらに，gl=At1であるから，上式左辺の一部分は
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[1-t1t1']A' = A' -t~l' 三 A(2l

と置き換えることができる。

ここであの際に実施したのと全く同様の反復計算にはいる。まず，g2の初

期値を得るために，gt+V【1l三 Yω なるベクトyレをっくり，その最小要素の行

番号 Jを見つける。そして d の第 l行ベクトルを t[l] として t2の初期値と

し，最初の g2三 At[z(を求めておく。

次に，giを求める反復収束の手順を示す。ここに rは各 zに関する収束の

ための巡回番号で， i=2， 3，…，qについて実行する。

→( i ) れ (ν宇山)=九
(ii) Ui(Tl/ .;耳二苛二~= ti(吋

一 (iii) A的 ti(吋 =gi

ここで，iを更新するには，gi十 Yω 三 V(i+ll での最小要素の行番号 lを見

つけ，A の第 f行ベクトルを ti+1の初期値とし，(i)および (iii)の第 i番

めの d の代わりに，次式の左辺で示される d の残差行列を使用し， (iii)か

ら出発する。

(20
) 斉時パリマックス法 この方法は，q個の因子が同時に簡素構造に

関するパリマックス基準を最大化するように回転する。したがって，上の変法

(P)のように因子を 1つずつ定めていくのとは異なり，いっせいに q個の因

子を定めてしまう。計算法は，やはり逐次収束法によるが，q個の因子に関す

るパリマックス行列全体を同時に反復計算する。

この計算結果は，丸めの誤差を除いて，完全に 5.2.2項の Kaiserによるパ

リマックス解と同一になる。しかし，ここで提唱する計算手順によると，計算

誤差が自動修正されて誤差を蓄積しない利点を有している。

また，計算所要時間を比較すると，小さな行列の場合は 5.2.2項のほうが速

いが，他方大きい行列の場合にはこの変法(20
)がわずかに速いようである。し

かし， 日常の因子数が 10-15程度であれば， 計算機の記憧容量や計算速度の

うえで大差ないと考えてよい。

いま，数式上の記号を00)と同じように用いて，T'T=1なる条件下で関数
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を最大にすることを考える。したがって，変法(10
)のように D豹l=giとしん，

ん，をラグランジュの乗数とすると，

(_ 11' ¥ _ q 

V4=tJ2441I-71DJtrtAA44+，互yt44zt'
(iキzワ

を母数 t/で偏微分してその結呆をゼロとおく。ここでも変法(10
)と同様の整

頓を行なうと，

向

AT
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を得る。ここにふ'=[J.li' ).2i'…， ).qil を示している。

上式は，各 zに関しまとめて

A'( G(3l -!GDp/J = T A 
¥ P 0' 0>/ 

と表現できる。ここに Dg仰はすべての zについて g/giを第 i対角要素と

する対角線行列を示し，また A=[ll>λ2，…，ん]として A=A'である。

ここで P と Q を正規直交行列すなわち p'p=ιQ'Q=ιとし， また d

を対角線行列とすると，上式左辺は P.1Q'で表現できる。したがって

P.1Q'A-l = T 

を満たす T を求めることになる。

さらに，P.4Q'三 Cとおき，T'T=I， A=A'および PとQの正規直交性より

A-l = Q.1-1Q' ， C'C = Q.12Q' 

が示されるから，上の T は

Tニ CQ.1-1Q'

とも書ける。数値計算はこの式によって反復収束法で解を求める。

その手順は，まず初期の G を与えることに始まり

ArGω-!GD"/"，) = C 
¥ P 0・0・/

( ii) CC' = Q.12Q'→Q，.1 

(iii) CQ.1-1Q' = T 

AT=G 
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によって，各段階の左辺を計算して右辺をつくっていく。そして (iv)で G を

得れば， これを (i)の左辺の Gω と Gに用いて反復計算を G が安定する

まで行なえばよい。

(30
) 逐次一般パリマックス法 この方法は， さきの変法 00)と同様に，

反復計算の毎回の過程で因子を 1個ずつ定めるもので，q個の因子を同時に与

えるのではない。そして，この変法の特徴は，最大化するパリマックス基準の

一般化を意図し， +1より小さくない任意の正の偶数乗の因子負荷要素の分散

を基準として最大化する回転法になっている。すなわち，因子負荷要素の4乗

とか， 4/3乗とか， 一般に分子が偶数で分母が分子より小さい奇数であるよう

な指数 (k)乗の分散を基準として最大化する。

k = 2ml/(2m2-1) ， 正整数 ml~ 1， 正整数 m2三三 ml

さらに，この回転法の特殊な場合として，因子負荷量の絶対値の分散を最大に

する回転を与えることもできる。すなわち，指数の分子が偶数で無限に大きく

なり，分母が分子よりも 1だけ小さいとき，この指数を議とすると要素の絶対

値の分散を基準とするものに近づく。

さて，この回転法は次のように行なれまず， Gの第 1行列を gl=At1 と

し， また gl【却を glの各要素の h乗を要素にもつベクトルとする。もちろ

ん gl山の要素はすべて非負である。

いま，t1't1 =1の条件下で

.. ./ _ 11' ¥ー
gl(kl'! 1一一p)gl(kl三 (h

を最大にする t1'について考える。

このためにラグランジュの乗数んを用い

lJI"l=仇-kJ.1t/t1

なる関数をつくる。この式は容易に

1_ 11' ¥ 
lJI"l = t川 Dgf刊--; )Dg，k~IAtl-kJ.ltl't 

と書けるから，t1'で偏微分しゼロとおいて
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A'( gl (2k-寸
をうる。この式に基づき，変法 (10

) で示されたような適当な初期値 glから次

の反復収束の手順に従う。

l→( i ) 

I ( ii) 

L (iii) 

A'( gl (2k-1) - : gパ ν)= U1 

U1/イU1'U1=t1

At1 =gl  

一般に， G の第 1列 giの計算には変法(10
) で記述したように tiの初期値を

得てのち，上の手順 (i)と (iii)の d の代わりに，次式の左辺で示される A

の残差行列

A(i+ll = A(i) -git/ ， i = 1，2，3，…，q-l 

を使用して (iii)から出発する。その他の手順は変法 (10
) と同様である。

(40
) 斉時一般パリマックス法 この方法は変法 (20

) のようにすべての q

個の因子が同時にパリマックス基準による簡素構造を満たし，しかも変法 (30
)

におけるように +1より小さくない案乗の因子負荷量の分散を最大にするよう

な回転解を与える。

この基準と計算式の特徴は，

G=AT， k=2mt{(2m2-1) 

とおいて，m1 と m2 を正整数でまた m1~m2 とするとき， Kaiserの基準を一

般化した関数

中kl'(1 -1;' ) G(k) ]三。
を T'TロIなる条件下で最大にするような Tを求めることである。 さらに，

上式は d とtiにより，次のように書き直せる。

1_ 11' ¥ 
。=戸川DrIII-7lDrdtz

したがって，ここでふたたびラグランジュの方法により，次式の関数

I[f = rt-ktr. [T'TA] 
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を考える。ここに dはラグランジュの乗数の対角線行列である。このグを T

の各列ベクトル t/で偏微分し，その結果をゼロとおくと

1_ 11' ¥ 
A'Dg/-l(I-ヲー)Dg/-1Ati-TJ..i = 0 

を得る。これを iについてまとめると

A'B = TA.， または T=A'BA.-l 

ここに B三[，810，82，…， ，8q]， 

，8i == gi (2k-1)合i(k-1) l' gi ( 

となる。これを解くには，まえの変法(20
) におけるのと全く同様に正規直交行

列 P，Qを用い，

A'B = P.1Q' 

とおく。ここに dは対角線行列である。このとき上の T は

T = A' BQ.1-1Q' 

と書ける。

数値計算にはまず G に近似する初期値から出発し P.1Q'を求め，次いで

PQ'=Tによって Tを算出して AT=Gを得る。ここで反復計算のために，

得られた Gによって Bの値を更新する。このような反復収束を手順で示すと

次のようになる。

「→(i ) 

I (ii) I ( 11 

I (…) I (111 

L (iv) 

ジト1)ーヤ叫i(k) = ，8i' B == [，810 ，82' ...， ，8q] 

A'B = P.1Q' 

A'BQ.1-1Q'二 T

AT=G 

5.2.4 パリジム法

1962年に Hurley と Cattell によってプロクラステス問題 (Procrustes

problem)が因子分析にとり入れられて以来， これに類した発想によって新た

な回転法が開発されてきている。

元来この問題は，与えられたこつの pxq行列 d と B に関し，A にある
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直交変換 Tを施し Bに近似する際，その残差行列 E=AT-Bを最小にする

ような Tを最小2乗法で求める。これを直交プロクラステス問題(orthogonal 

Procrustes problem)とよび，具体的な数式のうえでは

TT'= T'T=l (5.29) 

の条件下で，

AT=B+E (5.30) 

として，tr.{E'E}を最小にする Tを求めることである。

このような Tはラグランジュの乗数からなる q次対角線行列 Lを用いて，

。三tr.{EE'} +tr. {L(T'T -I)} 

= tr. {T' A' AT-2T' A'B+B'B} +tr. {L(T'T-I)} (5.31) 

を Tの各要素で偏微分し，ゼロとおいて整理した次の連立方程式

8= PT+TQ (5.32) 

P三 AA，8三 A'B，Q三 2(L十L') (5.33) 

を式 (5.29)のもとに解いて得られる。

しかし実際に上式を解くには，既知として得られる対称行列 8'8および

88'から始められる。この双方の行列の q個の固有値は同じで， これらを要

素とする対角線行列を Dsとおしまた，双方の固有ベクトルを対応する固有

値順に列に並べた行列をそれぞれ W および Vとすると

88= WDsW' ， 8'8= VDsV' (5.34) 

ここに WW'= W'W= VV'= V'V=I 

と書ける。さらに， 88'は T8'8T'にも等しいことが容易に示され

WDsW' = TVDsV'T' 

が得られる。

したがって，

野T=TV または T= WV' 

が知れ，求めんとする Tが得られることになる。

(5. 35) 

(5.36) 

(5.37) 

とくに，Aと B の双方の列の数がランクになっているとき，すなわち行列

8S'が王値定符号 (positivedefinite)ならば，TT'=Iのもとでの B.F.
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Greenの結果は上の特殊解として示され，式 (5.24)は

8 = (p+Q)T (5.38) 

と得られる。したがって，

88' = (p+Q)2 

さらに

P+Q = (88')1/2 = WDS1/2W 

によって，式 (5.37)の代わりに

T= (88')ー1/28

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 

が得られる。この結果は直交プロクラステス問題の特別の場合であるが，因子

分析の回転法の開発にしばしば直接的に利用されている。

さて，この直交プロクラステス問題の解を適用する一つの試みとして， P.H. 

Schonemannは1966年にパリジム法 (VARISIM method) とよばれる直交

回転を開発し具体的な方向を示唆している。次にこの方法を要約する。

いま，上のように因子負荷行列を A，直角回転行列を T とし，回転して得

られる因子負荷行列を前項からの G とすると， この G は上記のプロクラス

テス問題の B に対応している。ここで，Aの第 i行ベクトルを a;'，Tの第

j列ベクトルをめとし， Gの (i，j)要素を gりとすると

AT = (a;'tj) = (gり)=G (5.42) 

であり， Kaiserのパリマックス基準を最大にするためには， ラグランジュの

乗数行列 L を用いた次の関数件をつくり

。=p .L;.L; (a;'t)L.L; {.L; (a;'tj)2}2+tr. {L( T' T -I)} ， (5.43) 

このゆを T で偏微分し，結果をゼ、ロとおいて整理すると次式をうる。

Sニ PT十TQDg-1 (5.44) 

P=A'A， Dσ= di均ag(T'A

G*ニ p以(Al町ヲωDg-1， Q=一(仏L+L')/4= Q' 
(5.45) 

上の式において (AT)<3lは ATの要素をそのまま 3乗してできる行列を示し

ている。

このように回転基準から得られる式は，ほとんどさきの式 (5.32)または
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(5.38)に類似した形式になり，式の形のよいときには代数解が得られることが

ある。しかし，このパリマックス基準の場合には， Gネ自身が求めようとする

T の関数になっているために，反復収束法によらざるをえない。

この数値解法は，まず与えられた pxqの因子負荷行列 Atをインプットし

て各列につき規準化する。この規準化の変換行列を N，規準化された負荷行列

を d とし，同時にこれを回転のための初期行列 Goとする。

そして式 (5.40)，(5.41)および (5.45)による反復計算で最終的に収束精度

を満たす Tを求める。最後に N をdに乗じた A十にスケールをあわせて因

子パターン G十を得ることになる。 このパリジムのアルゴリズムを次に示す。

( i) A十を読み，A=N-IAtとする d と N-lを求める。

( ii) Go=A 

→(iii) D，=diag (G，jG'_l) 
(iv) G，*=po.ι1ωG，-l 
( v) 8，=A'G，t 

(vi) 8s/= WDs，W'なる W と DSiを求める。このとき，Ds，の
すべての要素 d向が負でなければ (vii)にすすむ。 もし， 負を示

すものがあれば計算を中止し，原因の検討を要する。

(vii) T，= W，DS，-1/2W/8， 

(viii) Ei=AT色-0.ト1*三 (ek/む)として，tr.(E/Ei)が最小になるよう

に Tiの各列の方向(符号)を定め，E，を決める。

( ix) max lek/臼|をあらかじめ指定した収束の精度定数 cど比較し，

これより大きければ (x)にすすむ。もし大きくなければ， (viii) 

における民によって結果を表示する (xi)にすすむ。

( x) G，=AT，によって，新たに G，を求め，収束のための巡回回数

iを増し，手順 (iii)から反復する。

(xi) AbNAによって，Git=AtT，を算出する。この G，tがパリ

ジム法での結果である。このとき参考として，巡回の回数や最終

的な maxlek/'】iと cとの差や T包をも表示できるようにしてお

くとよい。

次に，このパリジム法と周知のパリマックス法との回転結果の性格的な比較
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を吟味しておく。もちろん，双方とも定式化と回転の基準が全く異なるわけで，

一概にその長短を論じることは複雑である。しかし，検証的な文献や適用経験

によりいくつかの性格が知られている。

まず，回転行列 Tを得る際の安定性に関し，本項のパリジム法はパリマッ

クス法よりも安定していることがいえる。一般に，パリマックス法では初期の

因子負荷行列の微細な差異にも敏感に変化し，とかく気がかりをもつことがあ

る。他方，パリジム法ではこのような初期の因子負荷行列の無作為な変化に

も比較的安定した結果が得られる。このことは， いずれも回転行列の一意性

(uniqueness)を有しているが，パリマックス法のほうが十分すぎるほどにきび

しい回転の停止基準をもっていることになる。

また，観測値ベクトルの分散成分に対する回転後の因子行列の寄与の割合を

比較してみよう。この寄与の割合は，斜交でも直交の場合でも因子行列の列要

素の 2乗和に比例するが，一般にパリジム法はパリマックス法よりも寄与の割

合がいくぶん大きい。とくに，行列が大きいほどこの傾向はめだち，パリジム

法の好ましい性質のーっとされる。

次いで，双方の因子軸を直交性のできばえという観点から考察しよう。

Sch加 emannの検証によると，パリジム法の結果は，パリマックス法よりも

斜交回転の結果とくにカイザー・ディックマン法による斜交解にやや近いこと

がいわれている。したがって，直交d性の立場ではパリマックス法がすぐれ，他

方，カイザー・ディックマン法が斜交解であってもこれによる因子は平均的に

相関の度合いが低く，実用的に好ましいといわれる意味では，パリジム法も直

交解のうちで好ましいもののーっと考えうる。

終わりに，やはり重要な性質として演算処理の時聞について比較してみる。

この場合，明らかにパリマックス法がパリジム法より速く， 10因子程度の場

合で後者は前者の 5ないし 10倍以上の時聞を要し費用のかかるものになって

いる。

このようなことから現段階のパリジム法はいくぶんの長所を有しながらも，

知名度の高いパリマックス法にとって代わるほどの有用性を示すに至っていな

いと結論される。
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5.3 数個の因子負荷行列を開時に相似な簡素化構造

とする直交回転法

前節までの直交回転法は，一群の観測標本により一つの因子負荷行列を推定

し，これを回転して簡素化構造を得るという多因子解法の中の一つの標準的な

手順であった。

しかし，ある場合には，異なった時点やカテゴリーで数個の観測標本群 (sub-

population)を得て比較することがある。このとき前節のような回転法をそれ

ぞれの因子負荷行列に別個に行なうと，必ずしも同様な共通因子がみられると

いう保証はなく，むしろ異種の因子が抽出・解釈されてくることが多い。もち

ろん，異種の因子によって異なった時点やカテゴリーでの対象の性格を比較検

討する立場もあるわけである。しかし，もし推論のモデ、ルとして因子の不変性

(白ctorialinvariance)を前提としているのであれば，異種の因子が抽出されて

きたのでは困るわけで、，上記のように各因子負荷行列を別々に回転したのでは

因子の不変性という観点から不都合である。

このような h個の母集団聞の因子の不変性について， Meredeth (1964)は共

通因子と観測特性の間で線形性と誤差分散の等質性の二つを仮定したとき，式

(3.1)と(3.4)に関して任意の第 s母集団から観測された確率ベクトル

x<s) = Afω+8<s) ， 1 :s:; s :s:; k (5.46) 

の母分散共分散行列 :E<s) が

:E <s) = AO <s) A' + 7p' (5.47) 

で表現できることを示している。そして，この二つの仮定が同時に満たされな

ければ，因子解の性質として因子に関する不変性は成立せず，因子ノfターン行

列も残差誤差行列も各母集団ごとに異なってくるわけである。

しかし， この Meredethの仮定だけからでは， なお次の二つの立場が考え

られる。すなわち，因子評点の分散共分散行列部分を一定に保って，母集団ご

との因子パターン行列に差異の変化をもたす立場と，因子パタ}ン行列を同じ

一定のものにして各母集団の因子評点の分散共分散行列に差異の変化をもたせ

る立場とがある。ここでは，もちろん，後者の立場をとるわけであるが，この
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ときにも，標本によって推定された各因子パターン行列の差異については，そ

れが無作為な変動によるためか否かということや，また別の観点から，母集団

の比較に先だち，各因子行列が簡素化構造のうえで十分によい接近を示し解釈

しやすい結果になっているか否かという現実問題に直面する。 Cli任(1966)は，

これらに関し 2因子の場合に限って，各因子負荷行列に直交回転を逐次行なっ

ていく方法を示した。

Bloxom (1968)は， これをさらに一般化し，k個の母集団の各 q個の共通

因子の不変性に関して，同時に最大の相似性と簡素化構造が得られるような直

交回転の方法を提唱した。したがって，この方法によると，実質科学上で検証

を意図する因子の場合にも，また探索的にどのような因子が抽出されるかとい

う場合でも，環境・時間・カテゴリーなど条件の異なる数個の母集団を通じて

不変な共通因子を抽出し解釈するのに有効である。

いま， 式 (4.4)の G，A，T と同様に， 第 s母集団についてのそれぞれを

G(，)， Aω， T(，)で示すことにする。すなわち

G(，) = A(，) T(，) ， s = 1，2，…，k (5.48) 

とし，すべての sを通じて因子数は同じ q個であると仮定する。

このとき本節での問題は，任意の sに関する G(叫が，他の k-1個のど

に関する G(，勺と最大に相似 (maximumsimilarity)になって，しかも，その

ような相似な G(叫が簡素構造になるように直交変換行列 T(，) を求めること

である。

さて， ここで簡素化構造を得る一つの良好な基準(criterion) としては，す

でに 5.2.3項の(20
)で Kaiserや Horstの示したパリマックス基準

ム8.8)=巾川町(1-与)Gω(2)J (5.49) 

があげられる。ここに G(sp) とは Gω の各要素の2乗値をそのまま置き得

られる行列を示している。

また一方， Horst (1966)は上の基準。(8.S) の添字を変えた次の関数

内凶作 tr.[Gぺ1-与)G(，/)(2)J (5.50) 
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が G(S)と G【めの聞の相似性を示すーっの指標になることを示唆し，これを

コパリマックス基準 (covarimaxcriterion)とよんでいる。この基準は GMP}

と G的 (2) の対応する列の共分散の和に関するものである。

したがって，上の二つの基準について

k 

E10M 

を考えると， sキs'であるすべての s'については Gω と G川の相似性に関

する基準値を含み，さらに s=s'については G(叫自身のパリマックス基準に

よる簡素構造を得る基準値をも含んでいることが知れる。そして，いずれも最

大化が望ましい基準値の和になっている。そこでBloxomは， これを特定の

sについてでなく，すべての sについての和を基準値として

や=E1Eトめ (5. 51) 

を提唱した。

このようにして本節の解析的問題は，すべての s=1，2，…，kについて

T(8) T(，)' = T(8)'Tω=1 (5.52) 

という条件下で，式(5.51)の ψを最大にする T(1)， T(2)' "'， T(却を同時に求

めることになる。

この解法は，常法により，まず条件式 (5.52)にラグランジュの乗数を付し

て ψに加えた関数をつくる。次いで，これを Tω の各要素で偏微分してゼロ

とおき， T(叫の要素とラグランジュの乗数に関する連立方程式を解くことにな

る。この際に，上の関数を Tω の各要素で偏微分する観点からいうと，各 G(討

の列 jごとの寄与めを考えれば、よく，

併向j三 S兵話1ぷ三え釘針1FFGG九{臼ω川(，)/2)叫州}げj

k 

-I: {(Tω/T(')jー1)ん)jj+2I: TωJ/Tωj).ωjj'l ， j = 1，2，…，q 
fキJ

(5. 53) 
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について T(叫の第j列ベクトル T(叫j の要素で最大化すればよいことが知れ

る。ここに A(8)}}ゃん)jj' はラグランジュの乗数である。

さて，この a<tj/aT(8)jの実行に先だって，<tjの右辺をすべての Aω と T(叫

の要素にもどしておかねばならずかなり複雑な式となるが，偏微分を実行して

ゼロとおいた結果を整頓すると，次式が得られる。

A(，)'Gωj-Tωλ(s)j = 0 (5.54) 

ここに G州諸DC(S)j(I-与)G川川DC(S)j(I一号)GJ
(s'キs)

(5. 55) 

で，DC(s)}は G(S)jの要素を対角とする対角線行列を示している。さらに，上

式 (5.54)を j=1，2，…，qについてまとめると，

A(s)'Gω-T(，)A(s) = 0 (5.56) 

が得られる。また，A(叫が正則であることを用いれば，変換行列 T(s)は

T(，) = A(S)'G(s，A(，， -l (5. 57) 

で示されることになる。

このような T(討によって d川 Tω=Gω は与えられるのであるが， この

Tω を得るには，上式の A(S)-1 を直接に算出せず，q次の二つの正規直交行

列を介入させ逐次的に Gω と T(S) を更新する Eckart-Y oung法によって反

復収束して得られる。この解法の考え方と具体的な計算手順は，すでにまえの

5.2.3項の(20
)および(40

)で示しているものと同じである。

5.4 計算プログラム

5.4.1 クァーティマックスj去

回転に関して不定性をもっ因子負荷行列に直交回転を行なう一法として，

Burtによるクァーティマックス回転を行なう。 この回転は，与えられた因子

負荷行列の行(観測特性)方向の要素の 4乗の分散の和，すなわち，因子負荷行

列の要素の釆和を基準として最大化する変換を行なうことになる。
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(output) 

因子負荷行列，のちに回転後の
負荷行列，共有性，分散

巡回回数

クァーティマックスの基準値

巡回前後の基準値の差

変換行列

出力

A(I， J) 

LCY 
QN  

DIF 

TRM(I，J) 

(input) 

変量の数

共通因子の数

ゼロのとき最終結果のみ 1なら
ば中間の巡回結果も示す

収束判定のための定数

因子負荷行列

カ入

K 

Nj. 

IC 

DC 

A 

ORTHOGONAL ROTAT 1 ON BY 6lUARTJ MAX METHOO 
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01門ENsrONA(30.30)・TRM(10.10)
1 REAO (40.100) K.NF・rc.Tc

WR1TE ($0・200)
00 2 J-1.NF 
REAO (40.101) (A(l・J)・1・1・K)

2 WR1TE ('0.201) (A(I.J).I・1.K)
OP~O.O 
LCY担。

00 4 1 sl・NF
00 3 Js1.NF 

3 TRM<l.Jl=O.O 
4 TR阿(l.ll=1.0
う由N=O.O

DO 6 1=1・K
6 A(I.NF+1l=O.0 

00 7 J=l.NF 
A(K+1.Jl冒 0.0
00 7 1-1.K 

A(I.NF+1)-A(I.NF+1)+A(I.Jl・6・2
A(K+1.J)-A(K+1.J)+A(I.J)・4・2

7由N=由N+A(I.J)*・4
OIF=ABS(41N・OP)
1F(0IF-OCl 9.9.8 

8 1F (lC・lCY)9.9.11 
9 NF=NF+1 

WR1TE (50.20') LCY・NF
KS=l 
KE-5 

10 1F(NF-KE) 11.11.12 
11 KE-NF 
12 WRITE (ラ0.203】 (J.J-KS・KE>

00 13 1-1.K 
13 WRITE (雪0.204) 1・(A(1・J)・J-KS.KEl

1F(NF・KE) 14.14.15 
14 KE-KE・1

WR lTE (50・205) (A(K+1.J).J-KS.KE) 
NF-NF・1
GO TO 16 



15 WR ITE (50・205) (A(K+1.J).J-K5.KE) 
K5=KE+1 
KE-KE+5 
GO TO 10 

16 WRITE (50・206)唖N.DIF
JF(OIF-OC) 33・33.17

17 OP-IiIN 
LCY=LCY+1 
MM-NF・1
00 32 J・1.MM
JJ・J+1
00 32 J~Jl.NF 
VaO.O 
0-0.0 
00 18 L-1・K
V-V+4.0婚A(L.J)普A(L・J)帯 (A(L・J)・・2・A(L・J)・骨2)

5.4 計算プログラム一一 123

18 O-O+(A(L・J)鋳骨2・A(Ld)・*2，**2・(2.0・ML.J)・A(Ld))・6骨Z
lF(O) 19.32.19 

19 EE-ABS(O)+ABS(V)・0.000001
lF(EE) 32・'2.20

20 TANF-AB5(V/O) 
J F CTANF・0.001159) 21.21.23 

21 JFCD) 22・32・32
22 5N=0.707108 

C5・SN
GO TO 27 

23 1 F CTANF・ぅ7.2899) 25.24・2・
24 SN=0.38019 

C5-0.92491 
GO TO 27 

25 C5=1.0/5由RT<1.0+TANF冊TANF)
SN.C5HANF 
CS-5由RT<(1. 0+(5) 12.0) 
SN-5NI (2.0'・CS)
CS-5由RTC(1. 0+(5) 12 .0) 
5N-5N/(2.0・C5)
JF(O) 26.27.'7 

26 TEI'P・CS
CS=O.70710R*CCS+5N) 
5N・0・707108骨CTEMP-SN)

27 JFCV) 28.29.'9 
28 SN・・SN
29 00 3.0 L・1.K

TEMP-A(L・J)
A(L.J)・A(L.J)'・CS+A(L・1)，・SN

30 ACLd)・A(LoI)・CS-TEMP*SN
00 31 L・1.NF
W-TRM(L.J)，・CS+TRMCL.J)'・5N
TRMCL・J)・TRMCL・1)・cs・TRH(L.J)，・SN

31 TR附(L.J)・w

32 CONTJNUE 
GO TO 5 

33 WRlTE (50・207)
WRJTE (弓0.20司3
00 34 1-1・NF

34 WR ITE (50・204) 1・CTRM(J .Jl・J・1・NF)
GO TO 1 

100 FORI'AT (3J2.F10.8) 
101 FORMAT C12F6.5) 
200 FORMAT (21H INPUT LOAOING HATRIX/) 
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20t FORMAT C8FI0.5/) 
202 FOR附AT (l28H由UARTIMAX SOLUTION OF CYCLE・14.1150X.4HCOL..13.20HSH 

10'115 COM附UNALIT 1 ES) 
203 FORMAT CIII0X.ぅCI8.2X))
204 FORM̂ T C/II0.5FI0.4) 
205 FORMAT C/2X.8HVARIANCE.5FI0.4) 
206 FORMAT C/I0X.19H唖UARTIMAXCRITERION.F12.8・5X.11HDIFFERENCE・F12.al

111) 
207 FORMAT CI123H TRANSFOR例A1I0NHATR 1 X ) 

STOP 
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END 

パリマックス法

直交回転法の一種で， Kaiserによるパリマックス法を行なう。ここでは，因

子負荷行列の列(因子)方向の要素の 2乗の分散を基準とする粗パリマックス基

準を改良し，とくに共有性の平方根で負荷行列の各要素を除したものの2乗の

分散の最大化を行なう。この方法は規準パリマックス法とよばれ，直交回転の

うちでは最も頻繁に適用される。直交解であるから因子パターンと因子構造は

同一で，同時に，初期の因子負荷行列に対する変換行列が共有性とともにアウ

トプットされる。

5.4.2 

(output) 

巡回回数

各巡回および最終の因子負荷行列

各巡回におけるパリマックス基準

巡回まえの共有性

巡回後の共有性

巡回前後の共有性の差

変換行列

カ出(input) 

整理番号

変量の数

共通因子の数

巡回回数の限度

ゼロならば最終結果のみ
1ならば中間の巡回結果も示す

収束を判定するための基準値の
小さな差，たとえば 10-'

因子負荷行列

カ入

B

V

N

U

 

P
別

町

M

10 

CONV 

PMX(I，]) 

ORTHOGONAL ROTATION 8Y KAISERS VARIMAX METHO.D 

INV ・・・・ NO. OF VARIADLES 
INF ---NO. OF FACTORS 
HAX ・・・ MAX. 1'40. OF ITERATIONS IN A CYCLE 
10 ・・圃 O. TO LIST UP FINAL RESULTS ONLY 

1. TO LIST UP EVERY INTERMEDIATE AND FINAL RESULTS 
CONV ・・・ OIFFERENCE OF CRITERION TO SEE CONVERGENCE 

r
‘h
p
L
F
L
P

、r
L
P
L
r
・、
F
L
P
L
F

、
PMX ・・・ INPUT LOAOING MATRIX E

C
C
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DI~EN510N PMX(30.10)・FMXC30・10)・H(30).TRMC10.10)
COMMON PM~.FMX.H ・ 11

1 READ (40.100) JOB.IVN・IFN.MAX.IO.CONV
WRITE (50・200)
WRITE (う0・201) JOB・IVN.IFN.MAX・IO.CONV
CON5T・0.707108
RE510・0.001159
00 2 J・1.IFN
REAO (40・101) (PMX(I・J).l・1.IVN)
00 2 1・1.IFN
TRM(I・J)・0.0

2 TRM(J.J)・1.0
00 4 1・1・IVN
H(J)・0.0
00 3 J・1.IFN

3 H (1)・H(1) +P附X(1 .J)骨PMX(I・J)
H( 1)・5(¥)RT<H(1)) 

00 4 J・1.IFN
4 PMX C1.J)・PMXCI.J)/H(Il 

FN.IVN 
VPRE・0.0
INTE・1
IFL・IFN・1

:1 VNEW.O.O 
00 7 J・1・IFN
s・0.0
52・0.0
00 6 I・1・IVN
X.PMX (1 .J)・PI1XCI .J) 
5・5+X

6 52・52+X傍X
7 VNEW.VNEW+(FN・52・5*5)/FN・-・2

00 8 1・1.IVN
00 8 J-lo1FN 

8 FMX CI・J)・PMXC 1. J)・H(J)

IFClO) 11・11.9
9 WRITE (50・202) INTE 

WR ITE (50・203)
00 10 l=ldVN 

10 WRITE (う0・204) I・(FHX(1・J)・J-1・IFN)
WRITE (う0・206) VNEW 

11 IF(INTE-M~X) 12.12・H
12 I F (A自$(vNEw-VPRE>・CONV) .34・13.1)
13 00 33 J-1.IFL. 

11・，)+1
00 33 K・11.IFN
A-O.。
6-0.0 
C-o.O 
0-0.0 
00 14 1-1.IVN 
P1=PMX(1・J)
P2-PMX (1・Kl
U-P1*P1・p2・P2
v・2.0・'P1'降P2
C=c+u婚U・V俗V
D=-D+2.。梼U降V
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A-̂ +U 
14 S-B+V 

D・D・2.0骨A*B1FN
S-C-(A'・A・B・BlIFN
IF<D-S) 15.20・22

15 IF(B) 16.33.16 
16 TAtl4P・AsS(O/R)

IF(TAN4P・RESIO) 11.19・19
17 IF(B) 18.33・33
18 SINP-CONST 
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IF(B) 26.26・27
26 COSP.CCOSW+SI.NW)・CONST

SINp.(COSW・SINW)*CONST
GO TO 28 

27 COSP・COSW
SINP-SINW 

28 IF(O) 29.29.30 
29 SINP-・SINP
30 OO 31 I・1・IVN

P1・PMX(I・J)・COSP+PMXCI・KhSINp

P?・PMX(I・o僑COSP-PMXCI.J)*SINP
PMX(I.J)・P1

31 PMXC ItK)・P2
00 :92 1・1・IFN
W-'TRMCI・J)長COSP+TR附(1・K).・SINP
TRM<I・K)・TRH(I.K)*COSP-TRMCI・J)骨SINP

32 TRM(I.J).W 
33 CONTINlIE 

INTE-INTE+l 
VPREaVNEW 

GO TOラ
34 WRITE (50・207)

00 36 1-1・IVN
H(1l・H(ll骨H(I)

Im-o.。
00 35 J・1・IFN

35 HN=HN+FMX (1・J)・FHXCI・J)
HO冨 HN-H(I)

36 WR ITE (50・208) I・HCI).HN・HD
L-IFN/8 



lF(IFN-L*8) 37.38.37 
37 L=L+1 
38 00 41 J=1.L 

K=J~昨日

K1=K・7
lF(K-IFN) 40.4口.39

39 K=IFN 
K1 ~(J-1) *8+1 

40 WRITE (う0.209)
WRITE (里0.210) C1o! ・K1.K) 

00 41 I~l. IVN 
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41 WRlTE (50・204) 1.(FMX(1・JJ).J，J-K1.1O 
WR lTE (う0・212) (1.1 ・101FN) 
00 42 1=1.1FN 

42 WRITE (50.?04) 1.(TR~(1 ・ J) ・ J・1 ・ lFN)
WRITE (う0.21]) 
WR1TE (ぅ0.213> VNEW 
GO T01 

100 FORMAT (512.F12.5) 
101 FORMAT (12F6.5) 

200 FORMAT (1X.16HVARI例AX ANAI YS 1 51/ 1> 
201 FORMAT <1X.t8HI'lESIGN OF ROTATIONl/llX. 7HJ08 ・12113X.15HNO.OFV 

1ARIABLES・15・5X14 HNO.OF F̂ CTORS・151/3X.15HMAX. !TERAT'. C..151/3X 
2 ・ 16HINT~R. 1/0 SPEC..T411 3X・l.6HCONST・FORCONV.・1X.E12.51/)

202 FORMAT (3X. 9HCYCLE ・1311>
203 FORMAT (3X.27HINTERMEDIATE FACTOR MATRlx 11) 
204 FORM̂ T CI2.8C1X.F8.5)) 
20う FORMAT <1X) 
206 FORMAT (113X.17HVARl州AX CRITERION.5X.F1ち.811)
i6i ~6RMAT (11~X.46H PRE~COMMUNARITY NEW COMMUNARITY DIFFERENCE・11)
208 FORMAT (3X.12・，H5X.F10.5))
209 FORMAT (113X.13HFACTOR MATRIXII) 
210 FORM̂ T (2X.8C1X.4H F・12.2X))
211 FORMAT (//) 
212 FORMAT (1122H TRANSFORMATION MATRIXI12X.8(16・3X)) 
213 FORMAT (/3X.，4HTOTAL VARIANCE.F12.ぅ/)

STOP 
END 

5.4.3 逐次パリマックス法

前項のパリマックス法の一つの変法として開発された逐次ノξリマックス法に

よる直交回転を行なう。この回転法は，因子負荷行列の列(因子)方向に要素の

2乗の分散をそのまま考える粗ノミリマックス基準に基づき， 一つの因子負荷ベ

クトノレご、とに基準を最大ならしめ，かっ，互いに直交するベクトルとして逐次

算出する。

入 力 (input) 出力 (output)

P 収束判定定数 A(I， J) 因子負荷行列

N 変量の数 B(I，J) 回転後の最終因子負荷行列

M 共通因子の数 SQ(I) 因子軸とテスト項目との距離の平方和

NL 巡回回数の限度 町 (I) |巡回回数

A(I，J) 因子負荷行列 H(I，J) 変換行列



直交回転法128ー・ 5章

SUCCESSIVE FACTOR VARIMAX ROTATION 

P ---CONSTANT FOR CONVERGENCE 
N ---NO. OF VARIABLES 

問---NO. OF FACTORS 
NL ・・・ MAX. NO. OF ITERATIVE CYCLE 
A ---LOAOING MATRIX 

F
」

P

、F
L
P

、P
L
P
L
F

、r
L
r

、FL司

SUBROUTINE VARI2 IS RE&UIREO 

0lMEN510N A(30.1Q).B(30・1Q).H(10.10).C(30)・VC3O)・5骨(10).KV(10) 
01州EN510N85(10)・WClO).U(1Q) 
COMMON A.B 

1 READ (40・100) P.N.M.NL 
WRITE (50・200)
WRITE (50.201) (J.J-1.M) 
00 2 J-1・H

2 READ (40.101) (A(I・J)・1・1.N)

E 
E 

00 4 1-1・N
WRITE (50・202) 10 (A(I.J).J・1.M)
C(I)=O.o 
00 3 J毎 1.M

.3 C(f)=C(I)+A(l・J)持勢2
CCll=1.0/S時RTCCCI))
00 4 J=1.門

4 ACl.J)-CCll，・AC1 .J) 
00 5 J・1・M
W(J)・0.0

00 5 1.国1・N
5 WCJ)=W(J)+A(l・J)

FN=N 
AL冨 0.0
00晶 J=1・H

6 AL=AL+W(J)骨 骨P
AL=1.0/5唖~T(AL)
00 7 J=1・M

7 ¥'ICJ)=WCJ)*AL 
00 8 1-1・N
V(I)=O.O 
00 R J=l.M 

8 V(J)=Y(I)+AO・J)長W(J)
00 22 L=l.M 
LA=l 
DO 10 1=2・N
IF(V(LA)・VC!)) 10.10，9 

9 LA=! 
工oCONT!NUE 

00 11 J=1.M 

11 HCJ.L)aACLA.J) 
E=O.O 
00'19 K・1・NL
KVCL)・K
00 12 1・1・N
SCI.U-O.O 
00 12 J=1・H

12 BCI・L)-SCI.L)+A(!・J)φH(J・L)
B5(U・0.0
00 13 1・1・N
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21 ACI.J)・A(I・J)・B(I.L>・H(J.L.)
S骨(L)・AL
00 22 1・1.N

22 V(Il-V(I)+B(1・1.)
CALL VARI2 (V..C.N・M.I'IL.P)
WRITE (50.203) 
WRITE (50・201) (1.1・1・時3
DO 23 1・1.N

23 WRITE (50.20') 1.(8(1‘J) ..1・1.M)
WRITE .(50.204) (5曲(1).r・1.M)
WRITE (50.205) (KV(I)・1・1.M)
WRITE (50.20品〉
WRrTE (50.201) (1・I・1.M)
00 24 I・1.M

24 WRlTE (50.202.) !o(H(1・J)・J・1・M)
GO TO 1 

100 FORMAT (F5.4.3r5) 
101 FORMAT (12F6~5) 
200 FORMAT (1115X・34H5UCCESSIVEFACTOR VARIMAx ROTATIONII13H INPUT MAT 

1RrX) 

201 FORMAT (15X.7(16.3X)) 
202 FORMAT (10X.14・1X.7(F8.4.1X))
203 FORMAT (/17H VARrMAX 50LUTrON) 
204 FORMAT (/15H 5U川 OF5&.ROOT.7(F8.4・1X))
205 FORMAT (/12H CYCLE NO. ・3x.7Cr6・3X)>
206 FORMAT (//22H TRANSFORMATI0N MATRIX/) 

5TOP 
END 

[付] サブルーティン
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 SUBROUTl.NE VARI2 (W.V.I'I・M.NL.P)

01阿ENSIONAC30.10) .BO，)・10).W(30) .V(30) 
COM阿ONA.B 
DO 3 1・1.M
DO 2 J・I.M
A(I . J)・0.0
DO 1 K-l.N 



直交回転法

1 A(!.J)智 A(!.J)+B(K.ll*B(K・J)
2 A (J .!)~A (l .J) 
3 V(!)=l.Q 

E=O.O 
DO R L~l ・ NL
AL~O. 口
DO 5 1=1.門
W(!)~O.O 
00 lf J=1，M 

4 W(I)~W(I)+A(I.J)*V(J) 

130 - 5章

5 AL~Aし +W( I)梼V (I)
AL=SQRT (AL) 

E1=E 
E=AL 
IF(P-ABS(EI/E-l.)) 6.6.9 

6 00 7 1 =1、M
7 V(I)=W(I)/AL 
B CuNTINuE 
9 DO 10 1~1.N 

W (1)=白 .0

DO 10 J睡 1.f1
10 W(I)=W(l)TB(1・J)*V(J)

DO 11 l=l.N 
DO 11 J=l.阿
S=SIGN(l.O，W(I))*SIGN(l.O.V(J)) 

11日(l.J)=B.(I.J)*S
RETURN 
END 

斉時パリマックス法

5.3.2項のパリマックス法の変法で， 斉時ノξリマックス法とよばれる計算を

行なう。この基準は 5.3.2項のパリマックス法と同じで，逐次近似法によって

パリマックス因子負荷行列を得る。とくに，この変法は計算誤差が自己修正さ

れて誤差を蓄積しない利点をもっ。また，計算速度のうえでは，大きい行列の

計算ほど 5.3.2項の方法よりはやい。

5.4.4 

因子負荷行列

回転後の最終因子負荷行列

因子軸とテスト項目との距離の平方和

変換行列

(output) カ出(input) 

収束判定定数

変量の数

共通因子の数

巡回回数の限度

因子負荷行列

カ入

P 

N 

M 

NL 
A(J，I) 

SJMULTANEOUS FACTOR VARJMAX ROTATJON 

p ---CONSTANT FOR CONVERGENCE 
N ---NO. OF VARIABLES 
M ---NO. OF FACTORS 

NL ---MAX. NO. OF ITERATIVE CYCLE 
A ---LOADING MATRIX 

P
L
F

、r
、r
L
r

、F
‘u
r

、P‘M
F
L
P

・、
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C SUBROUTINE VARll AND VARI2 ARE RE由UIRED
C 
c 

OIMENSION A(30.10)・BOO・10).H(10.10).S(10.10).C(30).V(10)・KV(30)
OIMEN5ION B5(10)・W(30).U(30).5唖(10)
COM'10N A.B 

1 READ (40.100) P.N.M・NL
WRITE (う0・200)
00 2 I-1.M 

2 READ (40.101) (A(J・1)・J・1.N)
FN-N 
DO 4 I・1・N
WR ITE (50 ・ 20~) I.(A(I.J).J・1・M)
C(I )-0.0 
00 .3 J=l.M 

.3 C(I>=C(I)+A(I・J)*膏2
C(I)-1.0/5骨RT<C(1)) 

00 4 Ja1・H
A(I.J)=C(I )骨A(I.J)

4 B(I .J)-A(I .J) 

E=O.O 
00 14 L-l.NL 
LF-L 

00 6 J=l・"
BS(J)・0.0
00 5 I=l.N 

5 B5(J)-B5(J)+B(I.J)・*2
6 BS(J)=BS(J)/FN 

DO 7 I=l.N 
00 7 J=l.阿
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00 13 J・1.H
S C1.J)・0.0
00 13 K・1.H
KH-K+M 

13 BCI.J)・8(I.J)+ACI.1O・H(KH・J)
E1・E
E-" 
IF(AS5(E1/E・1.0)・P) 15.15.14 

14 CONTlNUE 
15 CALL VARI? (W.V.N.H.NL.P) 

WRJTE (う0・201)
WRITE (50・20.3) cl・1・1.M)
00 16 1・1・N

16 WRITE (.50・202) 1・(S(1 ・J)，J・1・H)
00 17 J・1・"
S由(J)・0.0
00 17 I・1.N

17 5冊(J)・s司(J)+R(J.J)・・2
WRITE (50，204) (5由(1)・ 1・1.H)
WRITE (.50・20.5) L 

WRJTE (.50・206)
WRITE (.50.203) (1.1・1.M)
00 18 1・1.M
Lal+阿

18 WRITE' (50・202) I・(H(L・J)・J・1・阿3
GO TO 1 

100 FORMAT (F.5.4.31.5) 
101 FORMAT (12F6..5) 
200 FORMAT (1.5X..，6H5IMULTANEOU5 FACTOR VARI附AXROTATIONI113H.INPUT HAT 

1RIX) 

201 FORMAT (/17H VARIMAX 50LUTION) 
202 FORMAT (10X.14・1X.7CF8.4・1X))
203 FORHAT (1.5X.7(16・3X))
20'与 FORMAT (/l.5H 5UH OF 5&UARE5.7(F8.4・1X))
205 FORMAT (/6H CYCLE・5X.15)
206 FORHAT (1122H TRAN5FORMATION HATRIXI、

5TOP 
ENO 

[付] サブルーティン 1
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、 SU日向。UTINEVARI1 (R.a.p.N ・NL)

OIMENSION RC10.10) ..0(30) 
NI-N+1 
Nl1~N・1

N2・N・2
00 1 1・N1・N2
00 1 J・1.N

1fiCl.J)・0.0
00 2 1・1・N
NI-N+I 

2 R(NI.I)・1.0
00 9 L・1.NL
00 3 1・1・N

3 O( J)・R(1・1)
00 .5 1・1・Nll
11・1+1
00 .5 J・J1・N
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OR-R(l.1)・R(J・J)
A-S曲目HO“・・2φ".0・R(l・J)・*2)
A・S6lRH(A+DR) I (2・O*A))
8=5也RT<1.0・A・・2)
C_S!GN(1.0.R(!.J)) 
00 ，. 1(・1.N?
U-R(I(・I)*A・cφR(K・J)*B
R(K・J)・-R(I(・ 1)・B後CφR(K・J)・A

，. R (I(.J)・u
00 5 K-1・N
U-R(l・K)・A・CφR(J・I()・晶
R(J・I()・・R(1・I()・B・C+R(J・K)・A

5 H(I.I()・u
00 6 1・1・N

6 0(1)・ABS(l>(1)・R(IoJ))

s・0.0
DO 7 1・1・N

7 S~AMAX1(S ・ 0(1))
00 8 1・1.N

8 0(1)・R(J.1) 

IF(S-P) 10.10.9 
9 CONTINUE 

10 RETURN 
EN口

[付] サブルーティン2
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SUBROUTl.NE VARI2 (W.V.N・M.NL.P)
0lMEN510N A(30.10).BC30・10'.WC30) .V(30) 
COMMON A.6 
00 3 l=l.M 
00 2 J・10M
A(I.J)・0.0
00 1 K-1.N 

1 ACI.J)-AC!.J)+B(K.!)*BCK.J) 
2 A(J. i)=A(1.J) 
3 V(i)・1.0

E=O.O 
00 R L=l.NL 
AL昌 0.0
00 5 l~l. 門
W (1)=0.0 
00 4 J-1，M 

4 W(l)=¥I{CI)+A(1・J.)*V(J)
5 AL=AL+W(l)傍V(I)

AL=SG!RTCAL) 
E1=E 
E=AL 
IF(P-ABS(E1/E・1.)) (>・6.9

6 00 7 lal.M 
7 V(I)=W(I)/AL 
8 CONTINuE 
9 00 10 l=l.N 

W( 1)=0.0 



直交回転法

DO 10 Jcl.fl 
10 W(J)=W(J)+BCI・J)*V(J)

DO 11 1=1‘N 
DO 11 J~l.M 
S=SIGN(1.0，W(1))*SIGN(1.0.V(J)) 

11 S(I，J)-S{l，J)*S 
RETURN 
END 
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逐次一般パリマックス法

パリマックス法の変法で， 逐次一般パリマックス法を行なう。

5.3.3項と同様に， 反復計算の毎回の過程で一つずつの因子負荷ベクトルを与

える。しかも，この変法の特徴は，最大化するパリマックス基準の一般化をは

かり， 1より小さくない任意の正の偶数乗の因子負荷要素の分散値を基準とし

て最大化する回転法になっている。また，この回転法の特殊な場合として，因

子負荷行列の絶対値の分散を最大にする回転をも与えることができる。

この方法は，

5.4.5 

P 

N 

M 

NL 

A(I，J) 

(output) 

因子負荷行列

回転後の最終因子負荷行列

因子軸とテスト項目との距離の平方和

巡回回数

変換行列

カ出

A(I，J) 

B(I， J) 

SQ(I) 

KV(I) 

H(I， J) 

(input) 

収束判定定数

変量の数

共通因子の数

巡回回数の限度

因子負荷行列

カ入

SUCCESSIVE FACTOK r，ENERAL VARIMAX 

P ---CONSTANT FOR CONVERGENCE 

N -ー-NO・OFVAR 1 AflLES 
11 --- NO. OF FACTORS 

NL --・ MAX・NO. OF lTERATIVE CY(LE 
FM1 ・・-AN INTEGER NOT LESS THAN 1 
FM2 ・・・ AN INTEGER NOT GREATF.R THAN FMl 
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SUBROUTINE VARI2 15 RE由lJIRED

DIMENslnN A(30.10).B(30.10).H(10・10).((30) .V(30) 
D1MENslnN KV(lO)・BS(10).W(10).U(30).S由(10)
(OMMON A.臼



1 READ (40・100) P，N，M・NL・FM1・FM2
WR ITE (50，200) 
DO 2 J=l，M 

2 REAO (40・101) (A( J， J) ・ 1~1 ・ N)
~IR lTE (50，201> (J，J・1，M)
FN=N 
00 4 Im1.N 
C(I)圃0.0
WRITE (50.202) I，(A(I・J)，J・1，M)
00 3 J=l・"

3 C(I)担 C(I)+A(I，J)骨骨2
C(I)=l・O/S四RTCC(1)) 
00 4 J-1，M 

4 A(I・J)-C(I)*A(l，J)
F=(2.0yFM1)/(2.0・'FM2・1.0)
F1=F・1・0
F2=2.0*F・1.0
AL・0.0
00 6 J-1・M
W(J)-O.。
00 5 1~1 ・ N

5 W(J)田 W(J)+A(I.J)
6 AL-AL+W(J)**2 

AL坦 1.0/SC:lRT(AL)

00 7 J-1・"
7 W(J)・W(J)*AL

00 8 1=1・N
V( l)・0.0
00 s J-1・H

8 V(I)・V(I)+A(I.J)・.W(J)
00 23 L曽 1，M
LA-1 
00 10 I・2.N
IF(V(LA)・V(t>)10.10・9

9 LA=I 
10 CONTItlUF 

00 11 J=l ， ~1 
11 H(J・L)・A(LA.J)

E=O.O 
00 19 K=l.NL 

KV(L)田K
00 12 l=l.N 
B(l・u=o・0
00 12 J=l，M 

12日CI・L)=円(i・L)+A(i.J)・H(J.L)
B5(L)-O.O 
00 13 1-1，N 
C(I)=(日(I，L)+C(l))/2.0
8(1・U=C(I)
BIL=ABS(B(I，L)) 

13日5(L)=BS(L)+EXP(F持ALOG(BIL)) 
B5 (L) =AS (L) /FN 
E1=E 
E=AL 
IF(P-ABS(E1/E・1，0)) 14・14.20

14 DO 15 1=1，1/ 

s I L-ABS (B (1， L)) 
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SI=SIGN(1.0・B(I・L))
15臼(1・L)-SI挙 (EXP(F2骨ALOG(61L))・(EXP(F1<・ALOG(6 I L，.) ))後6S(L))

AL=O.O 
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00 17 J=l.阿
U (J)~O.O 

00 16 l=l.N 
16 UCJ)=U(J)+~(I ・L)・A Cl .J)
17 AL=AL+U(J)普骨2

AL-S由RTCAL>
S曲(L)-AL
00 18 J=l.M 

18 H【J.L)=lJ(J)/AL
19 CONTlNlJF. 

20 00 21 l=l.N 
B(I・L)-C(J)

DO 21 J=l.M 
21 A( 1・J)=ACI・J)・a(I.L)，降H(J・L)

00 23 l=l.N 
U(I)=O.O 
DO 22 J~l.M 

22 U(I)~U(I)+A(I ・ J) ，・H(J.L)
23 V(J)・V(1)+日(I.L)

CALL VARI2 (V.C.N・H・NL・P)

WRJTE (う0.?03)
WR JTE (う0.201) (1・1・1.M)
DO 24 l=l.n 

Z今 WRITE (50.202) 1.(日(1・J)，J・1.M)
WRITE (500204) (Sω(1 )・ 1=1・M)
WRITE (ラ0.205) (KV(J)・ 1・1・M)
~IRJTE (50.206) 
WRJTE (里0.201) (J，J・1.M)
00 25 l=l.M 

25 WRJTE (ぅ0.202) I.(H(I.J)，J・1.M)

GO TO 1 
100 FORMAT (F5.4・315・2Fう.0)
101 FORHAT (12F6.5) 
200 FORMAT (15X.33HSUCCF.SSIVE FACTOR GENERAL VARIMAXII12HINPUT MATRIX) 
201 FORHAT (15X.7(lfi・3X))
202 FORMAT (10X.14・1X.7(F8.4・1X))
203 FORMAT (/17H VARIMAX SOLUTION) 
20'み FORMAT (/1うH SUM OF S~.ROOT.7(F8.4 ・ 1X))
205 FORMAT (/12H CYCLE NO. ・3X.7(16.3X))
206 FORMAT (//22H TRANSFORMATION MATRIX/) 

5TOP 
ENO 

[付] サブルーティン
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SUBROUTINE VARI2 (W.V・N.M.NL.P)
DIMENSION A(30.10).B(30・10).W(30).V(30)
COH門ONA.B 
00 3 l=l.M 
D02J=I.M 
A(I.J)=O.O 
DO 1 K=l.N 
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1 A(I.J)坦 A(I.J)+B(K.I)働B(K・J)
2 A(j，J)=ACI・J)
3 VCI)=l.O 

E=O.O 
00 8 L=l.NL 
AL=O.O 
00 5 l=l.M 
W(I)=O.O 
00 4 J自 1・M

4 W(!)=W(!)+A(1・J)僑V(J)

5 AL=AL +W (l)骨V(I)
AL=S由RT<AL)
El=E 
E=AL 
IF(P-ABS(E1/E-l.)) 6・6.9

6 00 7 l=l.M 
1 V(I)=W(!)/AL 
8 CONTINUE 
9 00 10 1=1・N

W(I)=O.O 

DO 10 J=l・M
10 W(I)=W(Il+日 (1.j)楊V(J)

DO 11 1包 1.N
00 11 J=l，M 
S=SIGN(1.0.W(I))鵠SIGN(1.0.V(J))

11 B (1、J)=B(I.J)・s
RETIJRN 
END 

斉時一般パリマックス法

これもパリマックス法の変法で， 斉時一般ノミリマックス法を行なう。前々

項のように反復収束法によりいっせいに直交変換された因子負荷行列を同時に

求めるが，この際の回転基準に関しては前項と同様の一般化をはかったもので

5.4.6 

ある。

因子負荷行列

回転後の最終因子負荷行列

因子軸とテスト項目との距離の平方和

巡回回数

変換行列

(output) カ出

お
わ
れ
川
均
の

仏
仏
何
M
M
仏

A

B

S

K

H

 

(input) 

収束判定定数

変量の数

共通因子の数

巡回回数の限度

因子負荷行列

カ入

P 

N 

M 

NL 
A(I.J) 

SIMlJLTANEOllS FACTOR GF.NfRAL VARIMAX 

P ---CONSTANT FOR CONVERGENCE 
N ---NO. OF VARIAALES 
M ---NO・OFFACTORS 

NL ---flAX・NO. OF 1TERATIVF. CYCLE 
F阿1 -嶋田 AN INTEGER NOT LESS THAN 1 
F刊2・・・ AN INTEGER NOT GREATER THAN F阿1

r
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、r
、r
・、r
、r-wr
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SURROUTINE VARI1 ANO VARI2 ARE RE由UIREO

0lMEN510N A(30.10).B(30・10)，H(10・10).S(10.10).C(30).V(30)・B5(10)
DI刊EN510NW(10).5由(10)
COMt-10N A.B 

1 REAO (40・100) P.N.M.NL・Ft-11・Ft-12
WRITE (50・200)
00 2 .)=1・H

2 READ (40・101) (A CI・..1)・ 1・1・N)
FNaN 
WRITE (う0.201) (..1...1・1.M)
F-(2.0-FM1)/(2.。暢FM2・1.0)
F1aF・1.0
F2=2.0'・F・1.0
00斗 l-loN

WR 1 TE (50.202) 1・(A(1・..1)...1・1.M)
C (1) =0. 0 
DO 3 ..1=1・H

3 C(I)=C(I)+A(I.J)*骨2
C (1) -1. O/S由RT(C(I))
00 4 ..1=1・N
A(I・J)=C(I)'・A(I.J)

4 B(IoJ)=A(1・J)
E=O・0
00 1斗 L=1.NL

LF=L 
00 6 Ja1・H
B5(J)=0.0 
00 5 1=1・N
BIJ=ABS(RCl.J)) 

5 BS(J)=BS(J)+EXP(F場ALOG(B1..1)) 
6 BS(J)=BS(J)/FN 

00 7 1=1・N
00 7 ..1・1・N
sIJ-ABS(B(I.J)) 

5 I-S 1 GN (1. 0.6 CI・..1))
7日(1...1)宮古1，，(EXP(F2併ALOG(RIJ))-(EXP(F1骨ALOG(B 1 ..1)))骨B5(.))) 

DO A 1-1・H
00自..1=1・H
5C1・..1)=0・0

、 D(~ 8 K=1・N
8 5C1・..1)・5(1・J)+A(K.1)梼B(K・..1)

00 9 1-1・N
DO 9 ..1=1・N
H(I・..1)-0・0

<>0 9 K=1・H
9 HCI・J)=H(I・J)+S(K・1)婚5(K・..1)

CALL vARI1 (H・W.P・H・NLl
GaO.O 
00 10 J=1.M 
G=G+W(J) 

10 W(J)=1.0/S由RT(W(J))
DO 11 1=1.阿
IM=I+刊
00 11 J=loM 
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JM・J+M
HCI・J)・0.0
00 11 K=l.M 

11 HCI・J)-IIC1・J)+HClH・K)*W(K)・'H(JM.K)
00 12 1・1.M
IM-I+阿
00 12 J=l.H 
H(IM.J)-O.O 
00 12 K・1.M

12 H(IM.J)..HClM・J)+S(ItK)<降H(K・J)
00 13 l=l，N 
00 13 J=l.M 
B(I.J)-O.O 
00 13 K-1.M 
KM-K+M 

13 B(I・J)=円(1・J)+A(I.K)・H(KM・J)
El-E 
E-G 
IF(ABS(ElIE・1.0)・p) 15・15.14

14 CONTlNUE 

15 WRITE (~0 ， 203) LF 
CALL VARI2 (V.C.N・M・NL・P)
WRITE (う0.20'ゆ
WRITE (50.201) (1・1・1・M)
00 16 1掴 1.N

16 WRITE (50.202) 1・(B(1・J)・J・1.M)
00 17 J・1.M
S由(J)-O.O
00 17 1・1.N

17 SIiI(J)・s唖(J)+BCI.J)**2

WRITE (50.205) (5曲(1)・1・L・M)
WRITE (50.206) 
WRITe (50，201) (J，J・1.M)
00 18 1・1.M
IM=I+H 

18 WRITE (50.202) 1・(H(IM，J) ，J・1，M)
60 TO 1 

100 FORMAT (F5.4・315・2F5.0)
101 FORMAT (12F6.5) 
200 FORMAT (15X，35H5IMllLTANEOUS FACTOR GENERAL VARIMAX//13H INPUT MATR 

11X) 
201 FORMAT (15X，7(16，3X)) 
202 FORMAT (10X，14.1X，7(F8.4，lX)) 
203 FORMAT C/12H CYCLE NO・・4X，(5) 
204 FORMAT (/17H VARIMAX SOLUTION) 
205 FORMAT (/15H SUM OF 5曲UARES，7(F8.4・1X))
206 FORMAT (//22H TRANSFORMATION MATRIX/) 

5TOP 
ENO 

[付] サブルーティン 1
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5UBROUTINE VARl1 (R・D"，P・N.NL)
OIMENSION R(10，10)，O(10) 
Nl・N+l
Nll・N・1
N2・N'・2
00 1 1・Nl・N2
00 1 J・1・N
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1 R(I.J)・0.0
00 2 1・1・N
NI.N+I 

2 R(NI・1)・1.0
00 9 L・1・NL
00 3 1・1・N

3 OCl)・R(I・1)

00乞1・1・Nll
11・1+1
00 5 J・11・N
OH・RCloI)・R(J・J)

A.S曲RT<OH骨・2φ4.0*IHI・J)・・2)
A=S自向T((A+OR)/(2.0・A))
H・SDRT<1.0・A・・2)
C=SIGN<1.0・RCI.J))
00 4 K・1.N2
U=R(K・J)・A・C+R(I(・J)・凶
R (K. J)・・R(K・1)・B・C+R(K.J)・A

11 R(KoI)・u
00 5 K・1・N
U.R(I・K)*A*CφR(J・0.・a
H(J・K)・5・KO.K)・B*C今日(J.I()*A 

5 RCI.I()・u
00 6 l'・1.N

6 0(J)=A8SCD(1)・R(loI))
s・0.0
00 7 1・1・N

7 S.AMAX1(S.0(1)) 
00 8 1・1・N

8 O( 1)・RCI・1) 

IF(S・P) 10.10・9
9 CONTINUE 

10 R~TUHN 
ENO 

[付] サブルーティン2
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F

、P

、r
、 SUAROUTINE VARI2 (W.V.N・M.NL.P)

OIMENSION A(30.10)・BCJO・10).W(30).V(30)
CUMMON A・B
00 3 1・1.M
00 2 J・I.M
ACI.J)・0.0
00 1 K・1.N

1 ACI.J)-ACI.J)+B(K.J)・8(1(・J)
2 A(J・1)・A(I・J)， V{ 1)=1.0 

E=O.O 
00 8 L・1.NL
AL・0.0
00 5 1・1・H
W{ 1)・0.0
00 4 J・1.M‘W(I)・W(I)+A(I・J)・V(J)



う AL=AL+WC1)・VC1) 
AL血 5曲HTCAL)
El=E 
E-AL 
J F CP・AsS(E1/E・1.)) 6.6.9 

6 00 7 1・1.M
7 V( J)・W(I>/AL
8 CONTJNUE 
9 00 10 1-1・N

W(J)=O.O 

00 10 J.・1・H
10 W(J).W(J)+B(J・J)・V(J)

00 11 J-1.N 
00 11 J・1.M
S~SJGN(1.0.W(Jl) ・SJGN(1.0.V(Jll

11 6(J.J】・B(I.J)*S
RETlJRN 
ENO 
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6 斜交回転法

因子分析法が考えられた比較的初期のころには，当然のように互いに無相関

な因子のみが対象として構造模型の中で仮定されていた。その後，瓦いに相関

性のある因子による表現も受け容れられるようになり，さらに無相関な因子の

みを考えるよりも，むしろ自然で好ましいとさえ思われてきている。もちろん，

斜交解で規定する条件は，因子聞がもともと無相関であってもなんら妨げるも

のでなく，そのような因子が存在しでも支障ない。この種の回転法は，初期に

はセントロイド法による直交解に多く適用されていたが，一般にどのような直

交解からでも斜交解を得ることができる。また，回転まえの共通因子空間で決

められた各観測特性の共有性も，この斜交回転によって変わらない。事実，す

べての配慮は，定めた共通因子空間の中で行なわれている。さらに，斜交回

転に際し注意すべきことは，第4章でも簡単にふれたように，因子パターン

(factor pattern) と因子構造 (factorstructure)の区別が必要になることであ

る。これまで因子聞をEいに無相関とした直交回転の場合，両者の関係は同じ

内容となり区別は不要なわけであった。

さて共通因子空間において，因子パターンとは式 (3.1)の d 自身，または

d を AT三 G と変換し T-lfを改めてfとしおj の共通因子部分

む=gjdl+gj2ん+……+gjqん， j= 1，2，…，p (6.1) 

の係数行列 Gをいう。ここに 11>12，.・.，んは互いに無相関な因子でもなんら

かの相聞をもっ因子でもよい。このとき係数 (gjhgj2'…，gjq)は， 1点 Pjの q

本の因子軸に関する座標と考えうる。
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次の図6.1は， 2因子の場合を示している。

12 

11 

図 6.1 斜交因子軸の観測特性点

この図で2本の軸 11とんのなす角を (}12とすると， 2因子聞の相関 P12は，

P12二 cos(}12 で与えられる。また，この第j観測特性ベクトル OPjの長さめ

は次式で与えられる。

di = gj12十gj22+2gjlgj2COS (}12 

(・ COS(π-(}!2) = -COSθd (6.2) 

また，上式は共通因子空間でのベクトルの長さに関するもので，右辺は第1観

測特性の共有性 hlに相当している。したがって

dJ=hj， j=1，2，…，p (6.3) 

が成立している。 2因子軸が直交しているときは，P12= COS (}12=Oとして上式

が成立する。

次に，各因子と各観測特性聞の相関性について考えよう。このような相関表

を因子構造 (factorstructure)という。すなわち，式 (3.1)の共通因子部分

cj = ajdl +ajz!2+… ・・ +aJqん i = 1，2， …，p (6.4) 

とんの相関係数は母数として

ρ<jft = ajlPftf. +aj2Pf山+・・・・・・+ajqpfqf'

i = 1，2，…，q j = 1，2，…，p 
(6.5) 

によって示され，各 iと1による行列を因子構造という。通常は，共通因子の

みを因子分析の対象とするので，特殊因子と観測特性の相関係数 P<j8j は無視

している。 また， 共通因子空間内で変換 T を行なった結果については， 式
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(6.5)におけるすべての ajiを gjiに取り替えたもので示される。

上の因子構造の要素が，因子パターンの係数 ajiと異なることは自明である

が，とくに共通因子 li(i=1，2，…， q)が互いに無相関すなわち直交していると

Pttf〆=0(iキめであるから，式 (6.5)は

P<jfi = gμ ， i = 1，2，…，q j = 1，2，…，p (6.6) 

となる。したがって，直交因子の場合に限って，因子構造の要素は因子ノξター

ンの対応する係数と同じであることが知れる。

これをさきの図6.1で考察しよう。いま， 点 Pjと 11のなす角をめ1>Pj 

からんに至る足を Qlとする。このとき，OQ1=hjcos Ojlであるから，式

(6.5)より

P"jfl = gjl +gj2P12 = gjl +gj2 COS (}12 = OQl (6.7) 

が成立し，また次式が得られる。

P<jfl = hj cos Oj2 = OQl (6.8) 

これで明らかなように，座標 gijは絶対値1より大きい正負の値をとりうる

が，P"jfiは必ず +1と -1の聞の値をとる。また座標と相関の値が近接す

るのは，因子軸が直交に近づく場合である。

したがって，因子分析法で互いに相関する因子を含めるときは，必ず式 (6.1)

の形の因子パターンと式 (6.5)の因子構造の双方を求めねばならない。因子構

造も，通常，行列の形で整理する。また斜交解のときは，因子聞の相関表や交

角も算出する必要がある。

6.1 斜交根元因子解

ここでは Thurstoneによって根元 (primary) と名づけられた斜交因子

(0 bliq ue primaryfactor)を抽出する方法について記述する。根元とは，心理

学的に考察した際に，真の心理学的因子を表現しているという意味でよばれる

のであるが，次のような重要な考察を含んでいる。

斜交回転では，q次元空間の同一平面内にできるだけ多くの観測特性点が含

まれるように意図するので，これらの点群は超平面の交線にひきつけられる傾

向がある。したがって， この交線上の観測特性は他の特性よりも低い複雑度
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(complexity)を示していると考えられ，根元因子軸 (primaryfactor axis)上

の観測特性はたかだか q-2の複雑度を有していることになる。そして 1本の

根元因子軸の上に位置する観測特性が，真に心理学的因子であるとして純粋な

変量と考えられている。さらに，解析的にも次項の斜交参考解 (obliquerefer-

ence solution)と区別するために斜交根元因子解 (obliqueprimary solution) 

という名称でよんでいる。

この斜交回転法は，それまでに得られた直交解から出発し，簡素構造 (simple

structure)の原則を満たすような斜交因子解に導く。各因子を表現する座標軸

は後輩の多群解法 (multiplegroup solution)と同様の方法で選択され，計算

過程として次の段階を経る。

手順 1一一初期の直交解の準備

この際は任意の直交解，たとえば成因分析解やセントロイド解または双因子

解(第 11章)などから出発してよい。

手11頂2 縮小因子パターン (reducedpattern) 

斜交解を示す座標軸は，観測特性点の q個の各集落 Gj (j=1，2，…， q)の重

心と原点とを結んだ q本の直線で定められる。この集落化には観測特性の群分

け (grouping)が必要で， 直交解を導いてきた解析結果によるか，または後章

の多群解法によるか，または最初の因子解や観測特性の点群のグラフを視察し

て決めるのが常法である。

まず，ここではグラフによる方法について説明しよう。このグラフ法は全く

主観を重んじた視察によって，観測特性点の各群の重心と座標の原点を結ぶの

であるが，次の思考に基づく。

いま観測特性 {xt}の第j群 Gjには nj個の特性が属しているとし，この

集落を通る次のような一つの複合変量 (compositevariable)刊の存在を仮定

する。

nJ 

uj=EXt， igGJ， j=1，2，・，q (6.9) 

この複合変量の期待値はもちろんゼロで，分散は

GVf2 = 2:_ Yii' = nj十:Erii' 
i，i' iキi'

で与えられる。

(6. 10) 
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さて，このような複合変量は，回転まえの因子解における因子で表現するこ

とができる。この線形式の係数は，複合変量と初期の直交解が示す因子との相

関係数であって，因子負荷量が規準化されているために複合変量的とある因

子 d との相関係数は，次式で示される。

Tリ=土L;TiA， iEGj 

dσ旬f ' 

(6.11) 

ここに，TiA は個々の観測特性と因子の相関係数を示しているが， これは第

j群 Gj に含まれる観測変量に関する回転まえの直交因子負荷行列の要素に相

当している(式 (6.6)参照)。

このようにして得られた式 (6.11)の値によって，複合変量町は次式で示さ

れる。

Vj = L; TV;AkA~ ， j = 1，2，…，q (6.12) 
k=l 

この式をむi/U町によって規準化したものを縮小因子パターンとよぶ。

ここで，検証数値例について計算手順を示そう。この例は，図 2.1で示した

ように，全く任意な 2因子として縦長と横幅をもとに作成したものであるか

ら，斜交回転した結果がどのように解されるか興味があろう。

図6.2の打点、は，一つの直交解として表2.4で示した成因分析の結果を示

し，ここでは破線で囲んだように 2群 G1 と G2 を想定する。

このとき，各群の複合変量 q とq の分散は式 (6.10)によって表2.2から

の，2= 3+2(0.9998+0.9993+0.9994) = 8.9970， uv，2 = 19.9462 

となり， Vh V2 と各因子との相関係数は，式 (6.11)により

Tv，A， = (0.5807+0.5804+0.6060)/.J8万事70= 0.5891 

r旬，A，= (0.8138+0.8142+0.7953)/ゾ正予970= 0.8079 

r管内=(0.92oo+0.5395+0.9975+0.9978+0.9895)/.J宵:現石玄

= 0.9951 

Tv，A， = (0.3916-0.8417 -0.0652+0.0652+0.1438)/ .;百;耳石Z

= -0.1124 

と得られる。
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さて，規準化された複合変量を Ujとすると

Uj = Vj/σj， j = 1，2，…，q 

であるから，検証数値例の最終的な縮小因子パターンは

Ul = Vl/σ1 = O.5891A1 +O.8079A2 

U2=向 /a2= O. 99S1A1ーO.1124A2

となる。

図 6.2

A， 

，ー、、
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〆 / I 
，/ / I ，a' ノ， I 
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'/5 〆e

、、ー-'

複合変量による縮小パターン

手順 3一一変換行列 (transformationmatrix) 

(6.13) 

.A!. 
U. 

斜交根元因子は上に得られた Ujに対応する点と原点を通る座標軸で表わさ

れるから，縮小因子パターンは，回転まえの因子負荷行列に対する変換行列を

定める基礎になる。縮小因子パターンの係数は複合変量点の座標を示すので，

各点の座標を原点からのそれぞれの距離で割るとこの直線の方向余弦になる。

すなわち，縮小因子ノξターンを

u叫j=土Cj，Ak
k=l 

j= 1，2，…，q (6.14) 
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とすると，初期の直交軸 Akに対する斜交軸 Ujの方向余弦 tkjは

tkj = C jk / .;r:，写2， j，k=1，2，...，q (6.15) 

で与えられるD

さきの数値例で，原点からの距離は

、10.58912+0.80792= 0.9999， 

イ0.99512十(-0.1124)2= 1.0014 

となり ，t11 =0. 5891/0.卯99，t21 =0. 8079/0. 9999， t12=0.9951/1.∞14， t22= 

-0.1124/1.∞14である。したがって，変換行列 Tは次のようになる。

ベt11t121=35892099371
t21 t22J LO.8080 -0.1122 

(6. 16) 

手順 4一一因子間相関係数(おctorcorrelations) 

斜交因子軸の方向余弦，すなわち変換行列が求められると，因子聞の相関係

数は容易に得られる。いま，変換行列 Tの任意の2列のなかで対応する要素

どうしの積和は，この因子軸のなす角の余弦を示し，また，この余弦が因子軸

で表現する複合変量聞の相関係数にほかならない。したがって，次の関係式が

なりたっている。

q 

TU，U/ = r:， tkjtkj' = COS (}jj'， j，j' = 1，2，…，q (6.17) 
k=1 

上の数値例では

TU，U， = 0.5892xO.9937-0.1122xO.8080 = 0.4948 

を得，二つの斜交因子軸聞のなす角度は

。12= arc cos (0.4948) = 60021' 

となっていることがわかる。

手順 5一一因子構造 (factorstructure) 

斜交根元因子軸が定められると，これで表現される因子と各観測特性との相

関係数が因子構造の要素となる。このことはすでに第6章の初めに記述した。

いま，回転まえの直交因子空間で，任意の観測特性点を Pi>その座標を (ai1>

ai2)，また斜交回転後のその点の座標を (gi1>gJ2)として図6.3を想定する。
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A. 
G. 

~ 

A. 

図 6.3 斜交根元因子構造

このとき G1軸上の 001の長さは rw，で， OPtの長さはんであるから

rw， = hi COS 1>i1 ， i = 1，2，…，P (6.18) 

がなりたつ。さらにこの式の右辺を ai1， at2によって表現するために次のよう

に変形する。

rtG， = hi COS (仇1+α11ーα11)

=九{COS(1)il+α11)cosα11 +sin (仇1+α11)sin α11} 

= ai1 COSα11+ai2 sinα11 (6.19) 

同様に， G2軸の 002に関する rw，は

rw. = ai1 COSα12+ai2 S10α12 = ail Slnα22+ai2 cosα22 (6.20) 

と得られる。式 (6.19)と(6.20)は行列演算で

I COSαHα1. I 
[r.ω〆ω.]= [at1， ai2] -1 ===-.. 目凶 1= [ai1， ai2] T 

LCOSα21 COSα22J 
(6.21) 

として示され，変換行列 Tの第1列はそれぞれ AhA2 に関する G1の方向

余弦を，第2列は AhA2に関する G2の方向余弦を要素としていることが

知れる。このことは Gh G2がどの象限にあってもなりたつ。
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このように，式(6.21)の表現によると，因子構造の各要素を求める手順は因

子が2個以上の場合にも，ベクトノレや行列のランクを大きくするだけで他は同

様である。 したがって，斜交因子構造 Qを得るには回転まえの直交因子行列

d に変換行列 Tを乗じて一般に

Q=AT (6.22) 

で要約される。

表6.1は検証数値例についての計算結果である。

表 6.1 検証数値例における斜交根元因子解

観測特性 No

(i) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

複合変量 No.

2 

因子構造

Y同 |ηG，

0.9997 0.4857 

0.9998 0.4854 

0.9997 0.5129 

0.8585 0.8703 

-0.3622 0.6305 

0.5350 0.9985 

0.5352 0.9988 

0.6992 0.9671 

縮小構造

0.9999 

0.4955 

0.4947 

1.0000 

因子パターン

G， G2 

1.0056 -0.0118 

1.0059 -0.0123 

0.9878 0.0242 

0.5666 0.5900 

-0.8927 1.0722 

0.0542 0.9717 

0.0543 0.9719 

0.2922 0.8252 

縮小パターン

0.9999 

0.0009 

-0.0001 

0.9995 

因子構造は表2.4における因子負荷行列に右から式(6.16)を乗じたものであ

り， また縮小構造は手順2のおわりtこ得られた係数行列に右から T を乗じた

ものである。

手)1匝6一一因子ノξターン (factorpattern) 

Eいに相関性が認められる因子についての解析を完遂するため，因子と観測

特性の聞の相関性を示す因子構造とともに，各観測特性を諸共通因子の線形式

で表示することが必要になってくる。このときの係数は観測特性点の斜交軸に

おける座標であり，回転まえの直交因子の負荷行列から直接に求められるが，

むしろ手順5の斜交因子構造と因子ノξターンの関係によって得るほうが便利で

ある。
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いま，斜交因子パターンを簡単のために

的 =gilG1+gi2G2， z'=1，2，…，p (6.23) 

とするとき，このあ1 と gi2を定めることがここでの問題である。さて，上式

の両辺にそれぞれ G1および Gzを乗じ n個のデータについて平均したもの

を考えると，それぞれ

riG， = gil+gi2rG，G" 
i = 1，2，…，p (6.24) 

riG， = gi1rG，G，+gi2 ， 

を得る。 この式で riG，および riG，は因子構造の要素で，rG，G，は手}I国4の因

子相関係数である。式 (6.24)は行列演算で

Q=G・θ (6.25) 

、，ヲ-，ヲ'、ー、-.凡，
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(6.26) 

と示され，一般に因子数が q個の場合に θはq次の対称行列である。

したがって， G を得るには手順5で求められた Qと式 (6.26)のθによっ

て，

G=Qθ-1 (6.27) 

なる演算を行なうとよい。

さらに，式 (6.16)の Tの各列の 2乗和は式 (6.15)の性質から 1となり，

また式 (6.17)によって

θ= T'T 

であることが知れる。また，式 (6.22)より

QT-1ニ d

である。したがって，式 (6.27)の因子ノfターン G は，

G=  Q(T'Tt1 = ATト

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

とも示される。

表6.1の右半分は，因子構造 Qおよび因子相関行列 θから因子パターン G

を算出している。 2因子聞の相聞は，式(6.17)の直後に求めたように， 0.4948 
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まず θ より θ-1を計算する。
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この θー1 を表6.1に示す因子構造の右から乗ずると，表の右半分に示される

因子パターンを得る。

斜交因子パターンの要素は，絶対値が 1をこえる場合があることを，とくに

付記したい。このことは2本の因子軸が鈍角をなす領域に打点される観測特性

に関して起こる。さて，計算された表の因子パターンを見ると，おどろくほ

ど表2.3のデータの構造模型によく合致していることがわかる。

また縮小ノfターンの計算に関しでも， 表6.1の縮小構造に右から θ-1を乗

ずればよい。計算結果は，対角線要素が 1にきわめて近く，非対角線要素はほ

とんどゼロである。このことは，初期の 2本の直交軸空間における観測特性群

を二つの複合変量で代表する縮小因子ノfターンとしての試行が，非常に効果的

な表現になっていることを示している。

手順 7一一斜交因子の寄与

斜交因子パターンが得られた後は， これらの因子の直接寄与 (directcoか

tribution)と同時寄与 (jointcontribution)を算出しておくのが通常である。

式 (6.2)および (6.3)より，観測変量的の共有性 hiは

(6.31) j= 1，2，…，p 
q q 

hl = r; gji2+2 r; gjigji，rii' 

(i<i') 

このうちで直接寄与は上式右辺のr;gji2 によって，

寄与はその残りの 2r; gjigWrW によって定義される。無相関因子の場合の
i<i' 

式 (4.5)では同時寄与がゼロになっている。

因子どうしが相関性を有する場合，一つの因子の全観測特性の分散に対する

寄与は，その因子だけによる寄与と他の因子との相関作用による寄与との加算

また同時で示されるが，
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したもので示される。このため一つの斜交因子の全体に対する寄与は，j=1，2， 

…J の式 (6.31)において全観測特性に関するそれぞれの寄与を合計したもの

になる。

すなわち，第 i斜交因子の全宜接寄与只 (totaldirect contribution)を

p 

民三五gji2， i=1，2，…，q (6.32) 

で定義し，また全同時寄与只γ(totaljoint contribution)を

p 

Vti，三 2Tii' I: gj;gji' ， i， i' = 1，2，…， q i < i' (6. 33) 
j=1 

で定義する。通常，この九と Vw は三角行列で表示され，れをその行列の

対角線要素に，Vii，を (i，i')要素に配列する。

検証数値例において， 2因子のそれぞれの全直接寄与は

V1 = 1.00562+……+0.29222 = 4.2080 

V2 = (-0.0118)2+……+0.82522 = 4.0673 

で，またこの 2因子の全同時寄与只2は

V12 = 2xO.4948x(-0.0118x1.0056+……+0.852 xO. 2922) 

= -0.2755 

となる。ここに，もちろん全斜交因子の寄与の総和は初期の因子解の共有性の

総和に等しくなる。上の数値例では V1十Vz+ V 12 = 7 . 9979となり，数値の丸

めの誤差範囲で表2.4の共有性の総和と等しくなっている。

6.2 斜交参考解

前節の初めにしるしたように，斜交根元解と異なるもう一方の解，すなわち

斜交参考解 (obliquereference solution)についてまず論じ，次いで根元因子

解との関係について記述する。

6.2.1 斜交参考解

この解は，最初 Thurstoneによって考案された。彼は直観的な簡素構造の

原則を具現化するために，因子解の中でいくつかの要素は値としてゼロをもつ

ような巧な方法を工夫した。 これには前節の根元因子解における q本の座標
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軸によって， 1本ずつを除いた q枚の座標超平面(したがって，実質的には q-l

次元になっている)を考え， それぞれによって原点を通る q個の法線を一つの

参考軸体系として導入したのである。

いま，q次元共通因子空間における q本の参考軸をそれぞれ Nj(j=1，2，…， 

q)で示し，各 Nj は座標軸 Gj による座標超平面 (coordinatehyperplane) 

の法線とする。たとえば，共通因子空聞が2次元のとき超平面は直線となり，

法線はその直線に直角をなす他の直線を示すことになる。このように座標超平

面白身は q-l次元のものである。次の図 6.4は，この関係を q=2の検証数

値例について示している。

.n J.I.o 

守一一一G，山

図 6.4 検証数値例による斜交根元因子解と斜交参考解との関係

図6.4で， 座標超平面は斜交軸 Gh G2であり， それらに対する法線 N2，

N1が新しく考える参考軸である。図から G1に密接している観測特性点の N2

軸への射影はきわめてゼ、ロに近く，また G2に近い点、の N1軸への射影もゼロ

に近いことが知れる。同様に 3次元の図を想定して 3枚の斜交座標面を G2Ga
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面， G1Ga面，G1G2面とし，各面に対する法線 Nh N2， Naを考える。この

とき，G2Ga面に近い点群の N1 軸への射影はゼロに近いという性質を示す。

そして，これは座標超平面の切点に近い点群についても，一つの座標超平面に

近接していればなりたつことである。

このように， 一般に q次元の場合にも同じ性質が成立し， 一つの超平面の

上または近接した点は，すべてこの平面に対して法線の関係にある参考軸に

ついて，射影がゼロに近くなる。たぶん Thurstoneは， この性質が簡素構

造のための第1の基準を満たすことに気づき，参考軸の選択にこの方法を適

用したのであろう。そして各超平面が完全に決められ， 少なくとも q個の点

がこれらの平面上に含められるなら，簡素構造のための第2の基準も保障され

る。

Thurstoneは， このようにして参考軸に基づき， 斜交解を拡張して因子ノξ

ターンを考察したが，全く同じ立場で因子構造についても展開できる。この参

考軸による斜交解は，前節と同様に，初期の直交解を回転することによって得

られる。

いま，初期の直交因子の係数行列を A，参考軸による斜交因子構造を Q，こ

のときの変換行列を N とすると，形式的に式 (6.22)と同様に

Q=AN (6.34) 

の関係がなりたっている。ここに Nの各列は式 (6.22)の Tにおけるように，

初めの直交軸に関する各参考斜交軸の方向余弦を配列したものになっている。

さて， この N を求めるわけであるが， すでに前節で Tを得ているので，

グラフ法から作業を始める必要はない。元来，Tの要素は観測特性点の集落を

通る軸または点群を含む座標超平面聞の切線によって決められる軸の方向余弦

である。さらに，Nはq枚の座標超平面の法線から成立しているので，T'と

N の積行列は，対角線要素以外はすべてゼロで，次式の関係

|九2 0 I 
T' N = N' T = I I == D (6. 35) 

L 0 ・dqqJ 

をたもっている。ここに D は T とN が示す因子聞の相関行列で，ある値



156 - 6章斜交回転法

dit， i=1，2，…，qのみを要素とする対角線行列を示している。

上式を変形して N を示すと

N= (T')ー1D (6.36) 

を得る。この右辺において，まだ D の要素の値はわかっていない。しかし，右

辺の結果は (T't1 の第 i列の要素に共通してすべて dii を乗じたものとなっ

ていて，一方，友辺の N はまた方向余弦であるからどの列でも要素の 2乗和

は +1になっているはずである。このことより， Dが未知でも (T't1 を算

出し各列の2乗和を +1に規準化することにより， 直接に正方行列 (Tγ1D

に相当する Nが得られ，ついで、 D は規準化のための修正値の平方根または逆

算して T'N=Dとして得られる。

通常，Tは非対称行列であり，(T')ー1 を直接に求めることは労力的である。

そこで式 (6.28)で用いた θが対称行列で逆行列の計算が楽であるために，

θ-1の左から T を乗じて，すなわち

Tθー1= T(T'T)ー1=(Tγ1 (6.37) 

によって直ちに (T'ケ1 を算出したほうがよい。そしてこの正方行列の各列に

関して規準化すれば，式 (6.36)の左辺 N が得られることになる。

検証数値例で計算手順を示すと，Tおよび θ-1はそれぞれ式 (6.16)およ

び (6.30)の後方に算出しであるから，

→= [~抑 0.9勺 1 仰
0.8080 -0.112211-0.6552 

10.1291 0.9298l 
一11.1435 -0.67801 = (T')ー1

この行列の各列の2乗を +1に規準化すると

N=巾 1122 0.808円
ト0.9937 -0.58921 

を得る。また T と N の因子聞の相関行列 D を求めておくことも興味ある

ことである。

D= T'N= [0.8~切 0.8~90J
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変換行列 N が得られれば， 式 (6.34)によって初期の直交因子負荷行列 d

に右から乗じて新しい斜交参考因子構造 Qが求められる。

この参考因子 (referencefactor)聞の内部相関性は次の行列の積によって得

られる。

N'N三 H (6.38) 

終りに，この新しい q個の斜交参考軸による因子パターン Gは，式 (6.27)

および (6.30)と同様に，

G=QH-l 

または = A(N')ー1 (6.39) 

によって得られる。さきの数値例では

H=[_O.:舛8γ4 H叶;:;;;;:::;;;]
となる。これで参考軸に関する因子構造および、因子パターンは容易に求められ

る。

また，縮小構造や縮小パターンについても， 6.1節の手順5および6と全く

同様に，式 (6.13)の後の係数行列の右から N'を乗じて縮小構造を得， 次に

これに H-lを乗じて縮小パターンを得ることができる。表6.2は， これらに

ついての計算結果を示している。

観測特性 No

ぴ)

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

複合変量 No.

2 

表 6.2 検証数値例における斜交参考解

因子構造

ηN， TiN2 

0.8738 -0.0108 

0.8742 -0.0110 

0.8583 0.0211 

0.4924 0.5129 

-0.7759 0.9318 

0.0482 0.8444 

0.0473 0.8446 

0.2539 0.7152 

縮小構造

0.8689 

-0.∞00 

-0.0000 

0.8703 

因子バターン

N， N， 

1.1500 0.5582 

1.1504 0.5582 

1.1504 0.5903 

0.9881 1.0018 

-0.4169 0.7255 

0.6171 1.1497 

0.6160 1.1494 

0.8048 1.1134 

縮小パターン

1.1506 

0.5702 

0.5693 

1.1525 
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6.2.2 根元因子と番考軸との関係

前項までに，二つの型の斜交解，すなわち根元因子と参考軸に分けてそれ

ぞれを記述してきた。ここではこの二つの斜交解を要約し，両者の関係を整理

しよう。これらの斜交解の開拓者 Thurstoneは，参考軸に関する構造を根元

因子パターンの指標として用い， これによって根元因子の確認に利用してい

る。

二つの斜交解では，明確に2種類の斜交軸を区別し定義しているが，いずれ

の斜交解にもあらかじめ q次元の共通因子空間における観測特性点の集落を

識別するために，直交解を入力として適用するか，またはグラフ法によって因

子軸を位置づけることが必要であった。そして，根元因子は観測特性点の集落

を通る軸によって解釈され， また各因子聞の相関性も得られてきた。とくに，

斜交因子軸による観測特性の解析では，各観測特性と各斜交因子の聞の相闘が

因子構造として得られ，また斜交因子の線形式による各観測特性の表現も因子

パターンとして示すことができた。同様に，参考軸による解析でも別の因子構

造と因子パターンが得られるわけである。

もちろん，斜交解としてはひと組の因子構造と因子パタ}ンを求めれば十分

なのであるが，参考軸に関する因子構造が非常に普及してきている現在，明ら

かに異なる別の斜交解の意味も見通しょくしておく必要がある。とくに因子分

析法では，諸科学分野での解釈に際し定義のあいまいな用語を使う人が多い。

このため方法論としての因子分析にも反映されて不明確になりがちである。こ

こでは，まず術語について若干の注意を付記しておこう。

たとえば因子行列 (factormatrix)という用語を使い，これで最終的な因子

解をさしている場合がある。しかし， Thurstoneらは，斜交参考軸群に対する

観測特性の射影を示す行列として，参考軸についての因子構造をさしている。

とくに，因子聞に相聞を有する場合に，因子行列というだけでは観測特性を表

現する因子の 1次係数行列であるか，あるいは観測特性と因子聞の相関行列を

いうのか非常に不明確である。両者とも因子行列という用語に関連しうるから

である。

同じことが因子負荷行列ということばにもあてはまる。このことばは，直交

解のときは完全に正しいのであるが，斜交解のときには二つの異なった意味に
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解される。元来，この負荷 (loading)という用語は，相関性とか係数を意味す

るような数学的または統計学的な術語ではない。 したがって Fruchterらは，

観測特性の負荷を次に述べる根元因子と参考軸の聞の関係式に基づいて，参考

軸との相関係数に関してと，また根元因子の係数に関してと， 2様に使用して

いる。このために斜交解の場合に単に負荷(量)というのはよくない。

いま，二つの斜交解の関係を調ペるために，根元因子解による因子構造およ

び因子パターンをそれぞれ式 (6.22)および (6.30)による Q，G とし，参考軸

による因子構造および因子パターンをそれぞれ式 (6.34)および (6.39)に基づ

く QR'GRと区別しておく。

このとき， 根元因子解によるパターンを示す式 (6.30)によって，初期の直

交因子負荷行列 d は

A二 GT'

であり，また参考軸による因子構造を示す式 (6.34)によれば

A = QRN-l 

である。上の両辺を結べば，

GT' = QRN-l 

を得る。さらに T と N により D を導入した式 (6.35)によると，

N-l = D-1T' 

であるから，式 (6.42)は次のように書ける。

GT' = QRD-1T' 

したがって

(6.40) 

(6.41) 

(6.42) 

(6.43) 

(6.44) 

G=  QRD-l または QR = GD (6.45) 

を得る。このように QRと D により Gが，または G と Dにより QRが

求められる。

全く同様に，根元因子構造を示す式 (6.22).と参考軸による因子ノfターンの

式 (6.39)により，A を媒介として

QT-l = GRN' 

を得，式 (6.35)により D を導入すると

(6.46) 
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Q=GRD または GR = QD-l (6.47) 

が示される。

このように，一方の因子構造の右から D を乗ずることにより他方の因子ノf

ターンに， また一方の因子パターンの右から D-lを乗ずることにより他方の

因子構造に移行する性質がわかる。そして，この 2種類の斜交解を交叉する正

確な関数関係を通じ，いずれの型についても因子パターンと因子構造は必要に

なる。

もちろん，因子構造と因子パターンはそれぞれ独自の意義を有し，また異な

った利用目的がある。しかも，それらは互いに相補って斜交解の完全な理解に

役だてられるわけである。通常，正相闘をもっ根元因子群のとき，この因子構

造はすべて正の要素を有し，因子パターンは非常に大きい正値と数多くのゼロ

に近い小さな値を示すものである。また，根元因子構造は因子の推定に有用で

あるが，各観測特性が包含する因子聞の割合や観測特性値の変動の大きさに寄

与する割合を示唆するには効果的でない。これらに関しては，根元因子バタ}

ンが詳しい情報を与えて，また諸国子の認識や命名に最も有用である。

事実，検証数値例の表6.1の因子構造において， 観測特性 No.1と第 1因

子，第2因子の閣の相関係数は，それぞれ 0.9997と0.4857である。しかし，

2因子がこの観測特性に包含される大きさは，次の線形式

的=1.∞56G1-O.0118G2

で最もよく表現される。そして，この特性の分散に対する 2因子の直接寄与は，

(1.0056)2=1.0112と(-0.0118)2=0.ω01で， 2因子の同時寄与は 2x1.∞56x

(-0.0118) xO.4948= -0.0237である。

また，参考軸を有用な因子とする考え方は存在しないが， Thurstoneらは参

考軸による因子構造によって因子を認識する指標に利用している。しかし，こ

れは QRと Gが式 (6.45)で示されたように， Dを介して関数関係になって

いるためで，本質的には根元因子パターンと同様に有効であるというにすぎな

い。もちろん，対角線行列 D の要素は式(6.35)のように T とN の相関を

示すわけであるが， +1より小さいため根元因子パターンの要素は参考軸によ

る因子パターンの要素より大きくはなっている。

しかし，総括して斜交解のいずれか一方を選ぶとすると，斜交解での因子の
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明確化と解釈を求める見地から，完備した根元因子解のほうが参考軸による因

子解よりも利があると考えられる。

6.3 解析的方法による斜交回転法

前節では，斜交解の解析的な根拠を若干の歴史的背景とともに，グラフ法に

よって記述した。もちろん，真実に観測値群の構造模型が直交性を有するので

あれば，斜交回転による結果としても，直交または直交に近い解を示すわけで，

斜交解を求める条件や方法には因子聞の独立性を妨げるものは何もないので一

般的である。

斜交の簡素構造解を解析的回転法によって求める理論的根拠や手順は， 5.2 

節の直交解を解析的に求める際の客観的な基準と全く同じものから出発しう

る。すなわち，直交性の制限をはずして，これらの基準に対して最良な斜交解

表 6.3 種々の回転法と基準

回転法 ト王
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を求めていく。たとえば，直交回転におけるクァーティマックス基準は，斜交

する構造要素の斗乗に関する総和を最大化するような基準として応用され，オ

プリマックス法とよばれる斜交回転が誘導される。斜交回転と直交回転の基準

についての関係を，表6.3に一覧表として示した。

6.3.1 オプリマックス法

5.2節における直交回転では，基準 Q，M，N，K は同等なものであった。し

かし，斜交因子を求める際には，もはや，この四つの基準は同等でない。そし

て，各基準による結果は独自の斜交解を示し，斜交解としての普遍的な回答を

与えるものではない。

いま，直交因子負荷行列を A，目的とする参考軸における斜交因子構造を

Q，このための変換行列を N とすると，式 (6.34)と同様に

Q=AN (6.48) 

の関係が示される。そして， この Qの要素による次の基準値

KZ2hiril主主伊丹 (6.49) 

を最大ならしめる変換行列 N を決めるのが，ここでの課題となる。この基準

に基づく斜交回転をオプリマックス法 (Oblimaxrotation) という。ここで観

測特性と参考軸との相関行列，すなわち参考軸に関する因子構造の要素

qji = T"'jN包， j= 1，2，…，p i = 1，2，…，q (6.50) 

を変換して K を最大にするわけである。

とくに，直交回転の条件下では，基準 K の分母が一定であるので基準とし

ては分子のみを最大にすることに帰着して基準 Qとも同等になったのである

が，斜交回転では基準 K の分母も変化するので，

体の最大化を考えることになる。

分母と分子に関する K 総

さて，斜交参考軸 Niの上への第 j観測特性点の直角射影座標は qjiで， ρ

個の観測特性点をこの軸に関して考えた場合，次のような基準値を与える。

ι=えqイ信州， i = 1，2，…，q (6.51) 

この Kiを最大ならしめるように (q-1)次超平面内で Ni軸を回転して qji
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を定め，L: Kiの最大化を考える。しかし，このように Niをi=1，2，…，qと

逐次定めていくと，それに伴って絶えず超平面が変わるので， 1巡回して q本

の軸を決めても，これがすぐ最終的な式 (6.49)のK を最大にするものにはな

らない。したがって，このような巡回を反復し，すべての Niがすでに変動し

なくなるまで，すなわち Qの各要素 qJiが一定値を示すようになるまで，繰

り返さなければならない。この巡回の反復が，Kの値を最大値に収束させる。

いま，初期の直交参考軸とみなせる直交因子負荷行列の二つの因子平面をと

りあげ，任意の観測特性点の座標を (aJt，aJi')とすると，式 (6.48)によって

要素 qjiは

qji = a#n“+aji，nt句 ， i= 1，2，…，q-1 iく i'::;; q (6.52) 

である。ここに nii，ni'iは N の要素を示し， N の各列は方向余弦ベクトル

であるから，

L: ni'i2 = 1 (6.53) 

である。さらに

n'.'也主慣れJntt， n“主¥， 0 (6.54) 

とおくと，式 (6.51)は

Z(aJi+a"イi'，)' r;o 

民=，d(aH+aHh)斗2 三長 (6.55) 

と書き換えられる。これを最大にする必要条件として，Kiをn'i

分し，ゼロに等しいとおくと，

dK. 1_ dE _ _ dD ¥ I 
τて，-'= IDτ三7一一2Eτ士「ー IIDS=O， Dキo (6.56) 
onι'i ¥ oni'i oni'iJ' 

を得る。これを簡単に，ni句の関数として次のようにおく。

dE __ dD 
f(n九'i)三 Dt「 -2E2才一=0 (6.57) 

υn t'i U.，，， ，，'1. 

また Kiを n'仰 で2回偏微分すると，
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。2Ki _ f 113 af(nνi) "n?rl__' ¥ aD ) I 
一一一一=iD--7一一3Dザ(n'i'i)一一f1D6
(an午グ l- an内 anνdl (6.58) 

を得る。 Dは平方和でつねに正なので，式 (6.57)が成立するが山での上式

の符号は，

。Ij(n' (i) I anνz (6.59) 

と同じであることが知れる。したがって，Kiを最大にするには，式 (6.57)の

根で式 (6.59)を負にするものを選ばねばならない。

さて，式 (6.57)をが仰に関して解いていく。式 (6.57)を整頓すると，

L; (aji十aji'nνi)2L; ajγ(aj'i+ajγn午i)3
j j' 

-L; (aji-aji，nνる)4L; ajγ(ai'i+aj'i，n九'i)= 0 (6.60) 
j j' 

を得る。この式は nνzの5次式に見えるが， 5次の係数はゼ、ロで，実は n'i勺

の4次式である。簡単のために n'i'iを xとおき，一般の4次式

叫が十α3X3十α2X2+αlX+α0=0

として，この係数を示そう。

的=子a州 Vヲa川一手aJFaραμ， 

(6.61) 

α3=手aj弓a川 +2手向ia〆ヲaハa川 -3子aμFZFaj'九 'i，2， 

α2=3写向勾向'咋i，3-3L;a〆ヲ aj'i3ajγ ， 

一α1= (αaの右辺で，1 と i'を交換した式)， 

ー α0=(α4の右辺で，1 と i'を交換した式) (6.62) 

これらの係数を算出して式 (6.61)の4つの根を求めるとよい。そして， そ

れらの実根の中のどれかが Kiを最大または最小にするのであるから，次に，

式 (6.59)を負にする実根を選出することになる。もし， 4根とも相異なる実数

であれば， 2根は Kiを極大にし，他の 2根は極小にする。通常，これは根の

近辺における式 (6.61)の左辺の値の増減を調べることによってもわかる。す

なわち，根の前後いずれでも多項式の値が増大していれば，その根は極小を示

すもので，もしいずれでも減少していれば，その根は極大を示すはずである。ま

た，向の符号は xが十分に大きいときの多項式の値の符号であるから，もし叫

が負であれば， 4根の中の最大根は基準 Kiを極大にするもので，他方的が正
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で、あれば極小を与える。そして，これに伴って第3番めに大きい根も，同様に

極大または極小を示すことになる。逆に，第2と第4番めに大きい根は極小ま

たは極大を示すことになる。

このようにして得た極大を示す二つの実根を XhX2 とし， これらを新しい

参考軸の方向余弦にするため，
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をつくり ，Aの右から乗じて回転する。この計算が i=1，2，…，q-1のそれぞ

れに対し，i'=i+1， i十2，…，qまでうごかし 1回の巡回計算が終了する。すな

わち，式 (6.48)の N は

N - N 12N 13••• NlqN23N24…N2q…Nq_1，q (6. 65) 

のように合成され，まず d を回転する。

この結果をこれまでの d のように考え，次の巡回計算を行なう。このよう

に巡回が反復され，基準 K が十分大きな，そしてある精度で安定した値に収

束するまで繰り返される。

もし，式 (6.61)が二つの実根と二つの虚根をもっときには，上の方法を直

接には適用できない。通常，このような場合，利用できる実根で 1本の新軸を

選び，第2の軸はこの新軸に直角な直線，すなわち，すでに利用した実根の符

号を替えた逆数を第2の根と考えることによって変換行列をつくることが提唱

されている。また， 4根がすべて虚根であれば，nii ==-niγ=1， n内 =nii'=Oと

おいて実質的には軸の回転を行なわない。
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表 6.4 オプリマック

因子負荷行列 a}， a}2 aj12 aj" aj14 

1 0.5807 0.8138 0.3372 0.1958 0.1137 

観
2 0.5804 0.8142 0.3369 0.1955 0.1135 

3 0.6060 0.7953 0.3672 0.2225 0.1348 
測 4 0.9200 0.3916 0.8464 0.7787 0.7164 

特 5 0.5395 -0.8417 0.2911 0.1570 0.0847 

性
6 0.9975 -0.0652 0.9950 0.9925 0.9900 

7 0.9978 -0.0652 0.9956 0.9934 0.9912 

8 0.9895 0.1438 0.9791 0.9688 0.9586 

合計 6.2114 いん66 5.1特5 し-------------1 4. 1問

後項のどの斜交回転法でもすべて同様であるが，このオプリマックス法の計

算手順もたいへんな計算量を含み，高速度の計算設備によらなければ，ほとん

ど非実用的な回転法となる。これらの電子計算機によるプログラムは複雑であ

るが，本書では一般の機種の立場を考慮した基本的な FORTRAN-IIまたは

IVで示している。

ここで，オプリマックス回転の数値例をさきの長方形による検証実験例につ

いて示そう。この場合は q=2であるから，計算手順を示すのに容易である。

表 6.5 オプリマックス法における 4次方程式の係数算出

I.;，=5胤 5

I.:，=1.8040 11 1.8040X5.1485 

Ia川 ;2
=0.6670 

Ia~l a~ OJ10j2 

=1.0438 

.Ea~l Oj2 
=0.6781 

Ia;，=4.1029 

e 

-3XI.043BX2.8489=町=2.1619

-3x 0.6781 X 2.8489= Q'=4.5066 

一1X 4.1029 X 2.8489= Q， = 2.6084 

='" =-2.0297 
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ス 法 の基礎計算

aj22 aJ，' aj2' I a川 |ゆ}2 a}laj23 ψ j22 

0.6623 0.5390 0.4386 0.4726 0.1593 0.3130 0.2233 

0.6629 0.5397 0.4394 0.4726 0.1592 0.3132 0.2233 

0.6325 0.5030 0.4001 0.4820 0.1770 0.3048 0.2323 

0.1534 0.0601 0.0235 0.3603 0.3049 0.0553 0.1298 

0.7085 -0.5963 0.5020 -0.4541 -0.1321 -0.3217 0.2062 

0.0043 -0.0003 0.0000 ~0.0650 -0.0647 -0.0003 0.0043 

0.0043 -0.0003 0.0000 -0.0651 -0.fl648 -0.0003 0.0043 

0.0207 0.0030 0.0004 0.1423 0.1393 0.0030 0.0203 

← 2酬し/ぺ 1.8040 I 山川土…| 1.0438 

この計算にあたって，まず必要な手順は表6.4の数値を求めることである。

次に，これらの数値をもとに，式 (6.61)および (6.62)で示される 4次方程

式を作成する。このための系統的な計算手順は，表6.5のように行なうと簡明

である。

4次方程式の係数はこの表の最右列に得られている。すなわち

0.5272が+2.1619x3+4.5066x2+2.6084x-2.0297 = 0 

を得る。この4つの根は次のように得られる。

x， = 0.4151 

X2=ー1.4539+1.切48i

X3 = -1.6197 

ぬ=-1.4539-1. 9048i 

ここに X2 とぬは虚根で，互いに共役なものである。 さて，実根のうちに根

の前後で上の多項式の値を減少方向にしているのは，x3=-1.6197である。し

たがって，これによって 1本の新軸を定め，第2の軸はこの新軸に直交する直

線を変換行列として採択する。すなわち，まず

[116汁
-1.6197 1 

とおき，これを方向余弦の制約により各列要素の平方和が 1になるよう置き換

える。いま
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一工ー云0.5257.、/1十l.o1YP

-1.6197 
-一一一一一ーと -0.8507、1+1.61972

であるから，

N=[052570吋-0.8507 0.5257 

を得る。この N を用いて，AN=Qを算出する。計算の結果は表6.6に示さ

れている。

表 6.6 検証数値例におけるオプリマックス解

観測特性 回転前の初期の直交解 斜よ 交る参因子考構軸造に

No. 
d QR 

1 
G 

1 
GR 

1 
Q 

1 0.5807 0.8138 0.9218 -0.3870 」 友 左

2 0.5804 0.8142 0.9218 -0.3875 の iこ }こ

初j
同
じ

同
3 0.6060 0.7953 0.9336 -0.3580 で じ

4 0.9200 0.3916 0.9885 0.1505 は

5 0.5395 -0.8417 0.0164 0.9996 左
の

6 0.9975 -0.0652 0.8143 0.5799 
QR 

7 0.9978 -0.0652 0.8145 0.5800 
同

8 0.9895 0.1438 0.9173 0.3973 じ

さて，このような手順によって，式 (6.48)の Q，すなわち QRが逐次収束

の方法で得られる。もともとこれは簡素構造の概念に基づく参考軸体系を求め

たわけで，簡素構造に対する適合性を検討することができる。しかし，実質科

学上の解釈を追求するには根元因子解に基づくほうが容易である。そして両者

の聞には， 6.2.2項で記述したような関数関係があるから， この関係式によっ

て根元因子解を導く。

まず，式 (6.45)および (6.35)より

G=  QRD-l， D = T'N (6.66) 

であるから，D-lすなわち D を T'Nによって求めねばならない。いま，

T'ニ D'N-lとも書け，さらに D は対角線行列であるから，T'は N-lの各

行ベクトルについて規準イじしたものにほかならない。そこで N-l=(n山)とす

ると，T'は
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ι(話不) i，i' = 1，2…，q (6.67) 

によって得られる。これによって，改めて T'Nにより D を求め，式 (6.66)

における G を得ることができる。

さきの検証例では

1 iO.5257 -0.8507l iO.5257 -0.8507l 
1¥1-1ー ー I Iムー

_. 0.52572十0.85072川.8507 0.52571'川.8507 0.52571 

であるから，式 (6.67)によって

T'=巾 5257 -0お07l
ト0.8507 0.52571 

を得る。この例では N を求めるときの 4次方程式の解が2実根と 2虚根を有

するため，条件に適合した 1実根によって，N の2列を直交するように定め

た。このことが T を上のような型に導き， また次いで式 (6.66)によって D

の型も

寸
1
1
1
1
1
1
J

A
U
4
1
 

口
ー
い
凹一一D

 

「
I
B
I
l
l
-
J

A
U
1
a
 

'
i
nり

p
i
l
l
i
-
-
-」

一一-D
 

(6.68) 

となる。したがって，この例では根元因子パターン G=Qとなる。さらに根

元因子構造は式(6.22)により得られ，また参考軸における因子構造は式(6.47)

によって得られる。しかし，この例では上記の理由で

T=N (6.69) 

となっているため，根元因子構造は参考軸による因子構造と同じものとなり，

また根元因子パターンも参考軸による因子パターンも列番号が異なるだけで，

すべて同じである。表6.6には，この数値例での結呆を示している。

6.3.2 クァーティミン法

この方法は， 直交解におけるクァーティマックス法に対応し， 式 (5.13)の

基準 N を最小とする斜交解を与える。 これを提唱したのは Carrollである

が，彼は参考軸に関する因子構造行列の要素の平方どうしの積和，すなわち 4乗

の位に関する最小化という意味をもたせてクァーティミン回転法 (Quartimin
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rotation)とよんだ。

いま，式 (6.48)と同様に， 参考軸に関する因子構造を Q，その要素を qJi'

変換行列を N として，回転解による各因子が互いに独立であるという直交回

転の制限なしに次の値

q p 

N三 L:L: qji2qji，2 
i>i' j=l 

(6.70) 

を最小にするような変換行列 N を考える。ここで qμ は，最初に与えられる

因子負荷行列 d の要素と変換行列 N の要素(方向余弦)を用いて，式 (6.48)

により

q 

qji ニ~ aji，ni'i (6.71) 

と書けるから，式 (6.68)の基準 N は

N三 L: L: (L: ajknki)2(L: ajknki')2 (6.72) 
zくi'=1j~l k~l k~l 

とも示される。

したがって，問題は上の N 値を最小tこする変換行列の要素を求めることと

なる。しかし，この解ははっきりととける形には得られない。そこで，数値的

な逐次近似法を適用することになる。すなわち

q 

L: ni'i2 = 1 ， i = 1，2，…，q (6.73) 

なる q伺の条件下で N値を最小にするまで，ni'iの値を系統的に変えていく。

この系統的な逐次近似の方法は，やはり Carrolによって次のように考えら

れた。まず，変換行列 N の第お列ベクトノレ Ni。をとりあげ，他の列の要素

はすべて固定しておく。そして基準 N の値を NiOのみによって変化させるこ

とを考える。基準値 N の中で第九列ベクトJレNio に影響を受ける部分は

p q 

Nzo=五(qji0
2亙qji2) (6.74) 

zキ'0

q 

=Z ttJJqJZOZ， Wj三 ZP42 (6.75) 

zキ'0
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で示される。ここに Wj は Ni。に無関係な値である。

さて，この Nioによって，式 (6.48)で示した Qに対する影響は，Qの第

九列ベクトル Qioにあらわれ

Qio= ANio 

となる。また，この QiO の要素の平方和は

Qi，'Qio = Ni，' A' ANio 

であるから，式 (6.75)の Nんは，W を Wj の対角線行列とすると

(6.76) 

(6.77) 

NiO = Ni，' A' W ANio (6. 78) 

= Nio'CNi。 ここに C三 A'WA (6.79) 

と示される。したがって，問題は

Nio'Nio=l (6.80) 

のもとに，式 (6.79)の Nio を最小にするような Nioを求めることになる。こ

れはいつものラグランジュの乗数 Aを用いた関数

NνCNiO -)'(Ni，' Nio一1) (6.81) 

を NiOの各要素で偏微分し，ゼロとおけばよい。すなわち

(C-U)Nio = 0 (6.82) 

を得る。ここに Aと Ni。はそれぞれ C の固有値とそれに対応する固有ベク

トルを示している。

さらに，式 (6.82)は一般に q個の固有値を有しているが，式 (6.79)の Nio

および (6.82)の関係から， Nio を最ノj汁こするえは q個の中の最小の固有値

であることが知れる。したがって，式 (6.82)の数値計算には， Cの最小の固

有値をただ一つ求めればよい。そして，それに対応する固有ベクトノレを求める。

ここでこのような固有ベクトルは任意の定数倍でも成立し無限に存在するか

ら各要素に関し式 (6.80)が満足されるように規準化して一意に定める。こ

の列ベクトルが，新しい第 Zoの参考軸の方向余弦を示すことになる。

このようにらを 1，2，…，q とかえて， 1巡回を終了する。しかし，各列で

の計算は， 式 (6.72)で示される N 値を最ノj汁こする全体的な解を与えるもの

ではなく，列を移すごとに Cは若干ずつ変化し， N値としては十分小さい値
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表 6.7 クア}ティミ

観測特性
初期の負荷行列 io=1 

No. d haj12lー即jl727lL;;3 (j) aj2 

1 

2 0.5804 1 0.8142 i 0.6629 1 0.3369 i 0.3847 1 0.5397 I 0.2233 1 0.3132 1 0.4394 

3 0.60601 0.795310.632510.3672 1 0.3833 1 0.503010.2323 i 0.304810.4001 

4 0.92001 0.391610.153410.8464 1 0.14111 0.0601 i 0.1298! 0.055310.0235 

5 0.53951-0.841710.708510.2911 10.38221-0.596310.20621-0.321710.5020 

6 0.9975 1-0.0652 1 0.0043 1 0.9950 1 0.0043 1-0.0003 1 0.0043 1-0.0003 1 0.0000 

7 0.9978 1-0.0652 1 0.0043 1 0.9956 1 0.0043 1-0.0003 1 0.0043 1-0.0003 1 0.0000 

8 0.98951 0.143810.020710.9791 10.02051 0.003010.02031 0.002910.0004 

合計し一一一ー

に収束が安定するまで巡回を繰り返し計算される。したがって，このクァーテ

ィミン法の計算量もたいへんなものとなり，因子が 2-3個のときには手計算

ができるが，それ以上の場合には電子計算機を援用する必要がある。プログラ

ムは 6.4.2項に完備している。

次に， 2因子を抽出した検証数値例について，クァーティミン法による斜交

回転の計算手順を示そう。まず，さしあたって必要なものは，ら=1として式

(6.82)における Cである。 このためには，式 (6.79)で示されるように，対

角線行列 W をつくることである。いま，因子数 qは2であるから，式 (6.75)

によって叫はそのままめ22 となる。計算手順は表6.7で左方から漸次右方

にすすめられる。

この基礎計算表によって，io=lにおける Cは次のように得られる。

Cニr1併38 0.6669l 
トo. 6669 1. 8040 I 

したがって， ).の固有多項式は

I~ 併38-). 0.6ω|=0 
0.6669 1.8040-). 

すなわち

え2-2.8478).+1.5432 = 0 
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ン法の基礎計算

れた因子構造 C12 I C2 れた因子構造

三十Iaj22 I aj即j1 aj即jh;;JJ
0.0051 0.0071 0.0029 0.0041 0.0058 0.0932 0.8722 

0.09271 0.8142: 0.008岳 0.66290.0050 0.0070 0.0029 0.0041 0.0057 0.0927 0.8725 

0.1244 0.7953 0.0155 0.6325 0.0094 0.0123 0.0057 0.0075 0.0098 0.1244 0.8565 

0.5987 0.3916 0.3584 0.1534i 0.3297 0.1403 0.3033 0.1291 0.0550 0.5987 0.4894 

0.7909 0.7085 0.4267 -0.6657 0.2302 0.3591 0.5604 0.8893 -0.7779 

0.89521-0.0652 0.8014 0.0043 0.7994 -0.0523 0.7974 -0.0522 0.0034 0.8952 0.0438 

0.89541-0.0652 0.8017 0.0043 0.7999 -0.0523 0.7982 0.0522 0.0034 0.8954 0.0438 

0.7833: 0.1438 0.6136 0.0207 0.6072 0.0882 0.6008 0.0873 0.0127 0.7833 0.2507 

一 1 2.74141-0.23141 0 

を得る。この 2根は 0.6563および 2.1915 となる。そして，最小根 0.6563

に対応する固有ベクトルは方向余弦として規準化され，次の連立方程式の解と

なる。

(1.0438-0.6563)nu+0.6669n21 = 0 

n112+n212 = 1 

上式を解くと， nll =0. 8646， n21=-0.5023を得る。

したがって，Aの第 171Jは

qjl三 0.8646ajl-0.5023aj2， j = 1，2，…，8 

を要素とするベクトルに更新され， Qの第 1列がつくられる。

次に，io=2として，いま求めた qjlによって Wjをつくり，初めに与えら

れた d とともに，上と同様の計算を行なう。この計算が表6.7の右半分に示

されている。表の{直から

C=[27414-023141 

-0.2314 0.6562 

が求まり，該当する固有値および規準化された固有ベクトルは，次のように得

られる。

固有値: 0.6562 

固有ベクトル: (0.1089 0.9940) 



174 - 6章 斜交回転法

ゆえに， この第 1回の巡回計算によって得られた変換行列 N は

となり，参考軸における因子構造は表6.7の右端に示される。

これによって基準値 N を算出すると，最初は1.0436であったものが今回

の結果では 0.6307となり， 0.4129だけ減少していることが知れる。

このように巡回計算を反復すると，第6囲めの巡回計算で基準 N の値は収

束し最終結果として

Q= 

-0.0179 

-0.0184 

0.0133 

0.5059 

0.9346 

0.8402 

0.8404 

0.7093 

を得る。なお，このときの N の値は 0.6151である。

6.3.3 オブリミン法

0.9057 

0.9061 

0.8921 

0.5522 

-0.7296 

0.1171 i 

0.11721 

0.32121 

前項のクァーティミン法は， 4乗の位に関する基準 N を最小にすることに

よって，簡素構造に近接しようとする回転法であった。 Carrollはさらに，彼

の独創による上の基準を一般化したものを最小にするような斜交回転法を考察

し，これをオブリミン法 (Obliminrotation)と名づけた。すなわち， Kaiser 

の直交回転に関するパリマックス基準を斜交回転の場合に改良し，これにさら

にクァーティミン基準を勘案したものをオブリミン法として提唱した。

パリマックス法における直交性の条件をゆるめた最もわかりやすい基準は

q p p p 

c*二戸 (ρ .L;.qji2qji，2-.L; qji2 .L; Qji，2) 
i<i'=1 j=l j=l j=l 

(6.83) 

である。これは参考軸に関する因子構造の要素の2乗値に関し，各列ベクトノレ

聞の共分散(covariance)の和を意味している。このため， オブリミンという

広い構想の中で，式 (6.83)をコパリミン基準 (Covarimincriterion)ともよん
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でいる。そしてこれを最小にする回転法をコパリミン法 (Covariminrotation) 

という。

上の基準 c*は，パリマックス基準に関し式 (5.22)で考慮されたように，

共有性で規準化される。この新たな基準

C=iJ=l {P ~1(手)(ザ)-A(手)判明) (6.84) 

を最小にする方法を規準コパリミン法 (normalCovarimin rotation)， 

日常にコパリミン法といっている。

または

計算手順は，まず因子負荷行列を各行ごとに，すなわち原点から各観測特性

点に至るベクトルの長さを +1に伸長して斜交回転を行なう。そして， 最終

的に AT=Qとして得られた行列の各行にそれぞれの共有性の平方根を乗じ，

もとのベクトルの長さにもどしてやらねばならない。このことは， 式 (5.28)

の後に記述したように，パリマックス法における場合と同様の考え方である。

次に， 前節からの長方形に関する検証例で， コパリミン法の計算を示そう。

最初に計算の基礎となる手順を，表6.8として示す。

この表で，r=1とおいているのはオブリミン法として一般性をもたすため

であり ，rの値を変えることにより式 (6.92)と(6.93)で示すような回転法と

なる。ここでの計算手順は式 (6.98)によっている。

まず，お=1の下欄から

i -6.3220 
A'H'WHA= I 

I 1.5037 

を得る。この固有値と固有ベクトルは，

同じ手順で，

クァーティミン法の表6.7の下と全く

(根):-6.4984 

6.4984 

(ベクトル):(0.9932 -0.1165) 

: (0.1165 0.9932 ) 

と計算され，最小根 -6.4984に対応するベクトノレを採用する。

したがって，Aの第 1列は

qjl == 0.9932ajl-0.1165ajわ j= 1，2，…，8 

となる。
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観測特性

No. ajl=qjJ I a門.I h}' ザ /h/ I qj，'/h/ I即j=p(手)汗(ぢ)¥ (予)即j I (等主)即jI (手)町
1 0.8138 0.9996 0.3374 0.6626 2.4512 0.8270 1.1590 1.6242 

2 0.5804 0.8142 0.9999 0.3369 0.6631 2.4548 0.8271 1.1603 1.6277 

3 0.6060 0.7953 0.9998 0.3673 0.6325 2.2116 0.8124 1.0662 1.3992 

4 0.9200 0.3916 0.9998 0.8466 0.1534 -1.6226 -1.3737 -0.5847 -0.2489 

5 0.5395 -0.8417 0.9996 0.2912 0.7088 2.8207 0.8214 -1.2815 1.9993 

6 0.9975 -0.0652 0.9994 0.9957 0.0043 -2.8157 -2.8037 0.1832 -0.0120 

7 0.9978 -0.0652 0.9999 0.0043 -2.8157 -2.8037 0.1832 -0.0120 

8 0.9895 0.1438 0.9999 0.9793 0.0207 -2.6843 -2.6288 -0.3820 -0.0555 

、、、コノξ リ表 6.8

6.3220 

観測特性
反復計算中の Q io=2 反復計算中の Q

No. qj1 qj. qjl'/h/ 四 j I (労)即j (ψ，-)卸j I (手)甜j qjl qJ. 

1 0.4819 0.8183 0.2323 -2.9478 -0.9945 -1.3938 -1.9532 0.4819 0.9188 

2 0.4816 0.8142 0.2319 -2.9504 -0.9941 -1.3946 -1.9563 0.4816 0.9191 

3 0.5092 0.7593 0.2593 -2.7314 -1.0033 -1.3168 -1.7281 0.5092 0.9061 

4 0.8681 0.3916 0.7536 1.2231 1.0355 0.4408 0.1871 0.8681 0.5786 

5 0.6338 -0.8417 0.4018 -1.5916 -0.4635 0.7231 -1.1286 0.6338 -0.7074 

6 0.9983 -0.0652 0.9966 3.1669 3.1535 -0.2061 0.0135 0.9983 0.1488 

7 0.9986 -0.0653 0.9973 3.1717 3.1581 -0.2063 0.0134 0.9986 0.1489 

8 0.9660 0.1438 0.9332 2.6595 2.6045 0.3785 0.0550 0.9660 0.3513 

司，
句

3
0
U
 

戸、“ー-6.3220 2.8497 計合

1 ____  一「一一一-6.4962 6.4962 し~I4.8060 し一一一 一一計メ当、
ド』
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次いで， %'0=2として表6.8の右方の欄に示すように，同様の計算をすすめ

る。このときの最小固有値と対応する固有ベクトルは

(根):-7.1451 (ベクトル):(0.2131 0.9770) 

である。

これによって d の第2列が変換され，表の最終列に記入されている。これ

で1回の巡回計算が終了したわけであるが，同様にしてこの巡回計算を基準値

Cが十分小さくなり，そして安定するまで叫を更新しつつ反復する。

なお，この第 1回の巡回による d の変換行列 Tは，上の経過から

ベ0.9932 0.2叶
-0.1167 0.9770 

で，基準値 Cは初期の dにおいて -6.3220であったが， この回転により

-7.1478となり 0.8258だけ減じている。

この巡回は 8回で収束し，最終結果は表6.9にまとめられている。

表 6.9 長方形による検証例に関する 3種類のオプリミン解

観ilI'帰性
参考輸による因子構造

No. 初期の負荷行列
クア rア=イOミン解 Iパイクァ テ5ィ)ミン解I コパリミン解

(r=O) (r=O (r=1.0) 

1 0.5806 0.8137 -0.0185 0.9059 0.0695 0.9506 0.2075 0.9779 

2 0.5803 0.8141 -0.0190 0.9062 0.0691 0.9506 0.2071 0.9782 

3 0.6059 0.7952 0.0128 0.8923 0.1008 0.9406 0.2381 0.9711 

4 0.9199 0.3915 0.5055 0.5526 0.5795 0.6499 0.6871 0.7263 

5 0.5394 -0.8416 0.9347 -0.7293 0.8999 -0.6407 0.8306 -0.5562 

6 0.9974 -0.0651 0.8399 0.1175 0.8844 0.2374 0.9406 0.3385 

7 0.9977 -0.0651 0.8401 0.1176 0.8846 0.2375 0.9408 0.3386 

8 0.9894 0.1437 0.7089 0.3216 0.7683 0.4344 0.8498 0.5269 

2 1 2 1 2 

変換行列 1 0.8030 0.1821 1 0.8524 0.3004 1 0.9168 0.3993 

2 -0.5958 0.9832 2 -0.5227 0.9538 2 -0.3991 0.9168 

巡回計算数 。 7 。 10 。 8 

基 準 値 8.3548 4.9251 1.0164 -0.8211 -6.3220 -7.9406 

6.3.4 バイクァーティミン法，一般オブリミン法

クァーティミン法やコパリミン法を利用していて，なにか十分に満足のゆか
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ぬ場合がある。このしっくりゆかぬ原因は，経験的に，いつもコパリミン法の

結果があまり直交すぎる因子軸へ導かれているかたよりをもち，また他方クァ

ーティミン法が，反対にあまりにも因子聞の相関を強調しすぎる嫌いを有する

ということである。 Kaiserや Carrol1も経験的な調査によってこれらの傾向

を認め，このかたよりを調整する基準を考案した。

Carrol1は，基準 N と Cの長所を組み合わせ，また欠点をEいに補うもの

として

f'* 
B*=N十77 (6.85) 

をバイクァーティミン基準とし，この B*を最小にする回転法をバイクァーテ

ィミン法 (Biquartiminrotation)として提唱した。ここに B*は， それぞれ

が妥当な基準である N と C*に関し，これらの合計として最小ならしめる基

準となっている。

その後， Carrollは式 (6.85)を一般化し， N と C*jpについて，相対的に

種々の重みづけが可能な線形結合の形の基準として

を示した。

f'* 
B*=αN十pt， α，s ~と。 (6.86) 

このようにオブリミン法を総括する基準をつくると，これまでのコパリミン

クァーティミン法およびパイクァーティミン法の基準は，式(6.86)の特殊法，

な場合として

コパリミン基準 :α =0，s = 1， 

クァーティミン基準 :α=1， s = 0， 

バイクア}ティミン基準 :α=1， s = 1 

と整理される。ここに式 (6.86)は，具体的に次式で示される。

q p p 

B*=五1{αAq九戸+s(p五山J-Fd子qjj，2)jp}
(iくi')

また，上式を定数P倍して，次のようにまとめることができる。

(6.87) 

(6.88) 
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さらに

とおくと

q p p p 

B*=へiλ主1ρ+s似)(ρ叩El仰
(i<i') 

r = sI(α+s)， O::::;r::::;l 

q p p p 

pへえ{PZqAP-r主〆PFZ}
(i<i') 

(6.89) 

(6.90) 

(6.91) 

で示される。 これを一般オブリミン基準 (generalOblimin criterion)とよん

でいる。

また，コパリミン法で基準を c*から Cに変換したのと全く同様に，上式

の B*における各 qji2 を負荷行列の対応する行の共有性 hJZで割って規準化

することによって，

B=よJρ副長)(宏子)-rj~l (前五(手)}0::::; r::::; 1 

(6.92) 

を定義し，これを規準一般オブリミン基準 (normalgeneral Oblimin criterion) 

という。そして，回転によりこの Bの最小化をはかるわけである。

なお，式 (6.90)によると，上の基準は一つの母数 Tの値で規定され，

(6.87)の特殊な場合は，

コノ号リミン基準 :r = 1， 

クァーティミン基準 :r=O， 

バイクァーティミン基準 :r =0.5 (6.93) 

で表現される。

さて，変換行列 N と参考軸による因子構造 Qを実際に求める計算は，

式

さ

きのクァーティミン法に似た手順によるのであるが， Carrollはとくに大型の

行列の場合にも実用的な方法を開発している。

この方法は， まず，初めに与えられた因子負荷行列 d の第九列をとりあ

げ，残りの q-l個の列については固定しておく。そして次の値
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( P / n>，2 ¥/n>，2¥ P / n，， 2 ¥ P /n，，2¥) 

BiO = L:. {p L: (ニ:':H ~J'9 I-r L: I二互}-)~.[ニιH
i7:1 l r Tl ¥ hl八hj2J I f~1 ¥ 町/戸'1¥hl JJ 
(iキio)

(6.94) 

が最小になるまで第九列の要素を変えていく。次にらを変更して，上の反復

を行なう。このように q個の列について順次計算して 1巡回を終える。この各

列要素の算出に，クァ}ティミン法におけるような最小固有値および対応する

固有ベクトルを求める計算が含まれる。

すなわち

Wj=  ~ {P(三千)べ(岩)}， j=は ，P (6.95) 

とし，Wを Wjの対角線行列とおくと，第九列の関与する基準値札。は，

BiO = Nio' A' H' WHANio ' io = 1， 2，…， q (6.96) 

である。この BiO を最小にする変換行列 N の第九列ベクトル NiO を

N;，' N;o = 1 ， io = 1，2，…，q (6.97) 

なる条件下でまず求めるわけである。このために

C= A'H'WHA (6.98) 

とし， この対称行列の最小固有値とこれに対応する固有ベクトルを算出する。

この論理は， 式 (6.82)におけると同様で， この固有ベクトルが変換行列の第

九列 N;oとなり，次いで

Q;o = ANio (6.99) 

によって Qioが作成される。また，このときの Cの最小固有値は式(6.94)の

最小値を示している。

このように逐次%を更新して 1巡回の計算を終える。この巡回計算の反復

終了には， あらかじめ式 (6.92)に関し収束を判定するための十分小さな定数

を与えておき，巡回ごとに変わる基準値の差をこの定数と比較して停止規則を

設ける。これらの手順は，常法で，先項のクァーティマックス法やコパリミン

法と全く同様である。

さて，このようにして得られた Qは， いつも，参考軸に関する因子構造で

あるから注意を要する。これから根元因子解を導くには， 6.2.2項の関数関係
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観測特性
回転まえの初期の解 d io=1 

No ajl=qjl aj2=qj， qj，'/h/ |却戸P(手)-r子(学)I (手)即j I (乎)即j¥ (予知
1 0.5807 0.8138 0.9996 0.6626 3.8760 1.3077 1.8327 2.5682 
2 0.5804 0.8142 0.9999 0.6631 3.8796 1.3072 1.8337 2.5725 

3 0.6060 0.7953 0.9998 0.6325 3.6365 1.3358 1.7531 2.3007 

4 0.9200 0.3916 0.9998 0.1534 -0.1978 -0.1674 -0.0713 -0.0303 

5 0.5395 -0.8417 0.9996 0.7088 4.2455 1.2363 -1.9288 3.0092 

6 0.9975 -0.0652 0.9994 0.0043 -1.3908 -1.3849 0.0905 -0.0059 

7 0.9978 -0.0652 0.9999 0.0043 -1.3908 -1.3849 0.0905 -0.0059 

8 0.9895 0.1438 0.9999 0.0207 -1.2594 一1.2334 -0.1792 -0.0260 
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qjl qJ' 
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に基づくわけで，この場合もオプリマックス法の式 (6.66)と(6.67)の前後で

記述したことと同様になる。

数値計算の手順を示すため，検証実験例によって基礎計算の部分を表6.10に

示している。

計算の手順は， r=0.5とおいたことを除いて，前項のコパリミンの場合と同

様である。

ら=1における固有値の計算は，表の下欄の数値を用いた次式

|101併 -A 3.4212 

3.4212 10.3825-A I 

を解いて，ん=ー0.1∞2およびん=11.4991 を得る。また， この最小根に

対応する規準化された固有ベクトルは表6.7の下方に示した計算法によって，

(0.9506， -0.3103)となる。この結果から d の第 1列が変換される。

次いで， io=2では

を解いて， A1=ー0.4081およびん=16.9418を得，最小根んに対応する固有

ベクトルは (0.1332，0.9911)となる。

したがって，Aに対する第 1巡回での変換行列は

Tニ [0950601汁
-0.3103 0.9910 

となっている。そして，Aにおける初期のバイクァーティミン基準値1.0164

は，今回の変換によって -0.4083となり，基準値は 1.4247だけ減じている。

このような反復巡回は 10回で収束し， 得られる最終結果は， クァーティミン

法 (r=O)およびコパリミン法 (r=1.0)の結果とともに，表6.9にまとめられ

ている。

まず， この表で r=Oとしたクァーティミン解の結果を， 6.3.2項のクァー

ティミン解と比較してみよう。この両者にほ，それぞれ式 (6.92)と(6.68)で

示されるように，基準値が共有性 hiで重みづけされているか否かの違いがあ

る。しかし，この表の解と 6.3.2項の末尾に示した解とは非常によく似ており，
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ほとんど一致した性格を示している。 このことはもちろん，共有性がかなり 1

に近い値であったことにもよるが，一般にほとんど同様な解を示すことがいわ

れている。

また， この表の 3種類のオブリミン解を比較すると，コパリミン解は他のど

の解よりも簡素構造の観点からみて劣っているようである。しかし，一方でコ

パリミン解は 5.2.2項に示したパリマックス解によく似た結果を示している。

このことからコパリミン解はかなり直交性に近い性質を有することがわかり，

因子聞に相関性が少ないという観点では簡素化されていると考えられる。さら

に，根元因子聞の因子相関の観点、では，クァーティミン解は最も高い相関性を

示し，コパリミン解は最も低い相関性を示している。そして，バイクァーティ

ミン解はこれら両極端の間にある。また直接的なグラフ法による表6.2の因子

構造は，一般にクァーティミン解に近い結果を示し，因子間相聞はパイクァー

ティミン解よりも高い。

また，オプリマックス解は表6.6のようにあまり良い簡素構造を示していな

一般オブリミン解の中で比較すると，やはりクァーティミン解の方向に

やや近く，根元因子聞の相関性は，クァーティミン解と同程度にかなり高い。

し、ヵ~，

要約すると，これまでの多くの計算結果から，コパリミン基準は非常に強い

直交性への傾向をもち，クァーティミン基準は根元因子の面で高度の相関性を

示す。そして，パイクァーティミン基準はちょうど中間の性質，しいていえば

相聞のやや低い方向の性質を示すようである。そして， 全体的に考慮すると，

バイクァーティミン基準が最も望ましいとされている。

6.3.5 カイザー・ディックマン法

この方法は一般オブリミン法の類ではないが，同様の簡素構造を満たす斜交

因子解を得るために，新たな基準を最小にする回転の一方法として， Kaiserと

Dickmanによって提唱された。彼らの基準は次式

D=み[左(労)(三月八割前え(手)}] (6.1∞) 

で示される。

この基準はこれまでのものに似ているが，元来は一般オブリミン法の rをい
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かに定めるかということに関連して考案された。そして，パイクァーティミン

法のように事前に r=1j2と与えないで， クァーティミン法のあまりに斜交し

すぎるかたよりやコパリミン法のあまりに直交すぎるかたよりをなくするよう

な，妥当な解を一意に得ることを目的にしている。

ここで，r=1j2のパイクァーティミン法とこのカイザー・デ、イツクマン法の

長短を比較すると，もちろん適用されるデータ構造の性質にも関連するが，デ

ータ構造が非常に簡単かまたはきわめて複雑なときにはカイザー・デ、イックマ

ン法が良く，それ以外のデータ構造の場合，すなわち適度に複雑なときにはバ

イクァーティミン法が良いようであるといわれている。

さて， この計算の方法は式 (6.1∞)の基準値 D を最小にするように回転す

るのであるが，いくぶんオプリマックス法に類似している。

まず，任意の 2列 iと fに関する D の成分の値 Dwをつくる。

D4441(手)(ザ)!{~ (労)判明) (6.101) 

いま，lに注目して qjiを回転まえの d の要素で記述し，

号を次のように略記しよう。

さらに便宜的に記

qji = ajit1 +aji't2三 a+bx

ここに，x = t2jt1 

a = aj;Jhj， b = aji'jhj 

このようにおくと，式 (6.101)の Dii'は

D“=子(a刊号子)片山叫(ザ)

(6.102) 

(6.103) 

(6.104) 

と書ける。常法によって，

ち次式を得る。

この式を xで偏微分しゼロに等しいとおく。すなわ

=0 
r; b(a+批)K.r; (a+bx)2-r; b(a+bx) r; (a+bx)2K2 

8 DKj1  1 1 
sx r; K2・{r;(a+bx)2}2 

(6.105) 

ここに K=.qji，2jhiとおいている。

上の式を満たすおは，分子のみを整理しておの 2次式とし
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(.E b2K2・.Eab-.E abK2 .E b2)X2+(..E b2K2 ..E a2-.E b2 ..E a2K2)x 

十(..EabK2 ..E a2_  .E ab .E a2K2) = 0 (6.106) 

を解いて得られる。この 2実根のうち， 式 (6.104)の Dii'を小ならしめるほ

うの根を採用して x とおく。

この xは式 (6.103)で定義されたもので，さらに t12+t22=1の関係がある

から，もとにもどし

れ=11 V'I平子， t2 = xl.JI平子 (6.107) 

を要素として，次に示すような変換行列が得られる。

11¥O  

， -ー (6.108) 

， -・・ o i2--:~1 ， 

これが一般的な iとi'の際の変換行列となる。このようにして i=1，2，…，q-1

表 6.11 長方形による検証例に関するカイザー・ディックマン解

初期の行列

1 2 

1 0.5806 0.8137 

2 0.5803 0.8141 

3 0.6059 0.7952 

4 0.9199 0.3915 

5 0.5394 -0.8416 

6 0.9974 0.0651 

7 0.9977 -0.0615 

8 0.9894 0.1437 

基 準値

0.0710 

カイザー・ディックマン解

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

1 

参考軸による因子構造

第 1巡回計算

1 2 

0.2959 0.8794 

0.2955 0.8978 

0.3257 。目8642

0.7498 0.5025 

0.7762 -0.7681 

0.9674 0.0591 

0.9677 0.0592 

0.8943 0.2653 

基準値

0.0585 

変換行列

1 2 

0.9494 0.1240 

2 -0.3137 0.9922 

第 5巡回計算

1 2 

0.0698 0.9423 

2 0.0693 0.9426 

3 0.1010 0.9315 

4 0.5790 0.6298 

5 0.8996 0.6601 

6 0.8844 0.2126 

7 0.8846 0.2126 

8 0.7684 0.4110 

基準値

0.0543 

変換行列

1 2 

1 0.8526 0.2758 

2 -0.5225 0.9611 
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i'=(i+1)， (i+2)，…，q と動かして， 1回の巡回計算が終了する。

これまでの長方形に関する検証例で，上の計算を行なうと表6.11の結果を

うる。この例で基準 D の値は 5固めの巡回計算で小数以下4桁まで一致し，

十分に収束して計算を終了する。表6.11には，参考のために，初期の因子負

荷行列と，第1回の巡回計算の結果および最終の第5固めの計算結果を並べて

示している。

さて，この回転結果を種々のオブリミン解に関する表6.9と比較すると，こ

のカイザー・デ、イックマン解は，r=0.5としたパイクァーティミン解に非常

によく似ていることが知れる。この数値例はかなりデータ構造の明確な場合に

相当するが，双方の回転解はよく一致して優劣を論じにくい。

われわれの経験によれば，バイクァーティミン法はオブリミン系統の斜交解

で最も推奨されるがやや低めの因子間相聞を示す性質をもちカイザー・デ、イツ

クマン解はやや高めの因子間相聞を示すようである。しかし，両者とも斜交解

では最も妥当とされる回転法で，いずれがよいかは本項の初めに記述したよう

に，データ構造の複雑さによると考えられる。

6.3.6 プロマックスj去

前項までの斜交回転法は，直交回転の際の直交性の制約をはずして各基準値

の最大化または最小化をはかるものであった。しかし，本項の方法はこれらと

全く異なった発想、に基づき， あらかじめ“理想的"な斜交因子パターンを要

素ごとに構成しておき，そして直交回転で得た結果からこのパターンに至る変

換行列を最小2乗法で求める。この“理想的"とは Hurleyと Cattel1によ

るプロクラステス問題 (Procrustesproblem)に基づく考え方を意味してい

る。また，通常このときに利用する直交解は迅速にしかも良好な結果が期待

できるパリマックス解であることが多い。 このプロマックス法 (PROMAX

method)は1964年 A.E. Hendricksonと P.O.Whiteにより開発され，演

算速度が非常に速いという利点も有している。

元来，簡素化された因子ノξタ}ンの定義は，因子負荷行列中の顕著な要素に

ついては +1または -1で，その他の要素はゼ、ロで表示されるものである。

しかし，実際においてこのような因子パターンを直交解や斜交解として明確に

得られることは少ない。とくに観測変量の数が大きい場合などでは，簡素化構
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造を示す“顕著な"要素を具体的に判断するのに困惑することがある。たと

えば，絶対値が 0.2以上の要素を“顕著 h とするなら因子行列の中で十lや

-1と考える要素が非常に多すぎることがある。また 0.5以上で判断すると

0.49というような要素についてはどのように扱ったらよいか迷う場合がある。

このようなことは，とかし因子解釈がむずかしくなる斜交解の場合に明快な

結果が望まれ，プロクラステス問題としてモデル式にあてはめようと考えるわ

けである。

いま，直交回転によって得た因子ノfターンを G=(gij)とし， この要素と未

知常数 hにより，新たに

qij = Igi/+11/gij， k> 1， i = 1，2，…，p， j= 1，2，…，q (6.109) 

からなる行列 Q=(qij)を定義しておく。ただし， この寡乗によって符号は変

えないものとする。このとき，直交の因子負荷行列 G を最小2乗法によって

Qに最もよくあてはまるような変換行列，すなわち

GT，，=? Q (6.110) 

のような参考軸による因子構造への変換行列 Tを考える。このことは，理論

的には

T=(G'Gt1G'Q (6.111) 

に相当するものを求めることである。そして，実際上はプロクラステス問題と

して Q にあてはめたとき残差誤差の 2乗和を最小にする変換行列を求めるわ

けで， 5.2.3項のパリジム法と同様の考え方にたつ。すなわち

GT = Q+E (6.112) 

において tr.{EE'}を最小ならしめるような T を求める。ここに T'T=1で

あるが，パリジム法と異なって TT'=1という条件はない。そして， このよ

うな T が得られれば，通常の斜交解と同様にプロマックス法による因子軸聞

の角度と因子相関も算出する。

上の式 (6.109)で示された Qの形は， Gの要素の大小の比が相対的に大き

くなる方便として選出されている。 ここに，式 (6.109)は種々の h に対し一

つの族を示すが，kの任意の一つの値に対して式 (6.110)のようなプロマック

ス回転がなされるわけである。 このとき， どのような hの値を与えるとよい

かについては，オブリミン解などの立場と同様で， 理論的に hに特定の値を
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定める明確な法則はまだない。したがって，適切な斜交解を得るためには何と

おりかの hの値に関し実施してみなければならない。ただ，文献にある経験

的知見によると k=2ではあまりに斜交性が強く ，k=3ではカイザL ・デ、イツ

クマン法に近い結果を示し，より広範な数値例の検証からの一般的な知見とし

て k=4が最適といわれている。他面，データがとくに簡潔な構造に基づくと

きは，kの値として小さいほうがよいということも当然である。このように本

項の方法は，直交解から非常に速く良い斜交解を得ることを特徴としている。

6.3.7 その他の回転法への展望

解析的方法による斜交解を一般オブリミン解の系統に拡張した後， Carroll 

は直交解についても同様の一般化を考え，オーソマックス法 (Orthomaxme・

thod)を提唱している。

この基準はクァーティマックス法の基準 Q とパリマックス法の基準 Vに

それぞれ重み α，sをつけ，新たに

αQ-sV: (最大) (6.113) 

を基準として最大ならしめるような変換行列を考えることであった。ここで，

当然， α=1，s=Oのときはクァーティマックス法， 日 =0，s=1のときはパリ

マックス法となる。そして， α=1，s=lのときにはバイクァーティマックス法

(Biquartimax method)とよばれる。しかし，今日まだ，このような回転解は

実際に行なわれていないようである。

一般に，直交回転法は現状で相当に満足されていて，たとえ新しく開発され

てもわずかの改善にすぎないとまで考えられている。しかし，一方，斜交回転

の方法は基本的に異なった性格のものが望まれ，現在，なお開発の途上にある。

このように斜交した簡素構造をもっ解をうることに，多くの関心が払われて

いるが， Schmidと Leimanは斜交因子の心理学的な解釈の際に生じるむず

かしさを論じ，得られた斜交解をさらに分析して，若干個の直交因子を含み

しかも簡素構造を保つような一つの直交解で示す方法を提唱している。このよ

うな解法は体系因子解 (hierarchicalfactor solution) とよばれ，継承的に得

られるいっそう高次の因子解を目的として行なわれる。すなわち，諸斜交因子

聞の因子相関行列から出発してさらに因子抽出を行なうわけである。彼らの方

法は，この発想、に基づき，はじめに得られた斜交簡素構造の解をいっそう高次
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の数個の因子からなる直交した体系因子ノfターン(hierarchicalfactor pa枕ern)

に焼き直すことを意図しているといえよう。しかし，

今後の問題として残されている。

なお斬新的な斜交解は，

6.4 

計算プログラム6.4 

オプリマックス法

斜交回転法の一つで， Saundersによるオプリマックス基準を最大にする。

すなわち，因子負荷行列の要素に関する 2重の分布を考え，この分布の尖度を

最大化するのがオプリマックス回転法で，もし因子の直交性の条件を付加すれ

ば5.3.1項のクァーティマックス法と同等になる。この基準のもとでは，因子

負荷行列の行(変量)方向にも列(因子)方向にもかたよらない等しい重みで変換

される。アウトプットは斜交参考因子構造とそれへの変換行列が得られる。因

子パターンや斜交根元解は後の 6.4.4項のプログラムによって，斜交因子相関

行列とともに一括して得られる。

6.4.1 

(output) 

巡回回数

基準値

変換行列

巡回後における因子構造の近似解
および最終的な因子負荷行列の近
似解

カ出

A(I.J) 

観測変量の数

共通因子の数

巡回回数の限度

ゼロならば最終結果のみ
1ならば中間の巡回結果も示す

ゼロならば初めにもどる
1ならば STOPする
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2 REAO (40，101) (A(J.I'・J・1，IP)
00 4 1・1.1岨
00 3 J・1・1唖
XN(I・J)・0.0

3 XN(J， J)・0.0
.. XN(I・J)・1.0

08C-0.0 
OC・0.0
ICYCL・1
IIilM1・I唖・1

IEND~1 
GO TO 33 ， 00 29 101・1・1唖M1
1011・101+1
00 29 IP1・101101岨
A2・0.0
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A3B-0.0 
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A2B2・0.0
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B2・R2+A(J・IP1)**2
684-84+A(J，IP1)・4・4

80)・AB・84・B2・A83
日(2)・A2・84+2.0・A8・A83・3.。骨日2・A2B2
B(3)・3.0・A2・・A83・3・0・82・A3R
8(4)・3.0・A2・A2F12・2.0・A目*A3B・B2・A4
8(5)・A2・A3B-A8・A4
CALL FOE唖
IW・1
00 e 1・1・4
IF(XR(I.2)) 8.7.8 

7 IW-IW+l 
8 CONTINUE 

GO TO (25・25.1‘・9.9)・IW
9 00 11 1・1.3

IJ1現1+1
00 11 J・111.4
IF(XR<I.1>・XR(J.l))10il0.11 

10 W-XR(J.1) 

XR(J・1)・XR(I.1>
XR( 1・1)・W

11 CONTlNlJE 
IF(B(1)) 12.12.13 

12 X1・XR(l，1>
X2・XR(3 ，1) 

GO TO 2‘ 
13 Xl・XR(4.1)

X2・XR(2.1>
GO TO 24 

14 JaO 



00 16 I・1.4
lF(XR(I.2)) 16.1'.16 

1う J・J+1
X(J)-XR(I.1) 

16 CONTlNUE 
IF(X(1)・X(2)) 11・17・18

17 W.X(1) 
X(l)・X(2)
X(2)-W 

18 IFCB(1)) 19.19.20 

19 X1~X (1) 
GO TO 21 

20 X1・X(2)
21 IF(X1) 22.23.22 
22 X2・・1.0/X1

GO TO 24 
23 X2~1.0 
24 XNl1・1.0/5唖RTC1.0+X1<・*2)

XN12-1.0/5唖RTC1.0+X2<・・2)
XN21・X1・XNll
XN22=X2・XN12
GO TO 26 

2ぅ XNl1=0.7071Q68
XN22=0.707101>8 
XN12=0.7071Q68 
XN21~・0.707101> 8

26 00 27 K=l.IP 
W=A(K・101)'・XNll+A(K・IP1)・XN21
A(K.IPl)=A(K.101)骨XN12+A(K・IP1)・XN22

27 A(K.I01>-W 

00 28 K=lo1fl 
W=XN(K・101>'・XNllφXN(K・IPll'・XN21
XN(K.lP1)・XNCK.101)・XN12φXN(K.JP1)・XN22

28 XN(K・101)・w
29 CONTINUE 

A侮=0.0
A2・0.0
00 30 J・1・IP
00 30 1・1・1団
A4・A4+ACJoI)・・4

30 A2=A2+A(JoI).・4・2
OC=s嶋 IA2“主
IF(AB5(OBC-OCl・0.00001> 3'与・3'‘・31

31 LCYCL-ICYCL+l 
IF (ICYCL・MAXC+l) 32.32.34 

32 1 ENO.l 
IFCIOC) 35.33・3雪

33 IF(ICYCL-l) 35.3'.' 
34 IENO.O 
35 ICY.ICYCL・1

WRITE (50・200) ICY・OC
WR ITE (50・201) CI 01・1・1也3
00 36 1=1.1唖

36 WR ITE (50・20?l 1・CXNCI・J).J=1.J岨〉
WR ITE (ち0・203) CI .1=1・1唖〉
00 37 1=1・IP

37 WRITE (う0・202) I.(A(I・J).J・1・111)
1 F (1 ENO】ラ..38，ぅ

38 IF(15E由) 39・1・39
39 WRITE (20・204)
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100 FOR阿AT(515) 
101 FORMAT (12F6.5) 
200 FORMAT (1117H ITERATION CVCLE.・15.5X.18MOBLIMAxCRITERION.・E15.811

1) 

201 FORMAT (1I65H TRANSFOR~'ATl ON MATRIX (FROM PRE・STRUCTURETO REFEREN 
1CE STRUCTUREII(15X.7(16・3x)))

202 FORMAT (10X.1‘・1X.7Cf8.4・1X))
203 fORMAT (1137M REFERENCE STRUCTURE (OBLIMAx METHOO)II(15X.7(16・3X))

1) 

20'与 FORMAT(1127M JO日 ENO(OBI 1阿AXROTATION)I/) 

STOP 
ENO 

[付] サブルーティン(4次方程式の求根)
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OO~S唖骨骨2+4.0・SP・*3
IF(OO) 3・2.2

2 AA=(・5骨+5岨RTCOO))/2.0
BA.(・5由・5司RTCIlD))/2.0
AAA.AA/ABS(I;A) 

BB6~BB/AB5(BB) 
AA=AB5(AA)暢骨 (1.0/3.0)
BB=AB5(BB)*・(1.013.0)
5U1.AAA*AA+日BB*BB+SK/3.0
GO TO 4 

.3 5ITA=ATAN((・OD)**O.ぅI(-S曲))

5U1=2.0*5由RT(-5P)毎SIN(1'.570796.32・SITA/3.0)+SK/.3.0
4 5A冒・SUl-5K

5B=2.0*5L/(AA5(5Ul-SK)】*・0.5
5C=(ABS(5U1・SO)**0，5/2.0 
IF(SUl・SK)8.5.15 

5 SX=5曲RT<AB5(・5K/2.0))
IF(SK) 6.6.7 

6 X(1.1)・5X
X(2.1)・-SX



XC3.1l・SX
XC4.1)・・5X
GO TO 21 

7 X(3.2)・5X
XC4.2)--5X 
XC1.2)・5X
XC2.2)・・SX
GO TO 21 

8 5ALPH.CCS由RTCSA**2+SB・-・2)+SA)I2.0)**0・'
SBETA. C CS唖RTCSA**2φSB・-・2)-SA)/2.0，*・0.5

IF(SU 14.9.13 
9 IF(SA) 10.11.11 

10 XC1.2).(-5岨RTCAB5(SU1-SK))+S&RT(-SA))/2.0
X(2.2)=・X(1.2)
XO.2)・X(2・2)+S骨RTC-SA)
X(4.2)=-X(3.2) 
GO TO 21 

11 X(1.1)・5由同TC5A)/2.0
X(2・1)・-X(1・1)
X(3.1).X(2.1) 

X (4 .1)・X(1.1) 

AAA--1.0 
BBB.・1.0
DO 12 1=1.4 
AAA・AAA*BBB

12 X(I.2)=S由RTCABSCSU1・SO)・AAA/2.0
GO TO 21 

13 SC・-SC
14 X(1.1)-SALPH/2.0・A(2)'''.0

XC1.2)=SBETA/2.0+SC 

X(?1)・X(1.1)

X(2.2)=-X(1.2) 
X(3.1)=XC1.1)・SALPH
XO.2)=XC1・2)・2.0・SC
XC斗.1)-X C3.1) 
X(4.2)・-Xl.3.2)
GO TO 21 

1う J.1
16 IF((SA・SB)/4.0) 17・18.18
17 XCJ.1)=SC-A1/4.0 

XCJ+2.1)=XCJ.1> 
X (J. 2) = (ABS (CSA・SB)/4.0))骨骨0.5
X(J+2・2)・-XCJ.2)
GO TO 19 

18 XCJ.l).SC-A1/4.0+S唖RHCSA-S8)/4 .0) 
XCJ+2・1)・SC-A1/4.0・s曲RHCSA-S8)/4.0)
X(J.2)=0.0 
X(J+2.2)曾0.0

19 IFCJ・2) 20.21.21 
20 J・J+1

5C.-5C 
58-・58
GO TO 16 

21 RETURN 
END 
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斜交回転法

一般オプリミン法(クァーティミン法，バイクァーティミン法，

リミン法および任意のオブリミン基準値による法)

斜交回転のうちで Carrollによる一般オブリミン解を与える。すなわち規準

化された一般オブリミン基準では，一つの母数 Tの値をコントロール・カード

によって O~r~l 間で任意に与えることができる。

とくに，r=Oならクァーティミン法，r=O.5ならパイクァーティミン法，

r=lならコパリミン法とよばれる斜交解が得られる。ただし，アウトプット

は斜交参考因子構造とそれへの変換行列が得られるので，この他の因子パター

ンなどを得るには，本項のアウトプットを後の 6.4.4項のプログラムにインプ

コ/'(

194 - 6章

6.4.2 

ットするとよい。

G 

(output) 

因子負荷行列

巡回回数

参考構造解行列

変換行列

回転変換基準

巡回前後の基準値の差

カ出

A(I，]) 

NCY 

W(J) 

T(I， J) 

QCR 
DIF 

(input) 

変量の数

共通因子の数

ゼロならば中間の巡回結果も 1
ならば最終結果のみ示す

巡回回数の限度

固有値の収束のための巡回回数の
限度

[0，1]間の任意の債でよい
とくに 0.0 クァーティミン基準

0.5・ノξイクァーティミン
基準

1.0 :コパリミン基準

閏有値の収束判定定数

因子負荷行列

カ入

MCY 

ICT 

ICY 

N 

孔f

CRT 
A(I，]) 

OSLI~UE ROTATION 8Y GENERALIZED OBLIMIN METHOD 

N ---NO. OF VARIABLES 
刈・--NO. OF FACTORS 

ICT ・・・ O. TO OUTPUT EVERY INTERMEDIATE RESULT 
1. TO OUTPUT FINAL RESULTS ONLY 

MCY ---MAX. NO. OF ITERATIVE CYCLES IN MAIN PROGRAM 
ICY ---MAX. NO. TO CONVERGE AN EIGEN VALUE IN SUBROUTINE EIGEN 
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DO 10 J=l・州

U(J .J)=O.O 
V(I.J)=A(I.J) 

1口H(J)=H(!)+A(1・J)l・*2
H (1) =S0RT (H (1)) 
DO 11 .J=l.M 

11 A(I.J)包 A(I.Jl/H(1)
NC'{=O 
ISW=O 
MP=M-1 

AN=吋
PCR=O.O 

12 0CR=0.0 
DO 13 l=l.N 
DO 1.3 J=l・刈

1.3 V(! .J)=V(J .Jl/H(I" 
$=0.0 
DO 16 1=1・MP
SI=O.O 
DO 14 K・1・N

14 51=SI+V(K.I)普脅2
JP=I+1 
DO 16 J=JP.M 
5J=0.0 
DO 15 K=l.N 
白CR=白CR+(V(K.J)・.V(K.r))1・・2

1う SJ=SJ+V(K.J)l・*2
16 S=S+51*SJ 

曲CR=AN骨骨CR・5・5
DIF怠 ABS(IilCR-PCR) 

1 F (円 IF・0.00001) 19・19.17
17 IF(MCY-NCY) ，9.19.18 
18 IF(NCY梶 ICT) 20.20.26 
19 ISW=l 
20 WRITE (ち00206) NCY 

WR ITE (50.207) (K. K・1.州3
DO 22 l=l.N 
DO 21 J=l.M 

21 W(J)=V(I・J)*H(1) 
22 WRITE (50・20a> 1・(W(J)・J・1・M)
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IF(NCY) 25.2ぅ・23
23 WRITE (50・209) (K.K・1・M)

00 24 1 ~1 ・ M
24 WR lTE (.50・208) 1・(T<I・J)・J・1・foi)

WRITE (50・21口) CilCR・OIF
IF(15w) 26.26・1

25 WR ITE (50・211) 由CR
26 PCR=由CR

00 34 K・1.M
TW・0・。
00 29 I=1.N 
W(!)~O.O 

00 28 j-l，阿

1 F (K・・J) 27.28.27 
27 W(J)-W(!)+V(I・J)骨骨2

28 CONTItWE 
29 TW-TW+W (!) 

00 30・1譜 1・N
30 W(i)=AN*W(!)・G*TW

00 32 1・1.M

00 32 J-1・M
C(I.J)=O.O 
口o31 L田 1・N

31 CO.J)・CCI..J)+A(L.J)・A(L.I)・II'(L)
32 C<J. J)-CCI.J) 

CALL EIGEN (M ・CRT・ICY)
00 33 1-1.M 

33 T(! .K)-U(阿.1)

0034 1-1.N 
V(I.K)=O.O 

00 34 J=1.M 
34 VCI‘K)・V(!.KlφA(I.J)・H(I，*T(J.K)

NCY・NCY+1
GO TO 12 

100 FORMAT (515 F2.1.F10.5) 
101 FORMAT (12F6.5) 
200 FORMAT (/39H 06LIMIN 50LUTION (CilUARTIMIN CRITERION)) 
201 F口RMAT (/41H OBLIMIN 50LUTION (BI Cil UART1~IN CRITERION)) 
202 FORMAl (/39H OBLIMIN 50LUTION (COVARIMIN rRITERION)II) 
203 FORMAT (/37H OBLIMIN 50LUTION (GAMMA CRITFRION = .F斗.1.2H )) 

204 FORMAT (/13H INPUT MATRIX) 
205 FORMAT (/RF10.う〉

206 FORMAT (1120M REFERENCE 5TRUCTURE.ぅX.9HCYC:LENO.・14/)
207 FORMAT (5X.9(15.3X)) 
208 FORMAT (I5.9F8.4) 
209 FORMAT (/5X.21HTRAN5FORMA1ION MATRIXI15x.9(15・3X))
210 FOR刈AT (/5X.9HCRITERION.F10.4.5X.10HOIFFERENCE.F10.4/) 
211 FOR刈AT (/5X.9HCRITERION.F10.4/) 

5TOP 
END 

[付] サブルーティン(固有値と固有ベクトルの算出)
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SUBROUTlNE E.I.GEN BY JACOB l-S METHOD 
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SUBROUTINE EIGEN (M.CRIT.MAXC) 
OIMENSION A(10.10).UC30.10).W(30).V(30) 
COMMON A.U 
MC=O 
M阿1=1'1・1
00 1 1・1.M
00 1 J-1.M 

c
c
c
 

U(I.J)=O.O 
1U(I.J)=1.0 
2 MC=MC+l 

IF(附C・MAXC) :;・'.10
3 IH=IK=口.0

WMAX=・9999.9
00 う 11"1・H州1
I1P1-11+1 
00 う J1=11P1.M
IFIA円S(A(11.J1))・WMAX) 5.4・4

4 WMAX=A円5(A (11・J1))
IH=1l 
IK=J1 

5 CONTINUE 
IF(WMAX-CRIT) 10.10.6 

6 TAN2S坦 2.0'・A(IH.IK)/(A(IH.IH)・A(IK・10)
SIT=0.5*ArANCTAN2S) 
SINSIT-SIN(ABS(SIT)) 
IF(TAN2S) 1.8.8 

7 SINSIT=・SINsrT

a COSSIT-COS(ABS(吉11))
~1l =COSS IT・‘ 2 硲ACIH ・ 1HI+2.0 玲SINS1T*COSSIT*A(IH.1K)+SI~SIT骨骨2'・ A(1 K・IK

1) 

W2=S 1 NS JT‘・2.降A(IH・IH)・2.0.降SINSIT*COSSIT*ACIH.1K)+COSS1T**2骨A(IK・IK
2) 
00 9 11=1.附

Y1=A(11・1H)*COSS IT+A (1 I・1K)'・SINSIT
Y2・ACII.IK)併COSSIT-ACII.IH)併SINSIT
A(II・IH)=A(IH・!I)冒Y1
ACII・IKI・A(IKoIJ)・Y2

Y1・COSSIT*UCIH.II)+SINSIT骨U(!K・111
Y2・COSSIT楊UCIK.II)-SINSIT*U(IH・11)
UCIHoIl)・y1

9 U(!K・I!) =Y2 
A(IH.IH)cW1 
AClK・IK)・W2
ACIH・IK)=A(IK・IH)=O.O
GO TO 2 

10 X刊IN・99999999.0
00 12 1・1.M



斜交回転法

IF(A(l・I>-XMIN) 11・¥1.12
11洲INAO-I

XMIN-A(I・I>
12 CONTINUE 

00 13 I-1.M 
z・ll(M.1)
U(M.I)-U(MINAD.I) 

13 U(MINAO. I>=Z 
Z-A(MINAO・MINAO)
A(MINAO.MINAO)・A(M・M)

198 - 6章

A(M.M)-Z 
RETURN 
STOP 
ENO 

カイザー・ディックマン法

斜交回転法の一つで，カイザー・ディ yクマン法を行なう。この方法は，前

項の一般オブリミン解を得るときに rの値を先験的に与えねばならない難点

を避ける目的で開発された。前項のパイクァーティミン法とともに，このカイ

ザー・ディックマン法は斜交解の代表的なものとされ繁用されている。アウト

プットは斜交参考因子構造とそれへの変換行列で，その他を得るにはこの結果

を次項6.4.4のプログラムにインプットするとよい。

6.4.3 

N 
M 

MCY 

NSEN 

(output) 

因子負荷行列

巡回国教

参考構造解行列

変換行列

回転変換基準

巡回前後の基準値の差

カ出

)

)

 

J

Y

わ

J

r

'
A

目

J
u
f
t
u
T
A
i

、
支
刊
は

似

m
m
W

引

口

町

(input) 

変量の数

共通因子の数

巡回回数の限度

ゼロならば中間の巡回結果と最終結果を示し，
1ならば最終結果のみを示す

因子負荷行列

カ入

A(I，J) 

OBU曲UE ROTATION BY KAlSE肉・OlCKMANMETHOD 

N ---NQ. OF VARIA内LES
M ---NO. OF FACTORS 

MCY ---MAXIMUM ITERATlON CYCl.E 
NSEN ---O. TO lIsr UP EVERY INTERMFOIATE RESUI.T 

・・・ 1・OTHERWISE (FINAL RESULTS ONLY) 
A ---LOAOING MATRIX 

C
C
C
E
E
C
E
C
C
C
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c 
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0lMEN510N A(司0・10).VOO・10).T(10.10).H(.30).W(10)
1 READ (40.100) N.M.MCY.N5EN 

WR 1 TE (ラ0.200)
MM-M・1
00 2 J・1・H
REAO (40.101) (A(l.J)・1・1.m

2 WRITE (50.201) (ACl.J).l・t.N) 
00 4 1・1.N

H (1)・O.日
DO .3 J・1.M
VCI .J)~A(I，J)i・併2

.3 H(I)-H(J)+V(I.J) 。o4 J-1 ・H
4 V(I.J)-V(l.J)/HCl) 

5W置。
00ι1-1.M 
00う J-1.M

5 1(1.J)-O.O 

ム T(I.I)-1.0 
NCY=u 
PCR-99999999.0 
IF(NCY) 19.19.7 

7 NCY-NCY<l 
00 18 K~l.M 
S5A昌司.0
DO s J-1.N 

8 SSA回 SSAi<A(J・K).・*21H(J) 
00 18 L-1.刊

lf(L-K) 9.18.9 
9 55RV-0.0 

$5円=0.0
5A円V=O.IJ
SAR=O.O 
SSAv=O.O 
00 10 J~l.N 
SS8V=S SBY+A (.j・L>骨骨21H(J)・V(J・L)

sse-SSsi"A (J・1)待*2/H(J)
SABV-SA8VφA(J.K)場A(J・Ll縛Y(J.Ll/H(J)

SAB=SAB+A(J.K)‘A(J.Ll/H(Jl 
10 SSAV=SSAV+A(J・0*骨2骨V(J.L)/H(J)

O~(SSBV棒SSA-SSB・SSAV) 骨骨2・4.0*(S58V.・SAB・SABV*S5B).・ (5ABV*55A-5A8・55A
1V) 
IF(D) 18・11.11

11 X-(-SSsV・SSA+SSB*S5AV+S由RT<O))/(2.0普5SBV*SA8・2.0・SABV*558)
Y= (・S5BV跨55A+SSB*55AV・5由RT(0))/(2.0*5SsV.・5A8・2.0'棒SA8V.・558)
DX=(S5AV+2.白骨5ABV*X+55sV*X*X)/(55A+2.0*5AB*X+55B*X*X)
DY=(SSAV+2.0*SABV*Y+5SBV・Y*Y)/(SSA+2.0・SAB処Y+SSB*Y普Y)
IF(OX-DY) 1.3.13.12 

12 X=Y 
13 Y=1. 0/5由RTC1.0+X.時‘2)

X~X/5Iil RTC 1. 0+X 硲・・ 2)
TCK .K>-Y 
TCL.K).X 
X-o.O 
DO 14 l-l.M 

14 X=X+TCI.K】骨骨2
X-SIil.RT(X) 
00 15 1-1.M 
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15 TCI.K)・T<I.K)/X
00 17 1~1.N 
V(I.K)・0.0
00 16 J・1.M

16V(I.K)・V(I.Kl+ACI.J)・T(J.K)
17 V<I.Kl・V(hKl‘・21H(1)
18 CONTlNUE 
19 CR-O.O 

00 22 K・1.MM
KK-K+l 
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27 w (.))・W(J).A(I・L)・T<L・J)
28 WRITE (~O.203) I・(W(J).J・1.M)

WRIT~ (50・204) (I.J・1・M)
00 29 1・1.M

29 WRITE (50.203) I・(T(I・J)・J・1・阿3
IF(tKY) 30.30・31

30 W民ITE (~O ・ 205) CR 
GO TO 32 

31 WRITE (50.206) CR.OIF 
IF(SW) 32・32.1

32 PCR=CR 
GO TO 7 

10() FORMAT (412) 
101 FORMAT (12F6.う3
200 FORMAT (/21H INPUT LOADING MATRIX/) 
201 FORMAT (6FI0.5/) 
202 FORMAT (1124H KAISER-OICK附ANSOLUTI0N.5X.5HCYCLE・1315X・19HREFERANC

1E STRUCTUREII15X.7CI6・3X))
203 FOR~AT CI0X.14.1X.7(F8.4・1X)) 
20偽 FOR阿AT (1122H TRANSFORMATION柑ATRIXII15x.7<I6・3X))
205 FORMAT (/15X.9HCRITF.RI0N.F10.4) 
206 FORMAT (/15X.9HCRITERI0N・F10.4・5X・10HDIFFERENCE・F10.4)

STOP 
END 
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根元解と参考解の各因子パターン，

交因子間角度の算出

さきの 6.4.1項， 6.4.2項および6.4.3項の斜交回転の結果は，斜交参考因

子構造とインプットした因子負荷行列からの変換行列のみをアウトプットして

いる。 しかし， 一般に斜交解としては参考解のみでなく根元解をも必要とし，

またそれぞれについて因子構造と因子パターン，および斜交因子聞の相関行列

と因子聞の交角行列までも算出しておかねばならない。したがって，このプロ

グラムのインプットに， 6.4.1項， 6.4.2項および6.4.3項のアウトプットを用

いると関数関係によって，標記の一連の結果を得ることができる。

および斜因子相関，

6.4 

因子構造，6.4.4 

(output) 

因子構造(参考)への変換行列

因子構造(参考)

因子相関行列，因子軸間角度，

因子構造(根元)および因子パターン(根元)

因子パターン(参考)

カ出(input) 

観測変量の数

共通因子の数

因子構造(参考)への変換行列

因子構造(参考)

カ入

NP 
NQ  

T(I， J) 

A(J，I) 

PRIMARY FACTOR PATTERN・THE STRUCTURE • 
THE REFERENCE FACTOR PATTERN • THE 5TRUCTURE • 

THE FACTOR CORRELATION ANO THE ANGLES AMONG AXES 
FROM A REFERENCE FACTOR STRUCTURE 

ANO THE TRANSFORMATION MATRIX 

c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
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5UAROUTINE MATINV 15 RE曲UIREO

0lMEN510N T(11.11).A(30・lO).FR(10.10).G(30・10).AB(10・10)・AC(30.10)
OIMENSION 0(10.10) 
COMMON T.A.FR.G.AB・AC.O

1 READ (40・100) NP.N(i) 
WRITE (う0・200)
00 2 1・1・N由
READ (40・101) (T<I・J)・Jal・N由〉

2 WRITE (う0・201) (T<I.J).J・1.N由〉
00 3 1・1，N(司
00 .3 Ja1.N由

3AsCI.J)包丁CI・.Jl
WRITE (う0.202)
00 4 1・1.N()l



202・-6章斜交回転法

READ (40・10n (A(J・!)・J・1.NP)
4 WRlTE (ち0.201) (A(J.I).J・1・NP)

CALL MATlNV (N曲〉
00ぅ Im1.NP
00 5 J=loN由
ACCI.J)oO.O 
00 5 K-1.N由

5 ACCI.J)・AC(I.J)+A(I.K)*T(K・J)
00 6 1 =1・NP
00 6 J=l・N曲
G(I・J)-O.O
00 6 K-1・NIil

6 G(I.J)=G(I.J)+AC(I・K)僑 TCJ.K)
00 8 1・1.N(i)

Ti-口.0
00 7 J・1.N(i)

7TT包丁T+TCI・J)梶谷2
TT.S由RTCTT)
00 B J=l.N& 

8 TCI.J)・TCI.J1/TT

00 9 1・1.N由
00 9 J・1.N由
FR CI・J)・0.0
00 9 K-1.N& 

9 FR(I.J)・FR(I.J)+TCI.K)・TCJ.K>
WRITE (ラ0.203)
00 10 1・1.N&

10 WR ITE (50・204) Io(FR(1・J).J・1.N由3
00 15 J-1.N由
00 15 1-1.N& 

E=FR(I.J) 
SA=S白RTC1.0/F*・2・1.0)
IF(E) 12.12.11 

11 SH=ATAN(SA) 
GO TO 14 

12 SH=ATAN(5A) 
5H=3.141592・5H
IF(SH・3.141号926) 14・13・l.}

1.3 SH=.~.141'926・5H
14 SH=SH*180.0/~.1415926 

NSH=5H 
FNSH=NSH 
5H=FNSH+(5H-FN5H)・0.6

ユラ FR(I・J).・SH
WRITE (50・205)
00 16 Im1・N由

FR(I・1>ー0.0
16 WRITE (う0.206) 1・(FR(I.J).J・1.N&)

WRITE (ラ0.207)

00 17 1.・1・NP
17 WRITE (50・204) 1. (A{ 1 .J) .J-1・N由3

WR ITE (50・208)
00 18 1=1.NP 

ユ8WRITE (う0.204) 1・(G(I.J) .J=1.N&) 
00 19 1=1.N(i) 
00 19 J・1.N由
OCl .J)=O.O 
00 19 K=1.N向

19 OCI.J)・O(I.Jl+T(I.K)<時AB(K.J)
DO 20 1=1・Nfl
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00 20 J=l.N由
FR(l・J)=O.O
00 20 K=l・NO

20 FR(l・J)=FR(I.J)+G(I.K)*O(J.K)
WRITE (50.209) 
00 21 l=l.NP 

21 WR lTE (50・204) !・ (FR(!・J).J・1.NO)
00 22 I・1.N由
00 22 J=l.Ne 

22 T<1.J)-OCl.Jl 

CALL刊ATlNV (N也3
00 23 1-1.NP 
00 23 J=l.Ne 
FR( 1・J)=O.O
00 23 K-1・NO

23 FR (1・J)・FR(I.J)+A(I.K)・T<K・J)
WR lTE (50・210)
00 24 1-1・NP

24 WR ITE (50・204) 1. (FR(I・J).J-1.N由3
GO TO 1 

100 FORMAT (212) 
101 FORMAT (12F6:5) 
200 FORMAT (/22H TRANSFORMATION MATRIX/) 
201 FORMAT (8Fl0.5) 
202 FORMAT (/27H REFERENCE FACTOR STRUCTURE/) 
203 FORMAT (//32H FACT口R CORRELATION MATRIX/) 
20'み FORMAT (2X.12.2X.(9F8.4)) 
205 FORMAT (//24H ARC ( COS l MATRIX ./) 
206 FORMAT (2X.12・2X.(9F8.2)) 
26干 FORMA下 EJJ36H FACTOR STRUCTURr ， REFERENCE)/) 

208 FORMAT (//36H FACTOR PATTERN ( REFERENCE)/) 
209 FORMAT (//36H FACTOR STRUCTURE (PRIMARY )/) 
210 FORMAT (//36H FACTOR PATTERN (PRIMARY )/) 

STOP 
ENO 

[付] サブルーティン(逆行列の算出)
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OIMENSION A(31.31).8(10).C(10) 
COM問ONA 
00 4 1 ・1.N
00 1 j・1.N
B(J)=A(J・1) 

1 A(J.I)・0.0
A(l・1)"1.0
00 2 J"l・N

2 C(J)=A(I.J)/B(!) 
00 3 J-1・N
00 :3 K=l.N 

3 A(J.K)-A(J.K)・C(K)後日 (j)

00 4 j・1.N
4 ACl.J)・C(J)

RETURN 

END 



7 因子の解釈

元来，因子分析法は，実質科学のある領域での現象に関して，p種の観測特

性をより小さい q個の内因因子で説明しようとする一つの解析法であり，また

観測特性や観測対象などにおける各因子の計量的考察をも意図するものであっ

た。このような因子分析の一連の手順の中で，実質科学に最も密着して重要な

手順は，本章の因子の解釈 (factorinterpretation)という段階である。ちょう

ど，前章までの手順は農業における播種と育成にあたり，この因子の解釈およ

びそれ以降の吟味はいよいよ収穫の時期にあるといえよう。

7.1 解釈の立場とその意義

ある実質科学の分野で実験を行なうとき，あらかじめいくらかの着想や予想

を有することは当然であり重要である。因子分析を意図する場合にも，あらか

じめ，このような要因ないし内因因子は若干個，ある場合には枚挙にいとまな

いほどに，数えあげられよう。しかし，ここで強調したいことは，いまの目的

が個々の現象の主観的記述ではなく，得られた観測値群から本質にせまる一般

的な法則性とその例外を，科学的に追求する実証の立場とその方法論を重視し

ていることである。このような立場は，因子分析法の適用時だけに限らず，自

然科学や人文・社会科学などの分野で，いわゆる科学の研究や調査が普遍的・

客観的に科学的方法に基づいてすすめられねばならないことに帰して考えられ

る。そして，実験の計画やデータ分析にさきだち，データの性格や構造の立場

を最初から十分に掘り下げておかないと，因子の解釈に際し，きわめて常識的

またはむしろ劣るような結果に堕し，新たな知見が何もないようなことになる。



7.1 解釈の立場とその意義一-205 

因子分析の有用性は，明確な要因または内因因子の概念が現在まだ完全には

整理されていない実質科学のある分野で，因子による論理体系を築き，この体

系により問題とする事象の解明が行なわれ，さらに展開が期待できることにあ

る。

共通因子の解釈は，通常，各国子と観測特性の線形式の関係から，因子バタ

ーンの要素の大きいものの組み合わせを重視し， 同時に要素の小さいものと

の関係を視察して行なわれる。すなわち， 因子パターンの第 i:JlJは第 i因子

(i=1，2，…， q)に負荷する大きさを示すから， この列の要素のうちでまず正負

を問わず絶対値の大きい観測特性に注目する。このとき，要素の正負は対応す

る観測特性の聞の定性的な関係としてあたかも相関のような見方で考慮に入れ

る。このようにして，注目された特性を通じて浮かび上がる共通の性格を起因

的に考察する。 もし， 算出された符号のままで共通の性格が考えにくければ，

その列の符号をいっせいに変えて考えてもよい。また，このときに注目されな

かった観測特性，すなわち要素の絶対値が小さいものについては，この第 i列

が示す因子にそれほど貢献していない特性とみなし，上で考えた因子の性格を

補正する。次いで，観測特性の立場から因子ノfターンを行方向に視察する。こ

のときに各観測特性がどの因子にどのような順に寄与しているか，さらに全く

寄与しない因子は何かということをも考察する。

このような考察は，斜交解の場合，各国子と観測特性聞の相関性を示す根元

因子構造によるほうが容易で、ある。すなわち，因子構造は因子パターンよりも

通常，ゼ、ロに近い要素を比較的多く含んでいて，さらに参考軸によるものより

も根元因子軸について考えるほうが直接的であるといえる。また，行列の要素

がゼロまたはゼ、ロに近いとき，該当する因子がその観測特性に含まれていない

とするのはまちがいで，この観測特性はその共通因子に特別には寄与していな

いと考えるべきである。

いつも因子の解釈には， その現象や観測対象の背後にかくされた基本的な

性格をできるだけ客観的に，原因系・器官の機能・能力・作用単位・パラメー

タや独立な抽象的測度などの概念をもつことばで表現する。このためには感覚

的に理解できた後に，適切な語糞で表現し，同時に簡潔な説明を付しておくの

がよい。この考究の困難さを避けて，各国子を Fl>F2，…または Xl>X2，…な
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表 7.1 各個人の観測特性平均値(各人の平均

内膝葉型 中 III

5 6 7 

全 頭 長 -0.42 -0.72 -0.06 -0.49 -1.49 0.37 0.82 

頭 の 幅 -0.59 -0.26 -0.06 0.53 0.02 -0.76 0.37 

最小前頭幅径 -0.50 -0.37 0.36 0.53 -0.29 -1.71 1.2酒

両頬骨間の長さ -0.59 -0.14 0.21 0.82 -0.44 -0.76 1.28 

両角関の長さ -0.02 -0.37 -0.34 -0.20 0.61 -0.95 -0.09 

顔 函 高 -0.34 一1.06 -0.52 -0.20 0.76 0.56 0.60 

上 顔 長 -0.42 ←1.41 -0.98 0.09 -0.14 0.75 0.14 

鼻 高 -0.83 -0.95 -0.61 0.67 -0.44 -0.01 1.28 

鼻 口 幅 -0.83 -0.14 -0.43 0.09 0.16 2.64 0.60 

瞳孔聞の長さ -0.50 -0.37 0.12 0.53 -0.59 -0.19 ←0.09 

指 長 -0.59 -1.06 -1.25 -0.78 -0.29 0.56 -0.09 

手 掌 長 -0.34 -0.60 -0.80 -1.07 0.61 -0.01 0.82 

手 掌 幅 -0.02 -0.72 -0.25 -1.36 0.61 0.37 1.28 

上腕骨長 -0.91 -0.26 -1.44 -0.92 -1.49 0.37 -0.77 

機 骨 長 -0.83 0.08 -0.89 -1.79 -0.89 0.56 -1.45 

全 腕 長 -0.99 -0.37 -1.16 -1.21 -0.59 1.88 -1.22 

翼 市高 -0.67 -0.14 -0.89 -0.92 -0.59 0.56 -0.77 

大腿骨長 -1.15 -0.14 -1.07 -0.92 -1.04 -0.01 -0.77 

腔 骨 長 -0.50 -0.95 -0.52 1.36 -1.34 2.26 -2.36 

全 脚 長 -0.75 -0.72 -1.16 -0.92 -0.44 0.37 一1.22

坐 高 -0.42 -0.37 -0.25 -0.20 -0.59 -0.95 0.60 

E同 長 -0.42 -0.26 -0.06 -0.20 -0.01 -1.14 0.37 

両肩峰の長さ -0.26 0.66 -0.06 -0.63 -0.89 0.37 1.05 

上前腸骨車車間距離 1.77 2.84 1.03 1.69 0.91 -1.52 -1.68 

胸 幅 0.79 -0.03 1.12 2.27 -0.44 -0.76 0.60 

胸の厚み 2.34 1.35 1.40 2.13 0.01 -1.52 -1.22 

頭 囲 -0.50 -0.49 -0.16 -0.05 -0.89 -0.19 0.82 

首 回 り 0.71 1.00 0.57 0.53 0.91 -0.57 1.28 

胸 囲 1.77 1.81 1.67 1.55 1.21 -1.14 0.82 

上 腕 四 2.34 1.46 1.85 0.67 2.86 0.75 0.37 

下 腕 囲 1.04 -0.14 0.94 -0.05 1.66 0.94 -0.09 

大腿の中間囲 1.53 2.61 2.22 0.97 2.11 -0.38 -1.00 

ふくらはぎ囲 1.69 0.77 2.22 0.67 1.06 -0.38 -1.22 

体勢(=身長) -0.59 -0.49 -0.70 -0.49 -0.59 -0.38 -0.31 

どと命名するのは好ましくない。このような中途半端な解釈にとどまる命名で

は，この後の因子評点の考察や次回の実験での因子に関する検証が不明確にな

るからである。因子の解釈をきびしく掘り下げて実験で追試することは，単に

統計的な推論を固めるだけでなく，実質科学での仮説に関し検証実験や研究開
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値と標準偏差で各列を規準化している)

業 型 外 怪 業 型

8 9 10 11 12 13 14 15 

0.70 0.13 -0.06 0.20 0.67 0.91 -0.10 -0.03 

1.45 -1.39 0.35 -0.10 0.45 0.13 0.65 -0.15 

0.70 -0.06 -0.47 0.00 0.13 0.24 0.33 0.20 

1.20 -0.63 -0.00 -0.10 0.45 0.01 0.22 -0.27 

0.70 0.71 -0.67 0.00 0.02 -0.55 0.65 0.56 

0.70 1.09 0.15 0.10 0.13 0.80 -0.10 -0.97 

-0.80 1.28 -0.06 0.70 0.24 0.69 0.44 0.44 

-0.30 -0.25 -0.67 0.10 0.13 0.57 0.87 0.91 

0.95 0.71 1.17 -0.20 0.56 0.01 -0.95 -1.21 

1.45 0.13 -1.29 0.20 -0.41 0.46 0.65 0.32 

-0.55 0.44 1.17 1.19 0.88 0.24 0.44 0.44 

-1.80 -0.82 0.76 0.50 0.56 0.57 0.76 0.44 

0.95 0.06 1.58 0.30 -0.30 0.01 0.10 -0.39 

0.20 -1.39 -1.70 1.19 1.85 1.13 1.19 1.38 

-1.80 -0.63 -0.06 1.29 0.77 1.13 0.87 1.49 

-1.05 1.01 -0.26 0.90 1.10 1.02 0.87 1.02 

-.0.55 -0.44 -0.06 0.60 0.77 0.80 0.65 0.79 

-0.80 1.01 -0.67 1.00 1.21 1.47 1.29 1.14 

-1.05 -1.77 -0.47 1.79 0.99 0.69 0.54 1.49 

0.55 -1.20 -0.67 1.39 1.10 0.69 1.08 1.49 

-0.05 -0.25 -0.06 0.30 0.24 0.69 0.54 0.44 

-0.05 0.33 0.35 0.10 -0.09 0.24 0.76 0.32 

0.45 1.09 -0.47 -0.39 0.24 -0.21 -0.20 0.32 

-1.55 -1.77 -2.11 -0.79 -0.74 -1.44 0.31 -0.50 

-0.05 1.28 -1.08 -0.49 -0.63 -1.11 -0.63 -0.86 

1.55 1.85 -0.26 -2.08 -1.38 -0.55 -1.70 0.62 

0.70 -0.44 0.15 0.10 0.45 0.57 0.44 -0.03 

0.20 0.71 0.76 -0.69 -0.95 -0.99 -0.95 -0.97 

-0.55 1.47 0.88 -1.59 -1.71 -1.44 -1.49 -1.44 

0.70 1.09 3.01 -2.68 -2.46 -2.67 -2.56 -2.27 

2.70 1.47 1.58 -0.79 -1.60 -1.67 -1.2温 -1.56 

-1.05 0.90 0.76 -1.69 -1.92 -2.00 -2.24 -1.44 

0.70 0.06 0.56 一1.19 -1.38 -1.11 -1.38 -1.44 

-0.30 0.63 -0.26 0.80 0.67 0.69 0.76 1.02 

発をすすめていくうえでも重要であろう。

また，因子解釈の際には，はじめに統計的観測の対象となった母集団の規定

に慎重に配慮し，因子解釈の適用がどのような範暗まで普遍的でありうるか，

その制約を忘れてはならない。
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表 7.2 各個人間の相関行列，およ

個人番号| 2 3 4 5 6 7 

-0.034 -0.005 -0.011 -0.014 -0.015 0.047 

2 0.788 -0.005 0.020 -c0.002 -0.017 -0.024 

3 0.900 0.763 -0.010 -0.054 -0.010 0.045 

4 0.689 0.575 0.753 0.030 0.037 -0.018 

5 0.746 0.571 0.689 0.416 -0.062 -0.045 

6 -0.364 -0.389 -0.417 -0.582 -0.145 0.124 

7 -0.121 -0.222 0.032 0.176 0.098 -0.224 

8 -0.039 -0.218 0.169 0.101 0.156 0.039 0.497 

9 0.513 0.221 0.512 0.472 0.476 -0.119 0.387 

10 0.221 -0.026 0.218 -0.153 0.565 0.332 0.274 

11 -0.879 -0.745 -0.903 -0.761 -0.751 0.338 -0.207 

12 -0.909 -0.683 -0.920 -0.679 -0.838 0.339 -0.111 

13 -0.887 -0.742 -0.878 -0.655 -0.842 0.263 -0.061 

14 -0.876 -0.692 -0.876 -0.605 -0.760 0.080 -0.065 

15 -0.768 -0.557 -0.827 -0.642 -0.802 0.153 -0.308 

さて，上のように因子の解釈を適正な方法で行なったとしても，得られた因

子についてなお別の解釈もなりたつことがある。すなわち，われわれがすべて

の因子にいつも真の解釈を下しているという保証は得られない。このようなと

き最も建設的で有益なのは，新しく因子分析的な実験を計画し実施して，それ

らの追跡的な結果により因子の解釈を補正することである。このような実証的

な立場と考慮によって，因子分析法は実質科学に有用な役めを果たし，次第に

その問題の概念が整理・体系づけられ解明される。したがって， 1，2回の因子

分析の結果による因子の解釈は，しばしば，仮りの解釈 (tentativeinterpreta-

tion)とよばれる。

上に記述したことは，因子を解釈する際の考え方と方法および若干の注意で

あるが，もっと具体的な解釈には，実質科学分野の個別の問題にはいり込み内

容的な種々の考察が必要となる。この参考として次節で実例を紹介する。

7.2 因子解釈の実例

因子解釈の典型例として， Howells*による形態学的体形に関する研究を紹

準 w.w. : HoweUs“A factorial study of constitutional type"， Aηler. J. Phys. Anthrop.， 

1952， Vol. 10， pp.91-118. 
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び3個の因子抽出による残差行列

8 9 10 11 12 13 14 15 

0.041 -0.054 0.018 -0.006 0.024 0.000 0.022 0.008 

0.045 0.033 -0.016 -0.057 -0.018 0.023 0.031 0.043 

-0.067 0.029 0.018 0.013 0.012 -0.009 0.030 0.012 

0.003 0.026 0.074 0.022 0.007 -0.019 -0.040 -0.054 

0.019 0.037 0.071 0.024 0.030 0.031 -0.078 0.000 

-0.003 -0.052 -0.005 0.016 -0.029 0.002 0.098 0.040 

0.031 -0.007 -0.087 -0.002 0.035 0.002 0.020 0.007 

-0.103 0.020 -0.021 0.016 -0.058 0.028 -0.045 

0.257 0.026 0.020 -0.052 0.037 -0.091 0.036 

0.305 0.329 -0.028 0.025 -0.004 0.015 0.001 

-0.196 -0.649 -0.325 0.020 0.034 -0.016 0.017 

-0.177 -0.659 -0.376 0.912 -0.003 -0.015 -0.040 

-0.198 -0.518 -0.357 0.862 0.907 -0.022 -0.022 

-0.156 -0.666 -0.475 0.894 0.885 0.873 0.027 

0.397 -0.645 -0.510 0.873 0.849 0.833 0.904 

介しよう。この論文はいわゆる Q技法に基づき， 因子分析法の本来の R 技

法といくぶん異なる観点をもっうえでも参考となろう。

しかし， 彼の初期の 1952年の論文なので， 自由に電子計算機を駆使し正規

の成因分析・最尤推定や因子数の検定・また種々の解析的回転法やそれに基づ

く因子評点の推定などは実験科学的に行なわれていない。これらの精彩な分析

はその後長期に継続して展開されているが，ここでは現象に密着した解釈の仕

方や結果の考え方と表示の方法に学ぶことが多いので当初の論文を引用する。

また，因子の解釈を容易にする図形も示されていて興味ぶかい。

Howellsは， 従来の文献を調査し， 最も代表的な endomorphs(内陸葉型

体構)， mesomorphs (中距葉型体構)，および ectomorphs(外匪葉型体構)に

着目して，各体構から 5名を選定し合計 15名により表7.1に示すような 34個

の特性項目について観測値行列を得た。

まず， 15名の聞の体形における相違を規定する因子を探究する目的で，繰り

返し観測数を 34として，表7.2左下半分に示される 15名聞の相関行列を作成

した。これは Q技法の考え方である。

この相関行列から，セントロイド法によって 3個の因子を抽出し，表7.3の

結果を得ている。そしてこのときの残差行列が表7.2右上半分に示されてい



210一一 7章因子の解 釈

る。ちなみに，第4の因子では寄与する分散値が0.382で，全分散に対する割

合は 2.5%であったと記述されている。

さて，セントロイド法による表7.3の中では，体形を直接に説明できる因子

とは考えない。ただ，特定の 15名による 34種類の観測特性値から得られる範

囲のデータでは，個人の相似と差異に関して適当と考えられる 3本の無相関な

軸で純粋かっ単純に表現され，各因子が何を意味するにしろ， 15名の各個人が

3つの因子で測られるということである。

とこに，第1の因子 Fj は5名の endomorphsと5名の ectomorphsをか

なりよく区別している。この段階ではまだ因子軸の回転を行なっていないが，
かき

この Fj は明らかに嵩 (mass)とか丸さ (globularity)とか肥満 (fat)の程度を

示すと考えられた。そして mesomorphsの群の中でも，第6番めの人は丸さ

というよりも細長であり，第9番めの人はその反対の状態にあることが知れ

ている。第2の因子九は，主として mesomorphsに属している人を集めて

おり， endomorphsの人に反するようである。第3の因子凡は， mesomorphs 

表 7.3 セントロイ F 解

号番人個
III 

0.877 0.334 -0.220 0.929 

2 0.665 0.555 -0.244 0.810 

3 0.923 0.259 -0.040 0.921 

4 0.721 0.355 0.332 0.756 

5 0.817 -0.091 -0.334 0.787 

6 -0.329 -0.465 -0.431 0.510 

7 0.245 -0.488 0.571 0.624 

8 0.265 -0.511 0.266 0.402 

9 0.669 -0.266 0.175 0.549 

10 0.378 -0.637 -0.380 0.693 

11 -0.968 -0.091 -0.028 0.946 

12 -0.959 -0.073 0.092 0.933 

13 -0.923 -0.101 0.199 0.902 

14 -0.916 0.022 0.263 0.909 

15 -0.941 0.218 0.038 0.934 

I 11 

子

全分散(=15)
に寄与してい
る分散値

上債の全分散
に対する比率

8.513 1.884 1.208 11.605 

56.8% 12.6% 8.1% 
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の人を2分していて，第6，10番めの人と第7(著しい)， 8， 9番めの人とに差

異を見いだしている。

いまの場合，因子の数が 3であるので，各個人は 3次元空間で半径1の球内

の座標点として表現できる。したがって，各点は球の中心から共有性の平方根

の距離にある。図 7.1は， Fh F2，凡の互いに直交する軸の原点より各個人を

示す点に至るベクトルを球面上で表示したもので，各人の集落を見るのに便利

であろう。

図7.1から直ちに， endo-

morphsの5名は Flの北極

( +)の回りに位置し，一方

ectomorphsの人々は南極

(一)に密接している。第6，10 

の人は，両極と赤道の中間で

一つの 4半球にあり，また第

7，8，9の人は別の 4半球に

ある。とくに第7の人は離れ

ており，第9の人は endo-

morphsの人々からそれほど

遠くはない。 図 7.1 F1， F2> F3空間内の各人の位置

さらに，上のセントロイド法による因子パターンを回転で改良し，個人個人

の関係をいっそう明確にできないか否かを考察している。図 7.1で， Flはち

ょうどよく定められているが， F2 と Faの軸はもっと移動してみる余地があ

るように思える。すなわち， F2は第6と第 10がどのような特殊な状態である

にしろ， 第6と第10の中聞を通るように， また Faは第?と一致するものが

望ましく思われた。このような斜交回転をグラフ法によって行ない，表7.4の

結果を得ている。

この回転結果を打点してみると，因子パターンの要素の大きさに関して意味

のあるものを増大し，無意味なものを減少していることがよくわかる。すなわ

ち，数字からも判断されてくるように，簡素構造の立場からみて全体的にこれ

らの因子軸をより真実の場所に配置したと考えられる。表の右方には，変換行
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表 7.4 斜交因子パターン，変換行列および因子問の相関行列

因 子
個人番号 変換行列

II III 

0.954 -0.193 0.036 II III 

2 0.804 -0.381 0.048 
0.951 0.198 0.000 

3 0.941 0.002 -0.088 
0.209 -0.575 -0.474 

4 0.684 0.202 -0.461 
-0.229 0.794 -0.881 

5 0.834 -0.051 0.337 

6 -0.311 -0.140 0.600 

7 0.000 0.782 -0.271 因子聞の相関行列

8 0.084 0.557 0.008 II III 
9 0.541 0.424 -0.028 

10 0.313 0.139 0.637 

11 -0.933 -0.162 0.068 II I 0.078 1.000 

12 -0.948 -0.075 -0.046 III I -0.060 0.420 1.000 

13 -0.944 0.033 -0.127 

14 -0.927 0.015 -0.242 

15 -0.858 -0.281 -0.137 

列と新しい斜交因子聞の相関行列が示されている。この回転によって，事実上，

第1因子は依然として他の因子と無相関であるが，第2因子と第3因子聞の相

関係数 rは 0.420で mesomorphyとの基本的な関連を認識するものと思わ

れた。この新因子ノfターン自体からは， 第6と第 10の聞の差が強められ， ま

た第6，10と第7，8，9との区分もよくつけられている。しかし，このパタ}ン

から新しく展開される情報はなく，セントロイド解での考察をより確信づけた

だけのようであった。

さて，斜交回転があまり満足のゆく目新しい結果を与えなかったために，次

に簡単な直交回転が行なわれた。すなわち，セントロイド解自体は一つの直交

解であるが，因子聞の直交性を保ったまま解を改善する試みとして直交回転が

行なわれた。この結果は表 7.5に示され，これまでのどの因子パターンよりも

簡素構造の意味で良い結果を得ている。そして従来の Sheldonの仮説を立証

することができた。

次いで，因子評点を算出し，因子の解釈や性質が検討された。 R技法での因

子バターンの観測特性を内因因子によって線形表現するわけで，また逆に各因

子を観測特性によって表現しておき，各人の観測特性により各人の諾因子評点
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を求める。しかし，この研究でいう因子パターン自体は互いに無相関な 3種類

の因子によって各人を表現するものであるから，いまは，各人を組成として諸

表 7.5 直交 回 転 解

図 子
個人 番号

II III 

0.935 -0.232 -0.021 

2 0.759 -0.438 -0.005 

3 0.944 -0.105 0.134 

4 0.705 -0.133 0.493 

5 0.839 0.133 -0.256 

6 -0.318 0.275 -0.577 

7 0.093 0.653 0.433 

8 0.155 0.599 0.139 

9 0.596 0.408 0.164 

10 0.346 0.569 -0.500 

11 -0.957 -0.080 -0.157 

12 -0.963 -0.064 -0.036 

13 -0.948 -0.002 0.062 

14 -0.935 -0.102 0.158 

15 -0.901 -0.351 0.002 

全分散に寄与する分散値| 8.576 1.829 1.198 

表 7.6 各因子を 15名によって表現する式(縦に見る)

因 子
個人番号

II III 

0.157 -0.447 -0.193 

2 0.055 -0.317 -0.973 

3 0.122 -0.183 0.221 

4 0.021 -0.044 0.355 

5 0.047 0.034 -0.243 

6 -0.002 0.049 -0.210 

7 -0.013 0.221 0.246 

8 -0.004 0.120 0.059 

9 0.007 0.106 0.076 

10 0.013 0.185 -0.286 

11 -0.167 -0.139 -0.473 

12 -0.146 -0.051 -0.026 

13 -0.109 0.056 0.184 

14 -0.117 -0.053 0.381 

15 -0.122 -0.366 0.004 



214一一 7章因子の解 釈

表 7.7 直交回転解に基づ

II 

2.53 上 腕 囲 -0.24 月間 長 1.90 鼻 口 幅

2.03 大腿の中間囲 -0.26 瞳孔聞の長さ 1.58 顔 面 高

1.68 胸 図 -0.37 頭 囲 . 1.31 下 腕 囲

1.58 胸の厚み -0.42 全 頭 長 1.26 手 軍事 幅

1.52 ふくらはぎ囲 -0.43 坐 高 0.85 上 腕 囲

1.25 下 腕 囲 0.55 手 掌 長 0.70 全 頭 長

1.12 上前腸骨練間距離 -0.59 上 顔 長 0.66 両頬骨聞の長さ

0.88 首 回 り -0.60 鼻 高 0.61 頭 囲

0.76 胸 幅 -0.73 翼 幅 0.56 上 顔 長

0.03 鼻 口 幅 -0.76 体勢(=身長) 0.52 頭 の 幅

← 0.02 手 掌 幅 -0.78 指 長 0.50 指 長

-0.04 両肩峰の長さ -1.01 全 腕 長 0.45 首 回 り

← 0.13 両角聞の長さ -1.03 榛 骨 長 0.29 鼻 高

-0.14 顔 面 高 -1.04 腔 骨 長 0.24 最小前頭糖径

-0.15 両頬骨聞の長さ . -1.12 全 脚 長 0.22 手 掌 長

-0.20 最小前頭幅径 -1.18 大腿骨長 0.19 胴 長

0.20 頭 の 幅 -1.35 上腕骨長 0.11 両肩峰の長さ

因子を表現することが望ましい。

さて，各人によって与えられる因子の表現を当初の 34個の観測項目による

因子の表現に置き換えるため， Howellsはまず各人(列)ごとの 34項目の観測

値群を規準化した表7.6を示している。

次いで，彼は表7.5の因子を示す各列の数値を，対応する各人について示し

た表7.6の観測特性値に乗じて特性別に 15名の合計を算出した。この結果が

表7.7にまとめられている。

この表は，因子の性格を見つけやすいように，数値の大きい項目から小さい

ほうにかけて順に配置し整表している。この表7.7に基づく因子の解釈は次の

とおりである。

第 1因子:これは周囲の寸法を長さの寸法に対し，おおざっぱにいうと，

endomorphyに ectomorphyを対照せしめるような形状の因子である。この

因子を正にもつ人は，短身とか手足が短いということでなく，むしろ長さより

も胴回りの太さが体格上の著しい外観の特徴となる。とりわけ上腕や腿部の肥

満が目だっている。そして， 肉づきのよい手足に先細りの傾向を有している。

反対に， この因子の負の人では著しくやせこけている。外観的に目だつのは，
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く観測特性項目の評点

III 

0.09 坐 高 1.52 胸 幅 0.00 体勢(=身長)

0.00 瞳孔聞の長さ 1.46 最小前頭幅径 -0.03 首 回 り

-0.08 胸 幅 1.30 鼻 高 -O.Oo 顔 面 高

-0.20 両角関の長さ 1.21 瞳孔聞の長さ -0.06 上 顔 長

-0.30 翼 幅 1.20 両頬骨閑の長さ -0.39 ふくらはぎ囲

-0.40 全 腕 長 0.92 胸の厚み 0.50 翼 幅

-0.41 体勢(=身長) 0.88 胸 囲 -0.63 手 掌 長

-0.44 ふくらはぎ囲 0.74 頭 の 幅 -0.73 全 脚 長

0.52 胸 囲 0.72 頭 囲 -0.85 鼻 口 幅

-0.57 大腿骨長 0.65 坐 高 -0.92 大腿の中間囲

0.86 大腿の中間囲 0.56 目同 長 0.96 手 掌 幅

-0.88 全 脚 長 0.52 全 頭 長 -1.01 全 腕 長

-0.89 上 腕 骨 長 0.47 両肩峰の長さ -0.16 榛 骨 長

-1.08 梼 骨 長 0.35 上前腸骨線開距離 -1.19 下 腕 囲

-1.31 腔 骨 長 。目35 両角聞の長さ -1.20 指 長

-1.44 胸の厚み 0.09 上腕骨長 -1.55 上 腕 囲

-2.77 0.06 大腿骨長 -1.76 腔 骨 長

手足とくに上腕や腿部などの第 1分節が長いことである。そして手足や胸の回

りは貧弱である。総体的な容姿のうえでも同様の特徴が認められるが，頭部や

顔面にはこの因子を含んでいないようである。

第2因子:この因子はいっそう独特なもので，頭部や胸部を一方の極に，そ

して他方の極には胴部や脚部に関するものを集めている。たぶんさらに特徴的

には，頭部に対しそれ以外の体の部分や，また腕の回りに対し脚部の回りを対

照にするような因子である。この因子の正をもっ人は，おおむね頭部から上半

身の大きい人で，大きな頑強そうな頭とよく発達しているが短い腕(前腕聞が

とくに目だつので endomorphicな腕ではない)，そして短い脚， うすい(小さ

いことは必要でない)胸，著しくすらっとした磐部などが相対的な特徴となる。

これは一種の職業的な強人を思わす。しかし，主として頭部が強調されている

ので，単なる腕の筋肉の異常な肥大という体形ではない。この因子の負のほう

の人は，厚みのある胸や下半身のささえや安定した智部をもっている。そして

また，すらっとした比較的長い腕と一般に小さな頭部，とくに狭小な鼻を有す

るような特徴を示している。

第3因子.この因子は，胴部と脚部との対比を示し，また顔だ、ちと体つきの
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ずんぐりさとも結びついている。因子の正の側では，胸部の肥満，またいくぶ

ん大きな座高や胴長の傾向，さらに上顔面の幅や鼻高などによって特徴づけら

れる。そして全貌としては比較的脚が小さく，下方分節が短くみえる。たぶ

ん，プロレス選手は典型的にこの因子が高いようである。また，この因子の負

の側の人は，上と反対の傾向

を有し，比較的長い肥えた脚

をもち，とくにふっくらとし

た腕をもっている。そして踊

は比較的短くほっそりし，頭

I 

II 

m
 

部も体の構成からいって大き

くなく，細くきゃしゃな顔を

している。想像される印象

は， レスラーよりもウエyレタ
、J

一級のボクサーに近い体形で

ある。

このような考察のもとに，

図7.2のような各因子の正負

に関するモデルが図示されて

いる。

Howellsはさらに因子間の

重複や諸国子の現実性を考察

するため，別の資料を用いて

さきの斜交解やセントロイド

解の結果を同様の計算手順で

図 7.2 表 7.7から体形の差異を印象で描い
た(したがって，正確な割合をデー
タからとり入れたのではない).
この図はむしろ現実の体形というよりも， に基づき，面接の経験なく写
任意の一個人に表現される因子の双極性
を示す. 真も見ていない段階で各人の

外観の予測を行ない，これを第3者に実物と照合し適中か否かを回答させてい

る。そして，この結果が非常によく適中していたことを報じている。このよう

追試している。

次いで， Howellsは表7.S
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に個々の対象についての検証は重要なことで是非必要である。ここでは，さら

に次のような若干の例を第2被験者以降であげておく。

第2被験者:凡について -0.483であった。予測として，第1の人より顕

著な傾向をもって Endoである。比較的小さな頭部と大きな脚， 広い軍事部を

有す一一回答. しかり。比較的，小さい頭部ではあるが，とくに顔が短い。非

常に幅広い磐部を有し，また腿は非常に大きく長い。しかし，下脚はそうでな

く膝から下が弱いように見受けられる。

第3被験者:刊が 0.944で，他に目だった特徴なし。 Endo型である一一回

答: しかり。典型的な Endo型である。

第4被験者:F1 =0. 703， F3=0.493で， 他の人より目だたない Endo型。

比較的大きな胴と顔面を有し， 脚は短い一一回答: 比較的長い胴， 非常に広

くてかなり厚みのある胸を有している。この人の脚はやや短いが，腕よりは短

くない。上顔面と鼻が大きい。

第 15被験者(最終例):F1=-0.901， Fz=-0.351で Ecto型。しかし，頭

部や腕部に比し胴や脚部に重みがある一一回答: しかり。比較的大きな胴と

脚に重点があり，頭部や腕部と対比的である。頭部はむしろ小さく，腕はすら

っとしている。胸部はかなり大きく，丸みをもっ。

Howellsは，その後も長年にわたってこのような検証や追試研究を展開し，

また調査母集団と標本数などの調査技術にも言及しつつ，人類学的体形に関す

る医学的研究をすすめ，この分野における 1体系を築いている。



8 因子 評点の推定

前章までの経緯によって，直交解と斜交解のいずれの場合にも内因因子の推

定と解釈が行なわれると， 次に各個体 (individuals)がそれらの因子をどれほ

ど所有しているかという各個別の因子評点 (factorscore)の推定という段階に

tまし、る。

このことは各個体が所有する諸国子の量を知ることにより，実質科学の研究

者に応用上の興味・関心と実際への利用を思わすところであるが，そのまえに

強調したい重要な意義がある。それは因子分析のこれまでの過程で検討された

内因因子は，まだあくまで抽象的なものである。因子の命名までほとんど完了

したとしても，なお実質科学分野の個々の具体的事象で，または個々の症例で

確認せねばならないということである。これによって内因因子に関する考察や

命名をより適切なものに修正する可能性も経験する。このことは実証を重んず

る実質科学面での責務であるが，数学でいう解の吟味とか検算にも相当してい

る。このような必要性は，次の四つの理由に基づく。第 1は，数学模型におけ

る特殊因子と観測誤差因子が比較的大きい場合には共通因子の推定精度が良

くなく，この誤差に基づく因子解釈の食い違いの防止となる。このことは，も

ちろん，観測資料の数やこれに基づいて採択した因子数にも関連する。第2は，

観測特性項目が因子解釈のうえで一意的に決めうるほどに網羅されていたか否

かに基づく誤解の防止がある。第3は，実質科学の研究者が具象を抽象化する

ことの不慣れさや困難さを克服する重要な手助けとして是非必要である。そ

して，第4は，因子分析の方法や過程がまだ数学的な理論として完全でない部

分を含み，また一面，たぶん多岐にわたる推測の目的に意を尽くし得てないた
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めということでもある。

このような重要な意義のもとに，内因因子の推定や解釈が終了したあとで必

ずすべての個々の例について因子評点を算出するわけである。実質科学におけ

る欧米の論文では，この段階の検証までを必ず記載して推論の妥当性を例証し

ている。

さて因子評点の推定方法を一言でいうと，内因する各共通因子の評点を諸観

測特性値の線形式として表現することである。すなわち，各個体または各現象

の諸観測特性値によって各因子評点を推定する立場をとり，通常の最小2乗法

によるベクトル変量を推定する線形回帰論となる。また， 日常業務としての計

算量と速度を考慮して，回帰式を得る近似的な変法もいくつか提唱されている。

8.1 因子評点に関する直接的な最小 2乗推定

まず，これまでのように jを観測個体番号，めをその p次元の観測特性

値ベクトノレ， /jをその q次元因子評点、ベクトJレ，A をすでに与えられた

(pxq)の因子負荷行列として，行列

51(j〉-fj)(L-fj)' (8.1) 

が示す各対角線要素を最小tこするような /jの推定量1jを求めよう。この考

え方は Thomsonによりはじめて提唱され，すでに与えられた dに基づき直

接的に因子評点の推定による誤差の平方和をつくれこれを最小にするような

推定法を行なうのである。

いま，因子評点fを線形式

11 = BXj (8.2) 

なる形で推定する。したがって，推定すべき (qxp)の係数行列 B を式(8.1)

の各対角線要素が最小になるように定めるのがここでの問題となる。

これには一般のベクトノレ量に関する線形回帰の場合と同様に，式 (8.1)を

L; (/rBxj)(/j-Bxj)' (8.3) 

と書き直し，上式を B の要素 bij (i=1，2，…，q; .i=1， 2，…，p) で偏微分し，

正規方程式を解いて得られる。
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さて正規方程式は

-2 .E ~J(fJ-B~J)' = 0， 

すなわち

(.E ~j~/)B' = .E ~jjγ 

となる。ここで d はあらかじめ

~j= AJj 

(8.4) 

(8.5) 

(8.6) 

のように与えられ，かっ .EJj=Oと.EJd/ln=1が仮定されているから，式

(8.5)の右辺の Xj に式 (8.6)を代入すると

(.E xjx/)B' = .E AJd/ = nA (8.7) 

を得る。また.EXj=Oとして， .E xjx/ln を標本分散共分散行列 V で示す

と，上式は

VB'=A (8.8) 

と書ける。すなわち，式 (8.2)における B は

B = A'V-l (8.9) 

として得られる。

次に，初期の因子負荷行列 d が任意の回転行列 Tによって，

K=  AT (8.10) 

に変換された一般の因子ノfターン K の場合について考えよう。ここに Tは

(qxq)の正方行列である。このとき，式 (8.6)は

Xj = K(T-ljj) (8.11) 

になっており，この場合の因子評点は T-ljjである。

これを推定するための正規方程式は，式 (8.5)のLをいまの T-l孔に置き

換えればよく，

(.E xjx/)B' = .E xJ(T-ljj)' (8.12) 

と得られる。さらに，この式 (8.12)の右辺の Xjに式 (8.11)を代入することに

よって，
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VB' = K(T'T)ー1 (8.13) 

となる。すなわち

B = (T'T)-lK'V-l (8.14) 

を得る。

とくに，式 (8.10)における Tが直交回転行列のときには，TT'=Iである

から

B = K'V-l (8. 15) 

と簡単に示される。

したがって，式 (8.9)または (8.14)の B を用いて，式 (8.2)のように B:r.j

が個々の観測対象の因子評点ベクトルの推定量Jjとなる。

ここで Jjの推定精度について簡単に考察しておこう。 Jjの分散は前記のよ

うに Iが仮定されている。一方，Jjの標本分散共分散行列は d と Yの標

本誤差を無視すると，式 (8.9)から

4zLf作~ A'V-l 'E.. :r.j:r./V叶 =A'V叫 (8.16) 
T' j T' j 

である。したがって，Jj-Jjで示される推定誤差の標本分散共分散行列は

I-A'V-IA (8.17) 

と得られる。

また，任意の T で回転されている式 (8.10)のときには， 同様の計算によ

り，Jj-Jjの標本分散共分散行列は式 (8.14)を用いて

I-(T' T)-lK' V-IK(T'T)司 1

となる。そして，とくに Tが直交回転のときは

I-K'V-IK 

を得る。

(8.18) 

(8. 19) 

ここで数値計算の例として，さきの長方形に関する検証例について因子評点

を算出してみよう。因子分析法の過程で前章に数多くの参考軸に関する斜交因

子構造を示したが，ここでは表6.11に示したカイザー・ディックマン法の因子

構造を例にとり，その後の因子評点の数値計算の手順を示す。

カイザー・デ、イックマン法による最終的な参考軸に関する斜交因子構造を
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QRとし，初期の直交解 d からの変換行列を NRとすると，QR=ANRで，

表 6.11から QRと同じく

叫 =[om02吋
-0.5225 0.9611 

が示されている。ここに当然，NR は各列に関し規準化 (normalize)されてい

る。

さて因子評点を算出するには， まずその定義より根元因子パターン G を得

ることから始めねばならない。

ここに GとQRとの関係は式 (6.66)によって

G= QRD-l， D=  T'NR = NR'T 

であり，上の第2式より D-l=NR-l(T')ー1であることが知れる。

したがって，根元因子パターンは

G= ANRNR-l(Tケ1= A(T')-l 

表 8.1 各穏因子解による因子

解の種類 1 直交解

最 尤 解 d 123ZZEパリマックス解

0.5807 0.8138 0.9804 0.1955 0.2071 0.9780 

0.5804 0.8143 0.9804 0.1960 0.2066 0.9783 

0.6060 0.7953 0.9862 0.1647 0.2376 0.9712 

根元因子パターン
0.9200 0.3916 0.9386 -0.3445 0.6868 0.7266 

0.5395 -0.8417 0.1830 -0.982沼 0.8309 -0.5559 

0.9975 -0.0652 0.6823 -0.7305 0.9404 0.3388 

0.9978 -0.0652 0.6825 -0.7307 0.9407 0.3389 

0.9895 0.1438 0.8196 -0.5726 0.8495 0.5272 

上を得るための変換 (T')-!行列 (直接に最尤推定)
0.7288 -0.6847 0.9167 0.3996 

0.6847 0.7288 -0.3996 0.4167 

0.0041 0.0848 0.1448 0.1333 -0.0529 0.1574 

0.0406 0.8149 0.2158 0.1988 0.1353 0.4013 

0.0167 0.1500 0.3015 0.2592 -0.0897 0.3022 

因子評点のための係数行列 B'
0.1572 -0.0219 0.1734 -0.0854 0.1395 0.1097 

0.1368 -0.1846 -0.0896 -0.3304 0.2612 -0.2002 

0.0659 -0.0478 0.0290 -0.1402 0.1277 -0.0244 

0.4310 -0.3126 0.0890 -0.4326 0.4783 -0.0915 

0.2521 -0.1327 0.1084 -0.2083 0.2084 0.0151 
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と変形され，式 (6.30)が再び確認される。すなわち， Gは QRに D-lを乗ずる

か， または dに(T')ー1を乗ずるかによって得られる。ここで上式の T'NR=
D は

T' = DNR-l 

と変形され，対角線行列 Dは NR-1の各行を規準化するものである。

いま

1 iO.9611 -0.2758l 
Nil=A. じ|

明日‘." ~崎市川.5225 0.85261 

であるから，これを各行に関し規準化する Dは，上の分母の値 0.9635をその

まま NR-lの各要素に乗ずるような行列にほかならない。すなわち

D=?963501 
o 0.9635 

であり，この逆行列 D-lは

評点算出のための係数行列

I T7.9~~d 斜交解
オプリマックス解|クァーテイミン解 12135雇:::I/{9、

0.9218 -0.3869 -0.0205 1.0086 0.0716 0.97981 0.2075 0.9779 

0.9218 -0.3875 -0.0211 1.0090 0.0712 0.9801 0.2071 0.9782 

0.9336 -0.3579 0.0142 0.9935 0.1039 0.9695 0.2381 0.9711 

0.9885 0.1506 0.5628 0.6152 0.5973 0.6699 0.6871 0.7263 

0.0164 0.9996 1.0407 -0.8120 0.9276 -0.6604 0.8306 -0.5562 

0.8142 0.5799 0.9352 0.1308 0.9117 0.2447 0.9406 0.3385 

0.8145 0.5800 0.9354 0.1308 0.9117 0.2448 0.9408 0.3386 

0.9173 0.3979 0.7893 0.3580 0.7920 0.4477 0.8498 0.5269 

0.8506 0.5257 0.8941 0.2027 1 0.8787 0.3…0.9168 0.3明

-0.6634 1.0947 1-0.5388 0.9831 1-0.3991 0.9168 

0.0129 -0.0230 -0.0159 0.0671 -0.0368 0.1355 -0.0443 0.1417 

0.5462 -0.9806 -0.1756 0.7345 -0.0746 0.2741 -0.1151 0.3675 

0.0309 -0.0423 -0.0120 0.1147 -0.0772 0.3363 -0.0859 0.3041 

0.1688 0.2628 0.2107 0.0662 0.1874 0.1628 0.0752 0.0963 

0.0263 0.1195 0.1503 -0.0355 0.2991 -0.2085 0.2756 -0.2478 

0.0212 0.0550 0.1271 -0.0006 0.1668 -0.0126 0.1302 -0.0206 

0.2034 0.5262 0.3747 -0.0019 0.1953 -0.0147 0.4454 -0.0706 

0.1148 0.2502 0.2829 0.0220 0.3740 0.0719 0.2720 0.0560 

カイザー・デ
イックマン解

0.0724 0.9779 

0.0719 0.9782 

0.1048 0.9667 

0.6015 0.6539 

0.9337 -0.6850 

0.9178 0.2205 

0.9180 0.2208 

0.7974 0.4267 

0.8847 0.2863 

-0.5421 0.9973 

-0.0018 0.1554 

-0.0037 0.2979 

0.0087 0.2776 

0.1153 0.0997 

0.3997 -0.2526 

0.1155 0.0128 

0.2628 0.0291 

0.2626 0.0948 
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となる。したがって，(T')ーI=NRD-1より

i 0.8526 0.2758li1.0379 0 l i 0.884i 0.2863l 
(Tケ1=1 ~.~~~~ ~'~~::II-'-:'- . ^:~^I=I :.::~: :'::::1 

L -0.5225 0.961111 0 1.03791 1ー0.5421 0.99731 

を得， Gは A(T')ー1によって求められる。

または，直接に G=QRD-1によって

0.0698 0.9423 0.0724 
0.0693 0.9426 0.0719 O. 
0.1010 0.9315 0.1048 O. 

G = 10.5790 0.6298 
[1mOL]= 

0.6015 0.6539 
0.89% -0.6601 o 1. 0.9337 -0.6850 
0.8844 0.9178 0.2205 

0.8846 0.21 0.9180 0.2206 
0.7684 0.41 0.7974 0..4267 

と得られる。

このようにして得た Gおよび (Tケ1は，式 (8.10)において， それぞれ K

および T に対応して整理され，因子評点を得るための係数行列 Bは，式

(8.14)で算出される。この結果は次のようになる。

-0.0018 

-0.0037 O. 

O.∞87 O. 

B'=I 
0.1153 0.0997 

0.3997 -0.2526 

0.2628 O. 

0.2626 O. 

したがって，個々の観測値 Xjの因子評点は，上の B を用いて次の式で計算

される。
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Jj=B:t.j， j=1，2，…・・・， 50

さて，このように得られた各£の値は真の各長方形にどれほど近いものを

推定し浮き出しているであろうか。 これを視察によってわかるように，図 8.1 

に示してみた。この図の左側がもともと未知を仮定した長方形で，右側がカイ

ザー・デ、イックマン法に基づく推定の結果を示している。

8.1 

(カイトデイソク?;.-~にも刊、て1
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なお，参考として，前節までの各種の因子解について，それぞれの因子評点

を算出するための係数行列 Bを，計算過程の根元因子パターンとともに表8.1 

に示している。

さらに，これらの各法によって推定された2次元の因子評点ベクトルが，も

との 2種類の真の母数とどれほどに平行的であるか，試算された相関係数の値

を表8.2で示している。

一見して，どの回転法でもかなり近似した結果が得られているが，なかでも

パリマックス解，一般オブリミン解およびカイザ、}・デ、イックマン解は二つの

表 8.2 検証数値例における因子評点母数と各

~ 
直 可〈与 解

与えられた母数
クァーア解イ最尤解 マックス パリマックス解

α 月 1 2 1 2 1 2 

α 1.0000 。目5259 0.8143 0.5803 0.9805 0.1963 0.9784 0.2063 
与えられた母数

P 0.5259 1.0000 -0.0652 0.9978 0.6825 -0.7306 0.3389 0.9407 

1 0.8143 -0.0652 1.0000 0.0000 0.6816 0.7289 0.9166 0.3997 
最 尤 解

2 0.5803 0.9978 -0.0000 1.0000 0.7288 -0.6845 0.3996 0.9166 

クァ ーテ事
1 0.9805 0.6825 0.6846 O. 728~ 1.0000 0.0001 0.9189 0.3943 

マック ス
2 0.1963 -0.7306 0.7289 -0.6845 0.0001 1.0000 。目3946-0.9188 

1 0.9784 0.3389 0.9166 0.3996 0.9189 0.3946 1.0000 0.0001 
バリマックス解

2 0.2063 0.9407 -0.3997 0.9166 0.3943 -0.9188 -0.0001 1.0000 

1 0.9218 0.8144 0.5257 0.8506 0.9799 -0.1990 0.8212 0.5695 
オプリマックス解

2 -0.3877 0.5800 -0.8506 0.5256 -0.1993 -0.9799 -0.5697 0.8219 

1 0.9998 0.5420 0.8031 0.5957 0.9841 0.1776 0.9743 0.2249 
クァーティミン解

2 0.4223 0.9930 0.1820 0.9832 。目5920-0.8058 0.2260 0.9740 

ノ〈イクァー
1 0.9976 0.4659 0.8524 0.5227 0.9649 0.2635 0.9903 0.1383 

ティミン 解
2 0.3088 0.9713 0.3004 0.9538 0.4894 -0.8719 0.1057 0.9943 

1 0.9783 0.3384 0.9168 0.3991 0.9186 0.3951 0.9999 0.0006 
コパリミン解

2 0.2067 0.9408 -0.3993 0.9167 0.3947 -0.9187 0.0002 0.9999 

カイザー・解デ
1 0.9975 0.4656 0.8526 0.5224 0.9646 0.2633 0.9904 0.1380 

イツクマン
2 0.3330 0.9771 0.2759 0.9611 0.5115 -0.8591 0.1311 0.9913 
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因子にわたって良い結果を示している。

もともと 50個の長方形の作成にあたって，母数 αjとんは直感的に全く無

作為に独立を意図して定めたが，表8.2のように 0.5259と相当に高い正の相聞

が認められる。すなわち，この検証数値例ではすでに母数として二つの因子評

点 α と F聞に相闘があり，因子軸は斜交して定められていたのである。

したがって， この場合には直交回転よりも斜交回転が望ましかったわけで，

事実クァーティミン解が最も良く，次いで、パイクァーティミン解とカイザー・

デ、イックマン解が続き，その後にコパリミン解とパリマックス解が同程度に良

法により推定された因子評点聞の相関係数

斜 交 解

オプリマックス解 クァーティミン解
ノミイクァー

コメリミン解 カイザー・デ解
ティミン解 イツクマン

1 2 1 2 1 2 1 2 

0.9218 -0.3877 0.9998 0.4223 0.9976 0.3088 0.9783 0.2067 0.9975 。.3330

0.8144 0.5800 0.5420 0.9930 0.4659 0.9713 0.3384 0.9408 0.4656 0.9771 

0.5257 0.8506 0.8031 -0.1820 0.8524 0.3004 0.9168 0.3993 0.8526 -0.2759 

0.8506 0.5256 0.5957 。目9832 0.5227 0.9538 0.3991 0.9167 0.5224 0.9611 

0.9799 -0.1993 0.9841 0.5920 0.9646 0.4894 0.9186 0.3947 0.9646 0.5115 

0.1990 -0.9799 0.1776 -0.8058 0.2635 -0.8719 0.3951 -0.9187 0.2638 -0.8591 

0.8218 -0.5697 0.9743 0.2260 0.9903 0.1057 0.9999 0.0002 0.990 0.1311 

0.5695 0.8219 0.2249 0.9740 0.1383 0.9943 -0.0006 0.9999 0.1380 0.9913 

1.0000 -0.0000 0.9290 0.7407 0.8928 0.6534 0.8215 。目5698 0.8927 0.6725 

-0.0000 1.0000 -0.3701 0.6717 -0.4504 0.7569 -0.5701 0.8216 -0.4506 0.7399 

0.9290 -0.3701 1.0000 0.4395 0.9961 0.3269 0.9742 0.2253 0.9960 0.3509 

0.7407 0.6717 0.4395 1.0000 0.3588 0.9925 9.2255 0.9741 0.3585 0.9953 

0.8929 -0.4504 0.9961 0.3588 1.0000 0.2425 0.9902 0.1387 0.9999 0.2671 

0.6534 0.7569 0.3269 0.9925 0.2425 1.0000 0.1052 0.9944 0.2422 0.9996 

0.8215 -0.5701 0.9742 0.2255 0.9902 0.1052 1.0000 。目0002 0.9903 0.1306 

0.5698 0.8216 0.2253 0.9741 0.1387 0.9944 0.0002 1.0000 0.1384 0.9913 

0.8297 -0.4506 0.9960 0.3585 0.9999 0.2422 0.9903 0.1384 1.0000 0.2668 

0.6725 0.7399 0.3509 0.9953 0.2671 0.9996 0.1306 0.9913 0.2668 1.0000 
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さを示している。このような斜交性の強い場合には，一般オプリミン法の中で

も斜交性を強調する回転法が結果的に最も好ましいことを示唆している。

8.2 観測特性の誤差に関する最小 2乗推定

前節では因子評点算出の係数を通常の回帰論によって直接的に推定する方法

を記述したが，これと異なった考え方で因子評点を求める方法が Battlettによ

って提唱されている。彼は各特性項目の観測に含まれる特殊因子と誤差の項に

関して，最小2乗法を適用し因子評点係数の推定を考えた。

いま，観測特性値について共通因子の寄与する部分を除いた残差平方和は，

呂(xz-AatjL)Z (8.20) 

で示される。このとき，上式を式 (3.29)で与えられた標本誤差分散IJI'iiで規準

化して

p q 

Aha-EazJL)押“ (8.21) 

を最小にするような各んを考える。このために，常法によって式 (8.21)をそ

れぞれ f1>ん…，んで、偏微分しゼロに等しいとおいた q個の連立正規方程式を

つくる。

いま， fjで偏微分した式は

p q 

2見{a仇 (8.22) 

となり

日手=土手L(L;叫)
;-;'1 lJI'ii ;-;'llJ1'ii '，-';:;"'1 

j= 1，2，・"，q (8.23) 

を得る。ここにfiの推定値をんで示している。

これらの式を行列演算で表現すると

A't-1誕 =(A'曾-lA)f (8.24) 

または

j=(A'曾-lA'γ1A'曾-1箆 (8.25) 

として得られることになる。
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また，任意の Tで AT=Kと回転した一般の因子パターンの場合の因子評

点の推定は次式で示される。

Tーゾ=T(KWド lK.)ーlK'W-1x (8.26) 

このように，前節と本節によって得られる因子評点の推定法の立場も結果も

全く異なっている。したがって，ここで双方の結果を式 (8.9)と(8.25)によっ

て，それぞれ

}<1> = A' V-1x， }ω=J-1A'f-1x 

ここに I三 A'f-lA (8.27) 

とおき，その関係を明らかにしておこう。

このために，Vと9の聞に容易に成立する次の関係式を適用する。

いま構造模型式 x=Af+eで，標本分散行列 Vが

V=AA'+f， J三 A'W-IA

で示されるとき，恒等的に次式が成立する。

(i) 

(ii) 

V-l = w-l-f-lA(I+.刀-1A'f-1

A'V-l = (I+J)ーlA'W-l

この証明は，次のとおりである。

( i )については， f= V-AA'であるから

1 = f-lV -f-1A(I+J)-1(1+ J)A' 

しかるに，上式右辺第2項の右側は次のように書き換えられる。

(I+J)A' = (JA'+IA') = A'f-l(AA'+ず)= A'W-IV 

1 = f-1V-f-lA(I+J)-1A'f-1V 
V-l = W-t_f-lA(I+ J)-lA'Iト1

(8.28) 

笠~

(ii)については， (i)の結果を用いて両辺の左から A'を乗ずるとよい。す

なわち

A'V-l = A'f-l_A'fA(I+J)ーlA'f-l

= A'f-l_J(I+J)ーlA'f→

= [1-J(I+J)一l]A'f-I

= (I+J)-lA'W-l 

したがって，式 (8.28)の右辺により式 (8.27)のJ<11は

笠~
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f山=(1+ J)-1A'W-1x 

と書ける。上式と式 (8.27)の1(2)の関係より

万ω=(I+J)1山

が得られる。これを整理して

fω = (I+J-γω 

が示され，前節と本節による因子評点の推定値聞の関係が知れる。

(8.29) 

(8.30) 

(8.31) 

上式は直交因子に関する 8.1節と 8.2節の因子評点聞の関係を示したが，斜

交因子についても因子評点聞の関係，すなわち式 (8.14)と(8.26)の関数関係

が全く同様にして示される。

いま，任意の回転 Tにより K=ATとして

V=K(T'T)ー1K'十W， J三 K'W-1K

とおいたとき，式 (8.14)で与えられた B=(T'T)ー1K'V-lは

B = (T'T+J)ー1K'W-1 (8.32) 

とも示される。

この証明は次のように示される。

1 = w-1t = t-1[V -K(T'T)一1K']

= t-1v -t-1K(T'T +J)-1(T'T+ J)(T'T)-1K' 
ここに (T'T + J)(T'T)ーlK'=K'十点T'T)-lK'

= K' +K'W-1K(T'T)-1K' 

= K'W-1[t +K(T'T)ー1K']= K't-1V 
ゆえに 1 = t-1V-t-1K(T'T+J)ーlK'WV

V-1 =ずー1_t-1K(T'T+j)-1K'W-1 

ここで最終的に式 (8.32)は次のように得られる。

B = (T'T)一1K'V-1= (T'T)-1[K't-1-K'W-1K(T'T+J)ー1K't-1]

= (T'T)-1[1-J(T'T+J)ー1]K'W-l

= (T'T)-1[T'T+ J)(T'T+ J)ー1-J(T'T+J)ー1]K'W-l

= (T'T+J)一1K'W-1

したがって，式 (8.32)と式 (8.26)を用いて

K't-1x = (T'T+J)Jω=万ω

である。これを右辺の等号に関して整理すると

笠ljJ

(8.33) 



8.3 複合変量による近似的推定一 231

f(2) =J-1(T'T+J)f山 =(I+J-1T'T)f山 (8.34)

を得る。これが本節と前節の因子評点の推定の差異を示す関係式となる。

ここで数値例として，カイザー・デ、イックマン法による結果を利用し，本節

の方法と前節の方法による因子評点の比較を行なってみよう。もちろん，この

場合は斜交因子の評点を求めることになる。

本節の方法による因子評点算出のための係数行列 Bは次の値を示す。

B= 1-0ω18ーO.∞370ω870.1153 0.3997 0.1155 0.2628 0.2627l 

1 0.1554 0.29800.27760.0997 -0.25260.01280.0291 0.09481 

この結果は，前節の係数行列とほとんど一致している。 これは式 (8.14)と

(8.26)における (T'T+Jγ1とJ-1の相違であって，、この数値例では

["" 0.11095x10-a -0.92733x10-5l 
(T'T+J)-l=1 n nl"\~~"':::~_~ ~ c)ClCH C):~-tr\_AI 

|一0.92733x 10-→5 0.88818x10-寸41

Jf-1=「O11仰×伊一0.92782X 10-5 
|一0.92782x 10-→5 0.88827 X 10-4什| 

J= I~戸0.9切卿捌O仰側9切07x仰 O 附 4似4x1ωO
10.94954 X 103 0.11356 x 1051 

となっている。そして J=K't-1K の要素が非常に大きく ，T'Tの要素が無

視されるほどの値となっている。このことは 9が非常に小さかったことに基

づいている。すなわち，残差誤差が小さければ当然のように，前節と本節の因

子評点はきわめて近い値を示すことが知れる。

8.3 複合変量による近似的推定

近似的に因子評点を推定する方法はいくつか提唱されているが，それらはほ

とんど観測特性をいくつかに群分け複合変量 (composite)をつくり推定する

方法である。これらの中で Harmanによる最も簡便な方法を紹介しよう。

まず，内因的に各観測特性の性格の似た，または各因子を効果的に説明づけ

る観測特性の集合をいくつかっくり，各集合ごとに観測特性に重みづけしない

単純な複合変量を作成する。次いで，各因子評点を推定するための複合変量に

対する係数行列を求める。このような近似法は，多くの観測特性を比較的少数
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の集合に完全に区分できるときによく適合する。

いま式 (6.9)におけるように， q個の集落によって q個の複合変量を得たと

する。 このとき，この複合変量によって (qxq)の分散共分散行列 Yを求めて

式 (8.9)を適用する。これだけの操作で， 8.1節の計算の大部分が省かれる。

この手順によると，各複合変量に含まれる観測特性項目はすべて同じ重みで評

価されている。もし個々の観測特性のいくつかに異なった重みをもたせようと

するならば，上の手)1買を若干変更すればよい。たとえば，初めの 3個の観測特

性項目が第 1因子をよく表現するものであれば，それらの項目は個々に使用

し，他方残りの観測項目は，その他の (qー1)個の因子に関する複合変量として

群分けする。このとき，式 (8.9)の Vは，初めの 3個の観測項目と (q-1)個

の複合変量からなる (q+2)次の正方行列となり， V-1 が計算される。このよ

うにして，第2因子以下の因子の推定の場合にも，逐次，その因子と最も深い

関係にある観測特性を残し，他は複合変量として計算手)1民をすすめる。

次に，この近似法による計算手順を，長方形に関する検証例によって簡単に

示そう。

この例では，図6.2におけるように， 8個の観測特性は 2個の複合変量 V[>

V2として式 (6.9)のようにまとめられる。このむ[>V2を規準化して式(6.13) 

を示すと

Ul = Vl/σ1 = (XaX2+Xa)/.J8.顎7百

U2 = V2/(12 = (X4+X5+X6+X7+XS)/、/百:耳石Z

を得る。また，この UlとU2の相関係数は次式で求められる。

九戸z=σ!2/./石写F (8.35) 

ここに σ12と(122は式 (6.10)で示されており，表 2.2の観測項目聞の相関行列

からの要素の値をひろって，それぞれ 8.9970と19.9462を得る。また， σ12は

同様に表 2.2を用い，次式によって得られる。

。12= .E rii' ， iε Gj" i' E三 Gj" tキj' (8.36) 
i>i' 

すなわち， (112=0.8530+0.8529+…+0.6519+0.7141=6.7692である。

したがって， TV1V2は次のように得られる。
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r町内=6.7962/ v'8. 9970x 19.9462 = 6.7962/13.3961 = 0.5073 

さて，いま二つの斜交因子を複合変量 Ulおよび U2の線形式として

ft = bl1Ul +b12U2 ， 

12 = b21U1 +b22U2 (8.37) 

のように示すわけで、あるが，上の各式の両辺について，それぞれ複合変量的

および U2との相聞を考える。たとえば，11の式に関しては

ru，/， = bl1+bl2ru仰の

r叫ん =bl1ru内 +b12

が得られる。これらの式は，左辺からわかるように複合変量による縮小因子構

造であり， 右辺は，式 (8.37)の U1 と U2の未知の係数を除いて，すでに式

(8.35)で計算した複合変量聞の相関係数からなっている。したがって，これら

の相関係数の値を用いれば，未知係数 bl1.b12などに関する 1次連立方程式を

解けばよいことがわかる。

この数値例での第 1因子に関する連立方程式は

bl1 +0.5073 b12 = 0.9999 

0.5073611 + &12= 0.4955 

となる。ここに上式右辺の値は表6.2の縮小構造の第 1列から読み取れる。上

の連立方程式を解くと 611= 1.∞79， 612= -0.0158を得る。

したがって，第 1因子の評点は

11 = 1.∞79 u1-0.0158 U2 

で示される。さらに.11は Ul と U2の直接の観測項目によって

11 = O. 3360(Xl +X2+拘)-0.OO35(ぬ+xs+拘 +X7+X8)

と与えられる。すなわち，観測項目的，X2，…，X8の値を得れば，上式によっ

て， その観測対象の第 1因子の因子評点が推定できる。第2因子についても，

全く同様の計算を行なえばよい。ここで，各複合変量内の観測項目はすべて同

じ重みで取り扱われていることも知れよう。

このような近似法は， 8.1節の根拠に基づき， 複合変量によって行列計算の

簡略化を意図したものであるが，同時に各集合ごとに観測項目の重みを同等に
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していることによって，因子評点の算出をも簡便にしている。このことは観測

項目の多い場合の実質科学分野の応用面に便利で喜ばれる。しかしこの例の

ように観測項目がわずか8個のようなときには， この近似法を適用せず， 8.1 

節の方法で行なうのが望ましい。

8.4 簡潔法

前節の複合変量による近似的方法は， 8.1節の推定法より非常に計算労力の

省けた方法であるが，一面かなりあらい近似にすぎない場合が少なくない。そ

こでもっと 8.1節の回帰分析結果に近く，しかもあまり計算労力のかからない

因子評点の推定法が考案された。

Ledermanは，この回帰による因子評点の推定について，簡潔法 (shortened

method) という新しい方法を開発し，その後に Harmanはこれを斜交因子

の場合にも拡張した。この方法は，因子解が適切に得られて残差誤差がほとん

どないような場合に， 8.1節の結果に非常によく一致する。事実，この簡潔法

では観測された相関行列を直接には用いず，再生された相関行列を 8.1節の方

法で処理する。再生された相関行列が観測された相関行列に同等であるという

前提のもとに，p次の相関行列をもっと小さな q次の相関行列に置き換え，労

力をかなり減ずるのである。とくに，通常，観測特性項目の数は共通因子の数

に比しでかなり大きいので，逆行列の計算労力は部分的に減じられる。

いま，規準化された観測値の構造模型 Xj=Afj+bSj+C6jで，共通因子の独

立性を仮定しない式 (3.4)の場合，母相関行列 Pは P=AttA'+W，標本相関

行列 R は R=L: xjx/lnで示された。そして因子分析の結果， それぞれの

推定量を A，o，-Wとすると，観測値ベクトルは共通因子により期待的に

Xjニ Afj， j= 1，2，…， n (8.38) 

と考えられる。ここに 6は q次正方行列 (rfili')である。 したがって， この

式 (8.38)のような Xjによる相関行列は， 次式の再生された相関行列 R十で

示される。

Rt= L二主jjj/A'ln=AるA' (8.39) 

もし共通因子の独立性を仮定するなら R十=AA'である。
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この因子パターンから計算された Rtと当初の観測値による R との関係を

R=R十+bb'+cc'=R十+哲 (8.40)

と仮定する。すなわち，Rtは R の対角線要素だけを共有性で置き換えた相

関行列を考える。簡潔法の仮定としたことは， 式 (8.4D)を意味している。こ

の式 (8.4D)の関係によって，因子評点を推定するときの係数式 (8.14)を簡単

化するのが本節の技法で，一般的に斜交因子の場合にも適用される。

いま，式 (8.4D)の両辺に左側から A't-1 を乗ずると

A'曾ーlRニ A't-1(AoA'+雷)= (A't-1AO+I)A' (8.41) 

を1辱，ここで

広三 A'曾-lAO (8.42) 

とおくと

(I+K)A' = A't-1R (8.43) 

と書ける。上式において左から (I+Kγ1を，右から R-lを乗ずると

A'R-l = (I+K)-lA't-1 (8.44) 

を得る。この左辺は本質的に式 (8.14)の右辺の K'V-1 と同じものである。

すなわち，8.1節での dは直交解を示し，また任意の回転 Tにより K(=AT)

を一般的な因子パターンとしたとき，この回転に関する因子評点の変化もすで

に8.1節の後半に記述している。

本節では，x=Af+bs+ceの立場で，共通因子の独立性を仮定せず，A を

そのまま一般的なパターンとして用いている。 したがって，本節でのよ〉は，

式 (8.11)に示したように T-叫に相当し，因子間相関行列 6は式 (6.17)に

よって (T'T)-l となる。ゆえに，式 (8.14)は oに式 (8.44)を乗じたもの

にほかならない。すなわち

Jj = O(I+K)一lA't-同 (8.45) 

を得る。

この式は， むしろ式 (8.14)よりも複雑なようにみえるが， かなり楽な計算

ですむ。事実，対角線行列すの逆行列を求めねばならないこと以外には，q次

の行列計算になってしまう。さらに計算を楽にするために，式(8.45)の両辺に
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左から (I+K)O-1 を乗ずると

(I+K)Oーデj=d't-句 (8.46) 

を得る。この式は q元のベクトルで，fjの要素を求める観点からは，q個の連

立方程式である。ここで上式の右辺の計算は簡単である。左辺の係数には式

(8.42)を代入して，

(I+K)O-1 = (O-1+A't-1A) 

と書き直すことができ，これは対称行列となる。

すなわち，最終的に

(8.47) 

(O-1+A't-lA)fj = A't-1Xj， j = 1，2…，n (8.48) 

によって，fjを求めればよい。

とくに，共通因子の独立性が仮定されているときは，O=Iであるから，

(I+A't-lA)}j = A't-1xj， j = 1，2，…，n (8.49) 

を解くとよい。

数値計算の方法は上記のように，Rの代わりに AoA'十世を用いるわけで，

8. 1節の方法と全く同じである。実際， 8.1節に対応してカイザー・デ、イツク

マン解に基づき本法による因子評点を算出すると， 8.1節の結果と全く同じ結

果を得る。このことは，A， 1/1， W の推定が AoA'+ず=Rとなるように求め

られているので，結果的に 8.1節と同じような評点を得ているわけである。

8.5 理想的観測特性による因子評点の推定

観測対象が有する各共通因子の量を推定するというよりも，観測の諾特性値

が含む共通因子の量を記述する方法がある。この方法は，p種のどの観測特性

の誤差もゼロまたは相当に小さいと仮定して，与えられた因子パターンから関

数関係によって直裁的に因子の量を数理的に算出する。したがって，このよう

な観測特性を考えうるのは，むしろ理想的な場合とか，仮想的な場合に限られ，

この方法がいつでも実用に適しているわけで、はない。

さて，q次元の共通因子空間で，指定された P種の観測変量について q本の

因子軸に関する射影を考えよう。いま，与えられた因子バターンを A，共通空

間内の変量を xとすると
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ぉ=Af (8.50) 

なる関係がある。ここに Xは共通因子空間に射影された変量値ベクトルを示し

ている。このとき理想的な観測特性における各因子に関して解くには，まず式

(8.4)の両辺に左から A'を乗じ

A'x = A'Aj 

を得る。ここで AA'はq次の対称行列で，逆行列が存在するから

f=(A'A;γlAx 

(8. 51) 

(8.52) 

と書くことができる。この式は因子に対して観測特性 xで線形表示を与えて

いる。

数値例として，前節にならってカイザー・ディックマン解を用い，本節の計

算を行なってみよう。

d'd=313::;;;;] 
であるから

i 0.2908 -0.05361 
(A'A)ー1==1 ~.~~~: ~.~~~:I 

1 -0.0536 0.25841 

を得，因子評点算出のための係数行列 (A'A)ーlA'は次のように得られる。

[-00313-0則一0.02山間 0.30810.2550 0.2550 0.2捌

0.2480 0.2489 0.2441 0.1367 -0.2270 0.0078 0.0078 0.06751 

これによって各個の因子評点を算出すると，この数値例の場合には残差誤差

がきわめて小さいために， 8.1節の結果と酷似したものが得られる。さらに，

もともとの二つの因子評点母数 α，sとの相関は，

本節の因子評点

(1) (2) 

α 0.9975 0.3330 

P 0.4657 0.9771 

で示される。

ちょうど， この数値例は理想的な観測特性の場合にあたっていて都合がよ
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い。しかし，一般の場合に本法を適用することは，計算は楽であるが，最初に

記したように観測誤差が大きいときに避けるべきである。
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計算プログラム

簡潔法および残差最小2乗法

コントロールカードによって，簡潔法または残差最小2乗法による因子評点

のための係数行列を与える。さらに，平均値ベクトルと標準偏差ベクトルおよ

び根元因子ノfターンとそれへの変換行列を与えておいて，個別の観測値ベクト

ルをインプットすることによりそれぞれの因子評点を算出する。

8.6 

8.6.1 

PR 

A(I， J) 

T(I， J) 
XM(I) 

V(I) 

X(I) 

(output) 

根元因子パターン，のちに因子評点
係数行列

変換行列，のちに因子評点ベクトノレ

カ出

A(I，J) 

T(I，1) 

(input) 

変量の数

共通因子の数

標本の大きさ(数)

ゼロならば直交因子得点を，
1ならば斜交因子得点を示す

ゼロならば簡潔法，
1ならば最小残差法を適用する

ゼロならば参考因子構造から，
1ならば根元因子パターンからの
変換行列を適用する

根元因子パターン

変換行列

標本平均ベクトル

標本標準偏差ベクトル

観測値ベクトル

入カ
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00 2 J=loNF 
READ (40・1011 (A(I・J)・1・1・NV)

2 WR ITE (50・201) J・(ACI・J)， I・1・NV)
IF(NC) 3・3.6

3 00う I司 1・NF
00 4 J・1・NF
P CI • J)・0.0

4 PVCI・J)=O.O
P(I.!)=l.O 

う PV(I、1)=1.0

WR ITE (50・202)
GO TO 18 

6 00 7 Ja1・NF
7 REAO (40・1011 (T(l・J)・1・1・NF)

IF(PR) 8・8.14
8 WR ITE (50、203)

00 9 I ・1.NF
00 9 J・1.NF

9 PVCI・J)=TCI.J)
00 10 l=l.NF 

10 WR ITE (50・201) I・CTCI.J).J=l・NF)
CALL OETERM CNF.TT) 
00 12 I・1.NF
00 11 J.l・NF

llP(I.J)・0.0
12 PCI.I)・t.ITT

00 13 I・1・NF
00 13 J・1・NF
TCI.J).O.O 
00 1.3 K・1・NF

13 TCI.J)・TCI.J)+PVCI.K)・P(K.J) 
14 WR ITE (50・204)

00 15 1=1・NF
1弓 WRITE (う0・201) I・(TCI・J)・J・1・NF)

IJO 17 J・1.NF
00 17 J・I.NF
P( I.J)・0.0
00 16 K.1・NF

16 PCI.J)・PCI.J1+TCKoI)・T(K・J)
P (J.I)・P(I.J)

PVCI.J)=PCI.J) 
17 PV(J・l)=PV(I.J)

WRITE (50.205) 
CALL附ATINV CNF) 

18 00 20 I・1・NV
00 19 J=l・NF
X(J)・0.0
00 19 K.1 ・NF

19 X(J).X(J)+ACI・K)*P(K.J)
V(I)・1.0
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00 20 X-1 ・NF
20 V(I)-V(I)-X(K)*A(I.K) 

IF(附C) 21.21.22 
21 WRITE (50・20(，)

GO TO 24 
22 00 23 1・1.NF

00 23 J-1 ・NF
23 PV (1・J)・0.0

WRITE (50・207)
24 00 26 1-1 ・NF

00 26 J-I.NF 
TCI.J)・0.0
00 25 K・1.NV

25 TCI.J)・T(I.J)+A(K.l)*A(K.J】/V(K)
P(I.J).PVCI・J)+TCI・J)

26 P(J.I)・PV(J，J)+T(1・J)
CALL MATINV (NF> 
00 28 1-1.NV 
00 27 J-1・NF
X(J)・O.。
DO 27 K・1・NF

27 X(J)=X(J)+P(J・K)・A(J・KlIV(I>
DO 28 K~l.NF 

28 A(J .O-X(O 
WRJTE (50.20且3
DO 29 J=l.NF 

29 WRJTE (50.201) J・(A(J・J)01・1・NV)
DO 30 !~l.NV 

30 READ (40・103) XMCI).V(J) 

WRITE (50.209) 

N=O 
31 REAO (40.104) (X(!).!・1・NV)

DO 32 !-1・NV
32 XCI)=(X(!)-XM(!))!V(!) 

DO 33 J=l.NF 
TC1.J).O.O 

DO 33 !・1・NV
33 T<l.J)-TCl・J)+A(J.J)併X(!) 

NlZN+l 
WRITE (50・210) N.(T(l.J).J・1・NF)
!F(N-NS) 34.1・1

34 GO TO 31 
100 FORMAT (212・15.2!2.F2.Q)
101 FORMAT (10F6.5) 
103 FORMAT (2F5.1) 
10'与 FOR附AT (8F10.2) 
200 FORMAT CI129H INPUT PR!MARY FACTOR PATTERN./) 
201 FORMAT (/13.8F9.'り
202 FOR料AT (/125H ORTHOGONAl FACTOR SCORES/) 
203 FOR刊AT (152M INPUT TRANSFOR州ATIONMATRIX FOR REFERENCE STRUCTURE/) 

20斗 FORMAT (149M TRANSFORMATION例ATRIX FO肉 PRIMARY FACTOR PATTERN/) 
205 FORMAT (1122H OBLI由UE FACTOR SCORES!) 
206 FORMAT (1.10X.27HBY TME MFTHOD OF REGRESSION./) 
207 FORMAT (!.10X.37HBY THE MFTH円D OF MINIMIZING RESIDUALS.I) 
208 FORMAT (39H A COEFFICIENT MATRIX FOR FACTOR SCORES/) 
209 FORMAT (1130M FACTOR SCORES FOR INDIV!DUAI SI11X.8HCASE NO，./) 
210 FORMAT (J6.5F12~3.(10X.5F12 ， 3)) 

STOP 
END 



[付] サブルーティン 1(逆行列の算出)

C SUBROUTINE OF阿ATR!X!NVERTION 
C -CROUT METHOD -
E 
c 

SU8ROUTI NE MA T! NV aJl 
OIMENSION A(31.31).8(30).C(30) 
COMMON '" 
004 IE1.N 
00 1 Jol.N 
S(J)・A(J.I)

1 A(J.l)sO.Q 
A(I.l)sl.0 
00 2 Jo1.N 

2 C(J)繍 A(I.J)/B(l)

00 3 J・1.N
00 .3 K・1.N

:3 A(J.K)・A(J.K)・C(K)・8(J)

00 4 J-l・N
4 A(I.J】・C(J)

RETURN 

ENO 

[付] サブルーティン 2(行列式の求値)

'' 
M
内

A
内N

 
I
 

M
n
 

n
R
 

官』守'
F
巳Rυ pr 

nv 
r巳制問l

 

'o 
Hu 

nv 
n円au 

H
u
 

cd 
p

・、P
、r
、 SlIBROUT! NE DFTERM (K. T) 

OI~ENS!O~ B(31.31).A(10・10)
CO><MON 8.A 
T=1.0 
TT~O.O 

KK-K・1
00 7 1・1.KK
IF(A(lol)) 5.1.5 

1 00 2 J-I.K 
IF(A(I・J)) 3.2.3 

2 CONTINlIE 
T-O.O 
GO TO 6 

:3 00 4 L・1・K
TT-A(L.J) 
A(L.J)・A(L 01) 

4与 A(L.I)・TT

T=・T
5 T=A(I・1)・T

U卑 ACI・!)
00 6 J-!・K

6 A(! .J)・A(!.J)/U 
00 7 J・I.KK
TT旨 A(J+1.1)

007L-I.K 
7 A(J+且・L).A(J+1.Ll・A(I・Ll骨TT

T.A(~.K)'・T

6 RETURN 
ENO 
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理想的観測特性法および既有の因子評点係数行列の直接利用

根元因子パターン，とくに直交解のときは単に因子ノfターンを各対象の P次

観測変量とともにインプットして，各対象ごとの因子評点を理想、法によって算

出する。またはコントロール・カードによって，これまですでに得られている

因子評点のための係数行列を用い，各対象の P次観測変量をインプットして

各対象ごとの因子評点を単純に算出することもできる。

242 - 8章

8.6.2 

(output) 

根元因子パターン，因子係数行列，
のちに因子得点ベクトノレ

標本平均ベクトル

標本標準偏差ベクトル

カ出

AM(I) 

AV(I) 

(input) 

変量の数

共通因子の数

係数行列をつくるか否かの制御

根元因子パターン

標本平均ベクトル

標本標準偏差ベクトル

観測値ベクトル

カ入

K 

NF 

IC 

A(I，J) 
AM(I) 

AV(I) 

X(I) 

FACTOR SCORE 

BY AN IMHEDIATE USE OF A COEFFICIENT MATRIX ON VARIABLES 
OR BY APPLING AN IDEAL-VARIABLES HETHOD 

BASED ON A PRIHARY FACTOR PATTERN 

P

也、P」
P
L
P
L
F

、PE
、F
、F
、F
・、PL

K ---NO. OF VARIABLES 
NF ---NO. OF FACTORS 

IC ---O. TO HAKE A COEFFICIENT MATRIX FROH A PRIMARY FACTOR PATTF.RN 
--- 1. TO USE A COEFFICIENT MATRIX WE HAVE ALREADY 

A ---PRiMARY FACTOR PATTERN 

A阿---HEAN OF EACH VARIABLE 
AV ---STANDARD OEVIATION OF EACH VARIABLE 
N ---CA5E NO. 
X ---FACTOR 5CORE 

P
‘u
p
L

戸、r
、F
、r
、PE
、F
、F
L
F

、

5UBROUTINF ROOTS 15 RE唖UIRED

0lMEN510N A(10.40).AH(30).AV(30).X(30) 
COHMON A 

1 READ (40.100) K.NF.IC 
NFP1・NF+l
KK=NF+K 
IF(lC) 2・2.7

2 WRITE (50・200)
00 3 l=l.NF 
READ (40.101) (A(I・J)・J.NFP1・KK)

c 



3 WRITE (50・201> 1. (A C! .J)・J"NFP1.KK)
00 5 1-1.NF 
00 5 J・!oNF
A(I.J)aO.O 
00 4 L-NFP1.KK 

4 A(I.J)..A(I.J)+A(I.L)'・A(J・I) 
5 A(J.r)・AC!.J) 

CALL ROOTS (NF.KK) 
GO TO 9 

7 00 8 I・1.NF

8 REAO (40.101) (A(I・J)OJ・NFP1・KK>
9 READ (40・102) (AM(I).AV(I>・1・1・K)

WR!TE (50・202)
00 10 1..1・K

10 WR!TE (50・203) I.AM(!)・AVCr>
WR!TE (50.204) 
00 11 I・1.NF

11 WRITE Cう0・201) I・(A(!・J)，.J-NFP1.KIO
N-O 
WRITE (50・205)

WR!TE (50・206)
12 READ (40.103) (X(I).I・1.K)

00 13 I・1・K
13 XC!>-CXCJ)・AM(J))/AVCl)

00 14 I・1・NF
A【1.1)-0.0
00 ]4 J=1・K
L-J+NF 

14 A([.1)・A(I.1)+ACI.L>・X(J)
KS・1
KE-8 

15 IFCNF-KE) 16.16.17 
16 KE=NF 
17 N-N+1 

WRITE (う0・207) N. (ACl .1)・1・KS.KE)
IFCNF-KE) 12.12.18 

18 KS-KE+1 
KE-KE+8 
GO TO 15 

100 FORMAT (312) 

101 FORMAT C12F6.5) 
102 FORMAT (3(1X.2E12.5)) 
103 FOR附AT (8FI0.2) 
200 FORMAT (/・2RHINPUTPRIMARY FACTOR PATTERN./) 
201 FORMAT (15.8F9.5) 

8.6 計算プログラムー-243 

202 FORMAT (/32H VAR.NO. MFAN S.Q. 1) 
203 FORMAT (15.2C3X.F12.5)) 
20'与 FORMAT (11.26H FACTOR COEFFICIENT MATRIX./) 
205 FORHAT (1125H IfliDIVIOUAL FACTOR SCORES./) 
206 FORMAT (33H CASE NO. FACTOR SCORES./) 

207 FORMAT (17.6X.2(F12.5・3X))
STOP 
ENO 
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サブルーティン(連立一次方程式の求根)[付]

SURROUT(NE OF ROOTS OF S(MULTANEOUS L(NEAR E由UAT(ON

• u
h
 

v
R
 

• •• • •. • 
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・
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・
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・
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v
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P
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P
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p
・、
P
‘』
pa
』
P
L
P
‘.

SUBROUT(NE ROOTS(K・KK)

O(MENSION A(10.40).N(10) 
COt-'MON A 
00 1 (・1.K

1 N(()-( 
1 ・1

? L.( 
3 (F(ACi・L))7.‘・T
4 (F(L-K) 5.6・6
5 L.L+1 

GO TO 3 

6 WR(TEC50・200)
STOP 

7 (F(l・U 8・10.8
8 00 9 H.1.K 

TEHP-A (M. ( ) 
A (M. ()・A(M.U

9 A(M.U-TEHP 
(TEHP.N(( ) 
N( ()・N(U
N(L)・(TEMP

10 TE.MP=A ((・() 

00 11 J.1・KK
11 A((.J)-A((.J)/TEHP 

00 14 L・1・K
(F (L・() 12.1‘・12

12 TE例p-A(LoI)
DO 13 J-1・KK

13 ACL.J).A(L・J)・TEHP・ACi・J)
14 CONT(NUE 

1・(+1
(F((-K・1) 2.15.15 

15 KF-K+1 
00 19 1.1.K 
(F(N(()・() 16・19.16

16 00 19 J・1.K
(FCN(J)・() 19・17.19

17 00 18 L-KF.KK 
TE例p.A((.L)
A((.L>・A(J.L)

18 A(J.L)・TEMP
19 CONTlNUE 

200 FORMATC5X.15HOETERHINANT・0)
RETURN 

"NO 
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因子評点によるプロフィルの作図

さきの 8.6.1項または 8.6.2項で得た因子評点を，視察に便利なプロフィル

として， XYプロッターによってグラフ表示を行なう。すなわち， Y軸に因

子評点の値を，X軸に因子の種類番号をとり， Y軸方向の線分の長さで因子

評点の大きさを示し，さらに各因子評点の値もプロッターで書かせている。

8.6.3 

NF 

NP 

YW 
IY 

N 

YMIN 

YMAX 

IPAT(I) 

DATA(I.J) 

(output) 

X-Yプロ yターに因子評点が描
かれる

カ出(input) 

共通因子の数

縦列に描く図の数

縦列の図と図の聞の距離

図の Y 軸上のくぎりの数

標本の大きさ(数)

Y軸上の最小値

Y軸上の最大値

標本番号

因子評点

入 力

PROFILES FOR FACTOR SCORES 
DRAWING PROFILES BASED ON SEVERAI KINDS OF FACTOR SCORES 

NF ・・・ NO. OF FACTORS 
NP ---NO. OF PROFILES DRAWN IN A SHEET 
YW ・・・ INTERVALS AMONG PROFILEs 
IY ・・・ NO. OF INCREMENTS ON Y-AXIS 
N・・・ FINALNO. OF SAMPLES 

r
、P
‘、p
・、P
、P
、p
・、P
L
F
L
P

・、F
、

YMIN ---MINIMU附 VALUEON Y-AXIS 
YMAX ---MAXIMU同 VALUEON Y-AXIS 

SUBROUTINE FRAME IS RE也U1 REI) 
SUBROUTINES SET. SYMBOL・NUMBERAND PLOT 

HAVE TO BE BUILT IN THIS COMPILER 
FOR PLOTTER USE 

AN X-Y PLOTTER RE曲UIRED

F

、F
‘・r
、r
‘wr
、r
、r
‘u
F
L
W
F
L
W
P

、
DIMENSION DATA(200.30).IPAT(200) 
COMMON DATA.IPAT 

1 READ (40・100) NF・NP.YW.IY.N.YMIN.YMAX
NF1-NF+1 
ANF1-NFl 
ANp.NP 
AIY-IY 
XD-20.0 
XL-XD*ANF1 
YL・210.0/ANP-YW
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YO・YLlAIY
XMIN-O.O 
XMAX-ANF1 
XU=(XMAX+XMIN)/XL 
YU-(YMAX-YMIN)/YL 
CALL SET 
00 2 1-1.N 

2 REAO (40・101) IPATCI).COATACI.J).J・1.NF)
HIGH-105.0・YL
ISED-O 

00 7 K=1.N 
Y=YL+7.口+HIGH
PAT・IPATCK)
PAT-PAT+0.1 
CALL SYMBOL C15.0.Y.3.0.10H CASE NO. .0.0・10)
CALL NUMBER C50.0.Y.3.0.PAT.0.0・・1)
CALL FRAME CHIGH.IY.NF1・XI・XO.YL.YO)
x・0.0
X-X+XO 
Y-OATACK・1)/YU+HIGH+YL/2.。
CALL PLOT (X.Y.1) 
00 3 1・1.NF
Y-OATA(K.I)/YU+HIGH+YL/2.0 
CALL PLOT (X.Y.2) 
X=x+XO 

3 CONTINUE 
CALL PLOT (X.Y.3) 
Y-HIGH+YL・1.5
CALL NU州BER (・10.0.y.3.0.YMAX.0.0・1)
Y=HIGH+YLl2.0・1.5

CALL SYMBOL C・10.0.y.3.0.4H0.0.0.0.4) 
Y=HIGH・1.5
CALL NU州BER C・10.0.y.3.0.YMIN.0.0.l)
X1-0.0 
Y=HIGH・5.0
00 4 1・1.NF
X1=X1+XO 
X2=Xl・8，0
FS-OATA(K.I) 

4 CALL NUMBER CX2.Y.3.0・FS.O.O・3)
CALL PLOT (X.Y.3) 
ISE由・ ISE由+1
1 F c! SE也・NP).5.6.8 

5 HIGH-HIGH-YL-YW 
GO TO 7 

6 X=XL+30.0 
Y-O 
HIGH・105.0・YL
15ECiI・0
CALL PLOT (X.Y.・3)
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サブルーティン(プロフィール枠の作成)[付]

SUBROUTINE FRAME 
TO MAKE A FRAME RE曲U[REOTO ORAW PROFILES 

SUBROUTINE FRAME (HIGH.IV.NL ・XL.XO.VL.VO)
IP1=1 
IP2-2 
IP3-3 
YA2.-YL+HIGH 

p

、p-
w
p

、PE
M
P

、

CALL PLOT (0.0.YA2.IPl> 
YAl・HIGH
CALL F!LロT CO.O.YA1.IP2) 
Y-YAl 
CALL PLOT (3.0.y.lP2> 
00 1 1・1.IY
Y-Y+YO 
CALL PLOT (O.0.y.IP3> 
CALL PLOT (3.0.Y~IP2> 

1 CONTINlIE 

YO-YLl2.0+HIGH 
CALL PLOT (0.O.YO.IP3) 
CALL PLOT CXL・YO・IP2)
X.XL 
Yl・yO+l.0
Y2・'(O・1.0
00 2 1・1・NL
CALL PLOT CX.Yl.IP3> 
CALL PLOT CX .Y2 oIP2> 
X=x-XO 

2 CONTlNUE 
CALL PLOT CX.Y2.IP3) 
RETURN 
ENO 



9 単一因子解法

これまで記述してきた一連の因子分析は，通常の因子分析法のうちで近年最

も繁用されている多因子解法 (multiplefactor solution)とよばれるものであ

った。すでに詳述したように，この構造模型は最も一般的かっ客観的な立場に

よって，因子の数と種類を推定し，因子構造や因子パターンを探究するもので

ある。そこでは抽出されてくる因子がどのような簡素構造で表現され，どのよ

うに因子を解釈するかが問題とされる。そして，あらかじめ構造模型のなかの

具体的な共通因子の形式と存在を固定するような仮定はなかった。

他方，目的とする諸共通因子に着目して観測特性群を選択しあらかじめ構造

模型を想定しておき，このように規定された模型 (specifiedmodel)によって

具体的に因子の質と量を推測していく立場がある。 このような方法は本来 18

世紀はじめのいわゆる因子分析の誕生期から主流の研究方向として展開されて

きたものである。ちょうど，当時の実質科学の進歩がすぐれた洞察のもとでニ

ュートン力学に代表されるような決定論的構造によって展開されてきたのと同

様である。そして，この規定構造による因子分析がやがて多因子解法の開発を

うながすわけで，いずれの方法も肩を並べて分類される位置を占めるものであ

る。

本章以降では，まず代表的な規定構造の因子分析の方法をいくつか紹介し，そ

の後に正準分析法など最近の新しい構造をとく方法について解説をすすめる。

さて本章の解法は，各観測特性がただ一つの共通因子のみを含む場合，すな

わち複雑度(complexity)が 1の場合の直交解を求める方法 (uni-factorsolu-

tion)で，実際のデータではなかなか遭遇しそうにないような理想的な場合の
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解法と考えられることが多い。

各観測特性が本質的にはただ一つの因子のみを測定し，正確に参考軸の上に

一致するようなとき，これらの観測特性

による相関行列は図9.1に示されるよう

な性質を有する。

このような典型的な直交単一因子解

(orthogonal unifactor solution)は現実

9章

。

-
n
H
w
 

a

w

-

単一因子解法における
母相関行列

。

図 9.1

。

にそれほど頻繁に適用されないと思われ

るが，ある種の斜交解の近似としては確

かに考えうる場合があり，要は個々の現

象や問題のとりあげ方による。

単一因子解における観測特性の一般的

な構造模型は，

(9.1) j= 1，2，…，n %J = Aft+eJ' 
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ap，+p，+p，，3 0・・・・H ・H ・..……o I 

ap1 +P2+ Pa+1，4'・・ o I 
0................. ap，qJ 
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e/ = [eli> e2i>…， epJ] 

で示される。そして，これまでどおり ρおよび qはそれぞれ観測特性の数と

共通因子の数を示し，PhP2，Pa， ...はそれぞれの単一共通因子を測定する観測

特性の数で Pl+P2十…十九=ρ になっている。

f/ニ [flj，!2i>…，!pj]， 
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この単一因子解の構造をもっとわかりやすく示す模型として，しばしば次の

ような表9.1が説明に用いられる。
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この表のなかで，縦の棒線は

各因子に関する係数の所在を示

し，それ以外の空白はゼロ値で

ある。各観測特性には因子的に

独自の分担があり，また各観測

特性群の間では異質な因子をも

ち，全体として完全にいくつか

の群 (group)で構成されてい

このとき一般に，観測特性の第 h群 G に属する第 i特性と第 k'群 Gk'

に属する第 i'特性の聞の母相関係数は

Pii' = E{I; XijXi'j/n} = I; aidkja山 'fk'j/n = aikaiγP fkfk' (9. 3) 
J J 

で示される。上の式において， もし第 iと第 i'観測特性が同ーの群に属して

いるなら，

Pが =aika山 ，i， i' E Gk (9.4) 

となり，またもし相異なった群に属しているのなら，

ρii' = 0 ， i E Gk， i' E Gk， 
kキk'

(9.5) 

にすぎない。これらの式 (9.4)と(9.5)は，図 9.1で示した内容を具体的に式

で表現したものである。

したがって，実際上の配慮や適切な整理によって標本相関行列が図 9.1のよ

うな形に得られるなら，この際の構造模型は表9.1を典型的な内容とする単一

因子解法の適用が可能になる。このような模型は，なんらかの方法で因子抽出

を行なった後の残差相関行列にもよくみられ適用が考えられる。

さで，このように規定された模型での因子の設定や吟味には，単極因子と両

極因子の別がしばしば考慮される。すなわち，抽出された因子が正の方向にも，

またゼロをこえて負の方向にも因子量を示すものがある。このような因子を両
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極因子 (bi-polarfactor)とよんでいる。たとえば，快感という因子を正と考え

たとき，負の側には不快感が考えられるような場合である。

これに反し，単極因子 (uni-polarfactor)とは，その因子の量が正または負

の一方向側にしか考えられないような因子をいう。たとえば，ある種の病気の

重篤度を示すような因子は，健常人から重病人の方向にしか考えられない因子

である。

単一因子解法や次章以降のニ因子解法や双因子解法では， 図9.1と図 10.1

で示すように，観測特性による相関行列のゼ、ロでない要素がすべて正で，これ

らの解法から得られる因子はすべて単極因子である。このようなとき，負の側

にのみ考えうる単極因子があれば，あらかじめ観測特性の尺度を逆向きに変え

ておくことによって，そのまま上の解法が適用できる。また，セントロイド法

や成因分析法では，第 1の因子を除いて他はすべて両極因子が得られる。

単一因子解法における因子係数に関する推定の具体的な計算は，次章に与え

るこ因子解法の方法と同様に解くことができる。
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前章に類似して観測特性の構造模型を少し変えたものに， Spearmanが1切4

年に初めて提唱したこ因子解法 (twofactor solution)がある。 この考え方は

ρ個のすべての観測特性に共通した，ただ一つの全般因子を想定し，各観測特

性にはこの全般因子とともにそれぞれ特有の特殊因子を含むような模型を取り

扱う。彼が二因子解法とよんだのは，心理学的なある種の知能活動は，各観測

特性のうちに共通した全般的機能 g と各特性に独自な機能 sとからなってい

ると考え，このような2種類の因子を含む観測変量の分析法という意味をもた

せた。

したがって，もし，二因子解法において特殊因子の代わりに確率的な偶然誤

差因子を考えれば，前章の単一因子解法に帰して図9.1のうちの最初の一つの

三角形部分を取り扱っていることになる。表 10.1には， ニ因子解法における

構造模型を示している。

表 10.1 二因子解法におけるパターン

観測 特 性

1一一一ーーーーーー-
2---ーーーーーー白
3---ーーーーーー-

P一ー一一一ー ーーー

1. 8， 8， S，一一一ーーー一一斗

• 
• • ¥ 

¥ 
¥ 
¥ 
¥ 
¥ 
¥ 
¥ 

¥ 
¥ 
¥ • 

通常，因子分析の主目的が共

通因子の解明にあるために，種

々の因子分析の方法は共通因子

の性質や数によって名づけられ

るのが最近の命名法になってい

る。この意味で， Spearmanの

ニ因子解法はむしろ単一因子解

法または単独因子解法 (single-

factor solution) とよばれるはずのものである。しかし，歴史的背景を考慮し
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てニ因子解法の名を伝統的に残している。

二因子解における観測変量の一般的な構造模型は次式で与えられる。

Xj = a!oj+bSj+ej， j = 1，2，…，n (10. 1) 

ここに

a' = [ah a2，…，ap]， S/ = [SlJ> S2}> .・・，Spj] 

b=[bojJ1 o b岳、|て

o 0 '--、 O

o 0 ---------::，hp 

(10.2) 

上式で !Ojはただ一つの共通因子を示す全般因子であり，さきの心理学的記述

では g因子とよばれるものに相当している。

さて，このような模型で共通因子空間における観測特性の母相関行列は，どの

2列をとっても対応する行要素は一定の比率をもっ比例関係 (proportionality)

にあることがわかる。

すなわち，もともと第 i番と第 f番の二つの観測特性聞の母相関係数 Pii'は

p“ =E(~ 主的jXi'j) =向 (10.3) 

であるから，相関行列の第 1 行に対する任意の第 l 列と第 k~Jの対応する要素

は

Pli=al向 ， Pki = akai ， i = 1， 2，…，p (10.4) 

となっており，どのような行についても 2列の対応する要素は al:akの比率に

なっていることが知れる。このことは

Pli Pli' 

Pki Pki' 

1キ i' i，i'=1，2，…，p (10.5) 

とも書け，分母をはらって

PliPki'-PkiPli' = 0， 1， k， i， i' = 1，2…，p， 1キhキiキi' (10.6) 

で示しでもよい。 Spearmanは上式の左辺を四価差 (tetraddifferencesまた

は tetrads)と名づけている。

したがって，p個の観測特性がただ一つの全般因子とEいに独立な P個の特
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殊因子からなりたつための必要かつ十分条件は，可能なすべての四価差につい

て，式 (10.6)の関係が成立することである (Spearmanの基本定理)ともいえ

る。 P個の観測変量のとき，式 (10.6)のような関係式の数は Pの増大に伴っ

て急速に増加するが，すべての四価差を独立に示す式の数は p(ρ-3)J2個とな

っている。

また，式 (10.4)で l=iのときには al2となり，これは共有性 hzZにほかな

らない。このとき式 (10.5)は

hi2 = Pii' Pkt! Pki' ， iキi'キ k， 1 ~ i' ， k三玉 p，

i = 1，2，…，ρ (10.7) 

と書け，一般に上式右辺の形式のものを

t内三 Pii'P怯Jp内 (10.8) 

とおいて ti'kを三価対 (triad)とよんでいる。このような一つの共通因子空間

の母相関行列のランクは 1であり，このとき第 i特性の共有性は任意の fとh

による一つの三価対で与えられる。このような三価対は行列全体で p_1C2個あ

り，この数より 1だけ減じた値が，p変量中に全般因子が一つであるための条

件式の数 p(p-3)J2になっている。

二因子解を行なうにあたっては，とくに，因子の構成について十分な統計的

考察を行なわねばならない。たとえば，相関行列の表からあらゆる四価差を計

算し，その分布の中位数を標本誤差と比較して検定する方法がある。また，基

礎的には， 四価差の標本分布が 1925年に SpearmanとHolzingerによって

考察されている。

すなわち， Spearmanは二因子解法を提唱したが，その根拠は式 (10.6)で

定義された四価差による基本定理を導入したことにある。しかし，この二因子

解法は実際に適用してよく当てはまる場合もあり，またよくない場合も多かっ

た。このようなことから，基準になってくる四価差に関する理論の妥当性が盛

んに論議されてきた。

この観点から， Spearmanと Holzingerは母集団が二因子解法に適してい

る場合の標本分布について検討し，誤差分布に関する論文 (1924)を発表して

いる。
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ここでは，この論文に基づいて四価差の標本分布について紹介していく。

さて，四価差に関する式 (10.6)を次のように変形し，

μ三 P13P24-P23P14 = 0 

この μ に関する標本分布を考える。ここで上の Pijの観測値を~とし，

rij= Pij+drijのように考える。この drijは rijにおける観測誤差部分を意味

している。

このような設定は，観測値からなる関数の分布法則が非常に複雑になるよう

なときに，いつも大標本論的に取り扱う際の常法である。もちろん，drijに関

する仮定は，本来の分布論上からいって厳密なものでないが，大標本論の立場

から便宜的にガウスの誤差分布に従うとするわけである。

いま，上の μの観測値を m として，次のものを考える。

m = r13r24-r23r14 

=μ+ (P13dr24 + P24dr13 -P14dr23-P23dr14) + (dr13dr24 -dr23dr14) 

三 μ+(A)+(B)

したがって，上式の右辺の μ を左辺に移して両辺を平方し， これに関して

期待値を求めると，mの分散となっている。すなわち

σmZ三 E{(m-μ)2}= E{(A+B)2} 

を得るから，この式の最右辺 E{A2}+2E{AB} +E{B2} を計算すると mの分

散が知れることになる。ここで各 drりの分布を，大標本論的に平均値がゼロ

で分散が σηjZの正規分布とし，また rげと rり'との母相関係数を RηjTiγで

示して各項を計算する。この結果は次のように得られる。

E{A2} = P242σγ，，2+ P132ar，，2+ P112σTJ 

+P232σr，.2+ 2P24P13σT2f.(jγ日RrUT18

+2P14P23σr"σT23RruT白

-2P13P23叫U(JTURrUTZ4

-2P14P24σγuσγ目Rr，内

-2P23P24ar"ar"Rr"r" 

-2P13P14ar目。TURr23TU



256ーー 10章二因子解法

E{AB} =0 

E{B2} = (Jr1l2(Jγ，，2(1 + 2Rr18r..) 

十σTJa2(]γ，，2(1+2Rr"r..} 

-2(Jrll(Jr .. σr，，(Jr，，(RγlST24Rγ23714 

+ Rr..r国Rrぱ ..+Rr18r四Rruru}

この E{B2}は σの4次の項だけで，標本数が少ないとか ρが非常に小さ

いとかのことがなければ，E{A2}に比して小さく ，Rを含む項は無視できる。

したがって，標本数が 50以上なら，E{B2}は次式でよい近似が得られる。

E{B2} =σT182aru2十σ円82σT142

また，標本数 nの相関係数 rの分散の近似として，次の関係式

(1-p2)2 (1， 11 p2 ， )2. (1一戸)"
r-= 一一一一一ー0+一一一一一十……~=:一一一一一

n-1 l-' 4(n-l) ， J -. n 

が成立するから，上の各項はすべて母相関係数で示すことができる。

すなわち，各項をまとめて整頓すると最終的に

を得る。

σ九d冊J2ニt{仙向仰d附4♂2+向陶凶附S2+P242一2(P12Pl臼sP附仰4陶

+ P1SP14P34 + P2SP24PS4)+4p12P1SP24P34} 

中{(1-Pls2)2(1-P242)2+(1-P2s2)2(1-P142)2} 

また，各 Pijの平均値 pで上式を近似的に示すと，

σ2一生笠-p)2 ..L 2(1一同)4
m - n n2 

となる。さらに，n と pが小さくなければ，上式の右辺の第 1項のみで近似

しでもよい。

また，上の σJの平方根に 0.6745を乗ずれば m の中央誤差が得られる。

Spearmanと Holzingerは， ρ=0.00(0.02)0.98について，この中央誤差の

数値表を与えている。

次に，二因子解の因子ノfターン aを推定する Spearmanの歴史的な方法に

ついて記述しよう。
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10.1 総和法

観測特性聞の相関係数が四価差の条件式 (10.6)または同等な三価対の条件

式 (10.7)を満たすなら，その因子構造は式 (10.1)のように仮定できて問題は

係数 aiや biを推定することになる。

いま，標本誤差を無視して式 (10.7)の条件が統計的に満たされていると仮

定し，観測された相関係数について

rii' = Pii' = aiai'， i， i' = 1，2，…，ρ(10.9)  

とする。ここで上式の両辺に，任意の観測特性叫における全般因子の係数 ak

の2乗を掛けると

ak2ヤザ=ak2aiai' = (ak向)(a~i') = rkirki' (10.10) 

を得る。上式の結果を iと fについて和をとると

p p 

〈五1山 町'=akzaEJzv， i，iFキ k (10.11) 

となる。 この右辺の和は， 対称な相関行列において対角線要素より上(または

下)の要素の和を示している。

したがって，

/ p ¥ 1/2 

I .E rkirki' ¥ 

a>=h>=I~三i'三_1_1.
即仙 ， p " 

¥ .E r“， I 
¥ i<i'=1 / 

i，i'キh (10.12) 

が得られる。との式の計算は見かけよりも簡単で，相関行列の上または下の三

角形部分において， 分母は hを含まないすべての相関係数の和であり，分子

は h と他の観~Il特性との相関係数の二つずつの積の和である。

たとえば，観測特性が 5個であるとき，第 1の特性に関する全般因子係数は

( r12r13十rl2r14十r12r15+r13r14十r13r15十r14rl5V!2 
~=I I 

¥ ~+~+~+~+~+~ / 

と系統的に書ける。

上の式 (10.12)は，それだけで十分簡単であるが，さらに数値計算には上式
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(10.13) iキh

を変形した次式のほうがもっと楽になる。

十台)2_i|
2(2w-2山)I 

i<i'=1 i=1 ) 

本節の計算手順は平易であるが，次節にある別の解法の結果と比較してみる

興味があるので，先章以来の長方形に関する検証実験例について数値計算を示

l，ておく。ここでの相関行列は次のものであった。

0，6917 

0，6914 

0，7141 

0，9668 

0.4128 

0，9778 

0，9780 

1.0000 

0，5263 

0，5260 

0，5528 

0，8924 

0.5932 

0，9997 

1.0000 

0，9780 

0，5262 

0，5258 

0.5525 

0，8923 

0，5931 

1.0000 

0，9997 

0，9778 

}I] 

-0，3716 

-0，3722 

-0，3425 

0，1666 

1.0000 

0.5931 

0，5932 

0.4128 

行関ヰ日

0，8530 

0，8528 

0，8691 

1.0000 

0，1666 

0，8923 

0，8924 

0，9668 

表 10.2

0.9993 

0，9993 

1.0000 

0，8691 

-0，3425 

0，5526 

0，5528 

0，7141 

0，9998 

1.0000 

0，9993 

0，8528 

-0，3722 

0，5258 

0.5260 

0，6914 

1.0000 

0，9998 

0，9993 

0.8530 

-0.3716 

0，5262 

0.5263 

0.9617 
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もちろん，この検証例の構造は，本章の二因子解法に適合したものではない

が， α と Pを同様の一つの全般因子と考え，残りは特殊因子と誤差項からな

るように考えての試行計算となる。とのように，ただ一つの全般因子係数とし

た計算結果は，次のように得られる。

向=1.0387 

a8 = 1.0283 
aa = 0.7589， 

a7 = 0.9437， 

a2 = 0.7310， 

a6 = 0.9434， 

alニ 0.7313， 

as = 0.1585， 

法対価10.2 

観測特性群聞の相関行列がちょうど 1個の共通因子の存在を示すようなと

どの一つの共有性で、も母数による三価対の関係式 (10.7)が成立している

ことが知れた。そして，一つの共有性は次式の m個

き，

、、‘，
l''''

4

・A一
2

A
r
 

，，，
E
E

目、、
一一m

 

(10. 14) 

の三価対で同等に表現されているわけである。
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本節ではこの関係に基づいて前節と異なったこ因子解の方法を示す。

いま，標本相関係数によって，次のように iを固定して f と hに関する

一つの三価対を考えよう。

ti'k = rii'rik/ri'k' i'， kキ i(固定)， i' < k， 

i'，k=1，2，…，p (10.15) 

このとき，一つの共有性ん2は，標本誤差による偏差を伴ってはいるが， iFと

hを変えて得られる m 個の三価対 ti'kによっても表現される。

したがって，m個の観測された三価対から最小2乗法によって一つの真の共

有性を推定しようとする。すなわち，式(10.15)で示される t内によって，

I: I: (t内 -h♂)2， i'， kキ i， i' < k， 

1・'， k=1，2，…，p (10.16) 

を最小ならしめる h♂を推定するわけである。

この解は，式 (10.16)と同じ条件下で簡単に次式によって示される。

または

Aム@z」=J与ナI:I: ti，山，
'ff' i' k U 

=42 2(MtklM) 
7ft i' k 

(10. 18) 

この式は，共有性としてあらゆる可能な三価対の算術平均で推定されることを

意味し，またただ 1個の共通因子の共有性であるから，第 i観測特性のその因

子に関する係数は式 (10.7)の上方でしるしたように，

aiニ (hi2)1/2 (10.19) 

によって与えられる。

この方法での基本的な仮定は，式 (10.1)と同様に，観測特性の聞にはただ

一つの全般因子を含むことで，また任意の特性についてのすべての三価対は母

数のうえで同値であるということである。しかし，このほかに，前節では標本

相関係数に観測誤差を含まないことを仮定したが，本節ではこのような仮定は

必要としない。

しかし，前節の式 (10.13)でもまた本節の式 (10.17)でも，実際には共有性
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を推定する際に暗黙のうちに

4
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s
t
 

(10.20) 

を前提としている。さらに，任意に固定した第 i観測特性についてその共有性

と特殊性を加えた信頼性の値を凡三h，2+h，2とすると

主主主と三三 Ri
Ti'k 

であることを前提としている。

実際問題で普通この前提は満たされるのであるが，もし三価対の値で 1をこ

えるものがあれば，これをはぶいて共有性を推定せねばならない。

さて，本節の数値計算は三価対を用いるので，前節よりいくらかめんどうで

ある。しかし，上述のように前節よりはすぐれた方法なので，種々な組み合わ

せによる三価対の計算手間を嫌ってはならない。また，このために電子計算機

による因子解法のプログラムも完備されている。

前節と同様の立場で長方形に関する検証実験例の相関行列から出発し，三価

対法によって，ただ一つの共通因子の係数を算出した結果を示す。

al = 0.7033， a2 = 0.7031， aa = 0.7222， 向=0.8899 

a5 = 0.2泡67， a6 = 0.8052， a7 = 0.8054， as = 0.8710 

この場合も，検証例における観測特性の構造模型が二因子解に適していない

ことは前節と同様であるが，計算結果はおおまかにみると前節の結果に類似し

ている。しかし，第4，第 5，第8の観測特性は，他の特性に比して妥当なよ

うに修正されている。

10.3 計算プログラム

総和法および三価対法 Spearmanの提唱したニ因子解法を実施する。解

法は，コントロール・カードによって，総和法か三価対法のいずれかを選ぶこ

とができる。また，インプットも，すでに得ている相関行列からの場合でも原

始資料からの場合でもコントロール・カードで選択できる。いずれにしても，

全般因子係数と各対象ごとの因子評点を得ることができる。
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00 10 J=I.N 
TMP?，sAN*fl (1 . J)・s(1) *5 (J) 
TMP3-AN*尺(J.J)・S(J)骨骨2
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WRITE (雪0.206) IX.(X(I).I=l.N) 
IF(IX-NS) 25.1.1 

100 FORMA T (12・15・.312)
101 FORMAT (10F5.4) 
102 FORMAT (8F10.2) 
200 FORMAT (//1・2011TWQ-FACTOR SOLUT 10N" /l5X・18HCORRELATI口N MATRIX./I 

1) 

201 FORMAT (/.1.3.5FR.4/(3X.5F8.4)) 
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5TOP 
END 



I I双因子解法

前章の二因子解法を適用する際の不都合さを改良する仕事として，双因子解

法 (bi-factorsolution)が 1934年に Holzingerによって提唱された。

この模型は一つの全般因子といくつかの部分因子およびP個の特殊因子か

らなり，ニ因子解法の適用限界を拡張したものである。または，表9.1で示さ

れた単一因子解に一つの全般因子を含めたものともいえる。

さて，双因子解の一般形は次式のようにρ個の観測特性が q+1個の共通因

子の線形式で示されている。

:l:j = a!Oj十Ah+ej， j= 1，2，…，n (11.1) 

ここに右辺の a!Ojは式 (10.2)で， また Afj+ejについては式 (9.2)で定義

される。

すなわち，上式は具体的に次の内容を示している。

Xlj = al!Oj 

X2j = a2foj 

Xpti =αpJOj 

Xp1+1，J = ap1+1foj 

Xp1+2，J = ap1叫んj

Xp1+P，，j = ap1+p，foj 

Xp，J = apfoj 

ここに j = 1，2，…，n 

+allflJ 

+a21ん

+apu!lj 

+ap1+1，2f2J 

+ap1+2，2f2j 

+apけp，，2f2j

十elj

+e2j 

+ep，} 

+ep1+1，J 

+ep1+2，J 

+ep1+p，，J 

+ap，qん+ep，J

(11.2) 
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表 11.1 双因子解法におけるパターン

観測 特 性 I F. F， F， F，--一同島
i二二二二二二
3一一一一ー一一一ー

p-一一一ー一 一

ト

この構造をさらにわかりやす

い形で示すと，表 11.1のよう

に書ける。

いま，観測特性を部分因子に

よって群分けし，第h番めと第

k'番めの群をそれぞれ G と

Gk，としよう。このとき Gkに

属する第 i観測特性的と G.，

に属する第 i'観測特性的'との聞の母相関係数は，双因子パターンにより

n 

pjj' = E{L; Xjjxj'j/n} = a拘 ，+a拘 γPFOF(+a品向'PF.F.
}=1 

十ai~山'PF.F( = a包ai，+aika内 'PF.F.' (11. 3) 

と得られる。

そして具体的に，二つの観測特性が異なった群に属す (kキk')ときは，

であり，同じ群に属すのであれば

pu' = ajai'， i E G.， i' E Gk' (11. 4) 

PH' = aiai'+aikai'k町 i，i' E Gk (11. 5) 

と簡単に示される。

したがって，式 (11.4)でわかるように，

異なった群にまたがる観測特性の相関係数

は， 全般因子 10のみに関係するので，相

関行列のほかの部分に比して，比較的小さ

い値になりがちである。これらの相関係数

は図 11.1の相関行列の中の四角形の部分

にあたっている。 また，式 (11.5)で表現

される群内の観測特性聞の相関係数は，全

般因子と一つの部分因子の寄与を受けて，

比較的大きな値を示す傾向にある。これら

の相関係数は図 11.1の三角形の部分で示

+!+  

一一」一一一一一ー

+ i + i + 

図 11.1 双因子解法における母

相関行列
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されている。

さて，二因子解法での共通因子空間は 1次元であったが，本章の双因子解で

の共通因子空間の次元は (q+1)である。そして， この双因子解での基礎的な

考え方は， 表 11.1に示されるような部分因子の観点から ρ種の観測特性の群

分けをまず行なうことである。そして，その後に全般因子や部分因子に関する

係数を推定することであり，また因子評点も算出できることになる。以下，こ

の順に従って記述していく。

11.1 観測特性の群分け

因子分析の初めに観測特性の取捨選択の吟味を行ない，諸観測特性がいかな

る仮説的な因子によって構成されるものであるかを，テスト・メーカの立場と

しても，またテスト・ユーザーの立場としても，大約知っておくことはもちろ

ん好ましいことである。そして，一つの因子についていくらかでも重複して測

定できるような観測特性が， 3-5種類程度は含まれていることが望ましい。こ

れらのことは，因子分析に際する多種観測特性の選び方に関して第1章にしる

したことでもある。

このような慎重な配慮に基づくときには，本節に必要な観測特性の群分け

(grouping of variables)を，すでにあらかじめ研究された実質科学的知見によ

って行なえばよいわけである。

しかし他方，因子分析の方法が情報処理における一つの統計解析として，す

でに得られた多変量観測データに遡及的 (retrospective)に適用されることも

多い。そして相関行列の解釈や簡素縮小化など諸観測特性の内容的検討とし

て，これら諸特性の群分けが考えられる。本節では，このように統計的な探索

や検証の考察を主とするような場合に，相関行列から観測特性の群分けを行な

う一つの方法として心理学で繁用されている B係数法を述べる。

いま，式 (11.4)と (11.5)の関係から，一つの部分因子でくくられる 1群の

観測特性の間では，他のすべての観測特性との相関よりも，比較的高い相関性

を有していると考えられる。この発想動機から一つの指標 (index)として，s

係数 (B-coefficient) または従属係数 (coe伍cientof belonging) とよばれる

ものを導入する。
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この係数は， 1群にくくられた観測特性の聞の種々の相関係数の平均値と他

のすべての観測特性との相関係数の平均値の比の 100倍で定義されている。す

なわち，任意の第 h群 Gk にくくられている観測特性についての B係数を

B(k)として，

B(k) = 1∞(去)/(お， k=は ，q 川

で定義する。ここに Sは Gk 内の観測特性聞の相関係数の和

S=エγザ， 1，. ，'i'巴 Gk
iくi'

(11. 7) 

を示し，Tは Gk 内の観測特性と Gk 外の観測特性の聞の種々な組み合わせ

による相関係数の和

T = L; Tii' ， i E Gk ， i' E Gk (11. 8) 

を示す。また nsとnTをそれぞれ S と T を算出するのに加算された相関係

数の個数とし，Gk内には Pk個の観測特性が含まれているとすると

ns = Pk(Pk一1)/2，

nT =ρk(P-Pk) (11. 9) 

となる。

したがって，式 (11.6)は次のようにいくらか楽な計算式に書き換えられる。

2OO(ρ-Pk)S 
B(k) = -: :u-1 ~;- (11. 10) 

(Pkー l)T

さらに，Tの計算については，式 (11.8)の代わりに次のような計算法に従っ

ても同じことである。

T=L;Tii，-2S， i'~i ， i'=1，2，…，p， iEGk (11.11) 
i，i' 

また， Sや T を算出するのに，相関係数の和を群内の観測特性について逐

次累積して求める系統的な方法もある。

いま，1をその群に加える当面の観測特性とし，この lとその群内の他の観

測特性との相関係数の和を

L = L; Ti! ， i， 1 E Gk， iキ1 (11. 12) 

とする。そして， Sの計算に用いられる観測特性の数丸を相関係数の和 L，
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S， Tの添字とすると， Sと Tの値は逐次的に次のような計算で得られる。

SPk= SPk_，+Lpk (11.13) 

Tpk = TPk_，+ L; Tilー 2Lpk， i = 1，2，…，p， iキl (11.14) 

もちろん，上にあげたどの計算法によっても全く同等であるが，観測特性の

数が大きいときの労を避けるためには，この方法が最も便利である。電子計算

機のプログラミングには，式 (11.13)と(11.14)を用いるのがよい。

さて，このように定義された B 係数は，p個の観測特性問の相関係数に基

づいて，観測特性を選択し群分けするのに利用される。

この群分けは，相関係数の最も高い二つの観測特性を選び出すことから始め

る。次に，この二つの観測特性と生ずるこつの相関係数の和が最大になるよう

な第3の観測特性を選ぶ。また次には，すでに得られた三つの観測特性との三

つの相関係数の和が最大となるような第4の観測特性を選ぶ。このように逐次

一つずつ観測特性を増していき， その都度 B 係数を計算しておく。そして，

観測特性を一つずつ増していく各段階で，B係数の値が急激に低下する最初

の段階を捜し出す。この急激な低減があれば，そのときの観測特性を除き，次

に大きい別の観測特性を代わりに用いる。このようにして，いかにしても B係

数の値が著しく低減するとき，その前段階までの観測特性群によって，一つの

群の構成を完了する。

この後の第2の群の構成には，すでに第 1の群に編入された観測特性を除い

て，それ以外のなかから最大の相関係数値を示している二つの観測特性を捜し

出し，上記と同様の手順により，観測特性を増しつつ B係数の値の変化に注

目し，B係数の値が有意な低下 (significantdrop)をみるまでのひとくくりの

観測特性によって群をつくる。このような過程を経て，すべての観測特性がど

の群に属するかまたはどの群にも属さないなどが明らかになるまで続ける。し

かし，この B係数の有意な低減を判定する理論的な基準値はまだない。 した

がって，グラフを描き，不連続な大きい低減を直観的に判断せざるをえない。

電子計算機によるプログラムで観測特性の群分けを行なうには， 1群を作成

する過程で B係数の低減を前段階までの平均的な低減の度合いの 2倍程度を

有意な低減の基準とするのがよさそうである。すなわち， 1観測特性を増すご
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表 11.2 相関行列

1.000 0.151 0.543 0.154 0.393 0.300 0.240 0.116 0.187 

2 0.151 1.000 0.213 0.533 0.322 0.352 0.272 0.181 0.250 

3 0.543 0.213 1.000 0.318 0.565 0.338 0.314 0.136 0.249 

4 0.154 0.533 0.318 1.000 0.367 0.391 0.273 0.181 0.255 

5 0.393 0.322 0.565 0.367 1.000 0.441 0.341 0.243 0.292 

6 0.300 0.352 0.338 0.391 0.441 1.000 0.438 0.325 0.351 

7 0.240 0.272 0.314 0.273 0.341 0.338 1.000 0.369 0.322 

8 0.116 0.181 0.136 0.181 0.243 0.325 0.369 1.000 0.185 

9 0.187 0.250 0.249 0.255 0.292 0.351 0.322 0.185 1.000 

10 0.195 0.172 0.311 0.164 0.360 0.411 0.361 0.229 0.260 

11 0.201 0.197 0.331 0.227 0.352 0.497 0.365 0.290 0.305 

12 0.175 0.246 0.251 0.322 0.398 0.360 0.319 0.278 0.339 

13 0.215 0.252 。目377 0.307 0.450 0.419 0.383 0.284 0.353 

14 0.257 0.246 0.343 0.290 0.363 0.399 0.323 0.200 0.334 

15 0.308 0.355 0.398 0.373 0.490 0.496 0.430 0.313 0.417 

16 0.041 0.099 0.148 0.109・ 0.076 0.392 0.190 0.132 0.152 

17 0.121 0.185 。目231 0.189 0.255 0.386 0.278 0.187 0.234 

18 0.021 0.147 0.130 0.154 0.136 0.322 0.200 0.178 0.087 

19 0.087 0.154 0.231 0.148 0.211 0.269 0.197 0.150 0.213 

注. 表 5.8で，第1と第2の観測特性の尺度の方向を逆順にしている

とにそれまでの B係数値の平均低減の2倍程度を基準とし， この値よりも大

きな低減を示せばその観測特性を除いて 1群を形成する。他方，この値よりも

小さな低減であれば，さらに次の 1観測特性を選び B 係数の値とこれまでの

平均低減値の2倍を新たに計算して比較するように工夫するとよい。これはた

ぶんに経験的なもので理論上のことではないが，通常はあてはまるようであるο

ここで，B係数の値 B(k)=l00ということは，この第 h群に属する観測特

性問の相関係数の平均が，この群に属さない残りの観測特性との相関係数の平

均と等しいことを示し，このような観測特性がすべて同ーの第 h群に属してい

るとは考えられない。同ーの群に属するとみなしうる B係数は，通常 100よ

りかなり大きい値を，たとえば 130以上の値をもたねばならないと仮定されて

いる。しかも，観測特性を一つずつ増加する各段階での B係数値について有

意な差を判定する標本分布公式はまだなく ，B係数値の低減に関し有意水準値

を決めるには観測特性の性質によって考えるしかないことになる。

観測特性は B 係数の計算にすでに組み入れられた特性と相関の高いものか
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(初老期痴呆の例)

0.195 0.201 0.175 0.215 0.257 0.308 0.041 0.121 0.021 0.087 

0.172 0.197 0.246 0.252 0.246 0.355 0.099 0.185 0.147 0.154 

0.311 0.331 0.251 0.377 0.343 0.398 0.148 0.231 0.130 0.231 

0.164 0.227 0.322 0.307 0.290 0.373 0.109 0.189 0.154 0.148 

0.360 0.352 0.398 0.450 0.363 0.490 0.076 0.255 0.136 0.211 

0.411 0.497 0.360 0.419 0.399 0.496 0.392 0.386 0.322 0.269 

0.361 0.365 0.319 0.383 0.323 0.430 0.190 0.278 0.200 0.197 

0.229 0.290 0.278 0.284 0.200 0.313 0.132 0.187 0.178 0.150 

0.260 0.305 0.339 0.353 0.334 0.417 0.152 0.234 0.087 0.213 

1.000 0.733 0.236 0.376 0.234 0.331 0.376 0.465 0.383 0.394 

0.733 1.000 0.239 0.433 0.322 0.389 0.458 0.530 0.413 0.387 

0.236 0.239 1.000 0.510 0.296 0.385 0.133 0.210 0.080 0.227 

0.376 0.433 0.510 1.000 0.358 0.495 0.188 0.366 0.211 0.333 

0.234 0.322 0.296 0.358 1.000 0.516 0.22暗 0.346 0.241 0.258 

0.331 0.389 0.385 0.495 0.516 1.000 0.306 0.349 0.228 0.276 

0.376 0.458 0.133 0.188 0.226 0.306 1.000 0.471 0.509 0.276 

0.465 0.530 0.210 0.366 0.346 0.349 0.471 1.000 0.487 0.579 

0.383 0.413 0.080 0.211 0.241 0.228 0.509 0.487 1.000 0.375 

0.394 0.387 0.227 0.333 0.258 0.276 0.276 0.579 0.375 1.000 

ら次第に群に加えられていくので，計算に組み入れられる観測特性が増せば増

すほど，通常 B係数の分子は減少する。また B係数の分母は群内の観測特性

と残りのすべての観測特性との相関係数の平均であり，群に組み入れられる観

測特性の数が増加するほど，この分母も減少するのが普通である。しかし，一

般に分子の減少の度合いが分母の減少よりも大きく ，B係数の値としては減少

する。

次に，B係数による観測j特性の群分けに関する数値計算の手順を示そう。

双因子解法では，観測特性による相関行列が図 11.1で示されているように，

ほとんどすべて正の相関係数から成立する場合を考えており，B係数の適用も

このような場合を暗に前提としている。すなわち，すべての観測特性が一方向

の符号に整理でき，正の相関をもつような構造模型を考えているわけである。

このことはすでに第9章の末尾に述べた単極因子の性格に関係する。

いま，数値計算法をわかりやすくするために，第5章で紹介した初老期痴呆

の診断に関する表5.8の相関行列に適用してみよう。表5.8をよく視察する
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と，第 1および第2観測特性の尺度を逆向きに変えることによって，表 11.2 

のようにすべての相関行列の要素が正値となる。この例が医学的背景から双因

子パターンとして解釈しうるか否かの疑問は別として，いま表 11.2を形式的

に双因子パターンによる相関行列と仮定し，B係数による観測特性の群分けの

計算手順を示す素材にする。

さて，表11.2の相関行列の非対角要素のうち，最も大きな値は第 10と第 11

観測特性聞の相関係数 0.733である。ここで B係数を求めると 222.64とな

る。

次に，この二つの特性と別な一つの特性との相関係数の和が最大となるよう

な第三の観測特性を選び出す。 このように捜すと， 第 17観測特性が選び出さ

れる。 ここで三つの特性値による B係数の値を求めると 183.43となり，値

の減少がみられる。

次いで，すでに選ばれた第 10，第11および第 17の観測特性との相関係数の

和が最大となる他の一つの観測特性を選び出す。これを実行すると第 19観測

特性が選び出される。ここで B係数の値は 180.39となり，前回に比して微減

している。同様に， 第 10，第 11，第 17および第 19の四つの観測特性との相

関係数の和が最大となる別な一つの観測特性を捜すことになる。このようにし

て，第18観7J{IJ特性が選び出され，このときの B係数の値は 183.51となる。

この手順を繰り返すと，第10，11， 17， 19， 18， 16の特性を群に加えてきた

あと，第6の観測特性が選び出されてくる。このときの B 係数値は 177.48

となり，前段階での B 係数の値との差は 17.77で大きな減少をみる。一方，

それまでの各段階での B係数の平均の減少値は 6.84であって，この2倍値は

13.68である。したがって，第6の特性を群に加えることにより 17.77という

有意な B係数の減少を示したため，第6特性を除いて， もういちど別の観測

特性を選んでみる。さて，第 10，11， 17， 19， 18， 16の6個の各特性との相関係

数の和が，第6特性に次いで大きいのを捜すと，第 15特性が選ばれる。これを

さきの6個の特性といっしょにし， 1群として B係数の値を算出すると 162.71

を得る。この値もさきの6個の特性による B係数値より一段と低い有意な減

少を示している。 ここにおいて，この段階までの第 10，11， 17， 19， 18，16の6

特性によって 1群を構成する。
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次いで，第2の群をつくるには，もとの相関行列から上にあげられた6個の

観測特性に関するすべての相関係数を除外し，残りの相関係数の中での最大の

値をもっている特性の組を捜す。この例では，第3と第5の特性聞の 0.565が

最大であり，この組み合わせから出発し，上記と同様の手順で B 係数の値を

算出しつつ 1観測特性ずつ群に加えていく。

第2群では，第 3，第 5，第 1の3特性に第 15の特性が加えられたとき，

係数の値は 162.∞となり，大きな減少がみられる。ここで第 15特性を除い

て別の観測特性を選ぶ。第 3，5， 1の3特性との相関係数の和が，第 15特性に

次いで大きいのは，第6特性である。上の 3特性と第6特性を 1群にして B

B 
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係数の値を求めると 150.90を得る。この値も 3特性を 1群としたときの値よ

り有意に大きな低減を示している。したがって， 第 3，第5および第1の観測

特性で第2群が構成される。

第3群の構成には，第 1群と第2群にすでに組み込まれた観測特性に関係す

る相関係数を除き，残りの相関係数のうちの最大な特性の組み合わせから出発

する。ここでは， 第2と第4観測特性の相関係数 0.533が最大を示し， この

特性の組から 1観測特性ずつ同様の手順で加えていく。この例の結果では，残

りの特性がすべて第3群となる。

観測特性が多いときに，この計算はかなり労力的なものになる。このために

は，電子計算機による情報処理が必要となる。表 11.3には，電子計算機のプ

ログラムによる印刷結果を示して計算手順の全容を知る参考に供している。

11.2 全般因子の係数の推定

前節などにより観測特性の群分けが定まれば，いよいよ与えられた相関行列

に基づいて双因子解を行なう。

この手順はまず全般因子の係数を得，次いで各部分因子の係数を求めること

になる。本節では，まず全般因子の係数を得るために， 10.1節の総和法を適用

する。

いま，必要に応じ B 係数などによって観測特性がすでに群分けされ，双因

子パターンとして式 (11.1)または式 (11.2)が仮定されているとする。このと

き，異なった群から観測特性を 1個ずっとって一つの集まりを考えると，この

集まりについては二因子パターンのただ一つの共通因子と特殊因子だけからな

る模型になっている。

ここに，任意の三つの異なった群を Gk，Gk'， Gk" とし，それぞれから一つ

ずつ観測特性をとり， この組を (i，i'， iっとする。ただし， iEGk， i'EGk" 

i" EGk" である。このようにすると (i，i'， i")のような観測特性の組がたくさ

んできるが，いずれもただ一つの共通因子だけをもつわけである。そして，こ

れらの観測特性の聞には式 (11.4)の関係

Pii' = aiai' ， ZεGk， i'εGe， tキi' (11.15) 
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が成立している。この式は，もちろん母数の関係を示しているが，この相関係

数を観測された標本相関係数におきかえ，さらに両辺に ai，，2 を乗ずる。すな

わち，

ai'今“， = (ai"ai)(ai"a.-) = Tiiザ山"， 'i"εGk" 

hキk'キk" (11. 16) 

を得，これによって全般因子の係数は

ai" = (Tii"Ti'i"/Ti;，)1I2， i" E Gk" (11.17) 

と推定される。この係数は任意の iεGk，i'EGk，について得られる。

しかし，Pi;' を Tii'で置き換えた標本誤差を考慮し，いっそう信頼性のある

値として，式 (11.16)の両辺で iおよび Fに関して和をとり，式 (11.6)を次

のように書き換える。

a向zピ〆， (11. 18) ， 
包i，i' 昔む，i'

したがって，式 (11.17)を改良した式として

dr=(Z rdrrrrlZ，rd1/2 

i E Gk ， i' E Ge， k， k' キ k"， k < k' = 1，2，・・・，q (11.19) 

が双因子解における全般因子の係数の推定量とされる。この公式は，すべての

観測特性がただ一つの共通因子を含む場合の式 (10.12)に対応する。

ここで， 前節で引用した初老期痴呆の相関行列の表 11.2に基づいて， 全般

因子係数および残差行列の計算例を示しておく。

この際の 19種類の観測特性は，すでに前節の数値例として B係数の方法

によって群分けされ，第 I群(第 10，11， 17， 19， 18， 16番めの観測特性)，第 II

群(第 3，5， 1番めの観測特性)および第JII群(残りの観測特性)とみなされてい

る。このような群分けの結果に基づいて，全般因子係数は式 (11.19)によっ

て，またこの因子の抽出後の残差行列は次節の初めに説明される式 (11.20)に

よって計算される。計算手順は簡単であるから，表 11.4に結果のみを示す。

なお， この例の観測特性の群分けについて， 第 I群と第 II群をそのままに

して，第III群をさらに 2群に分け，新たに第III群(第2，4，6番めの特性)と

第 IV群(第 15，13， 12， 7， 14， 9，8番めの特性)をつくり，全体で4個の群に分



知れる。 このことは双鶴子解の修正 (11.ヰ節)にいくらかの知識を与えよう。
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これによる残差行列 (3群とした場合)

10( 2) 11( 4) 12( 6) 13(15) 14(13) 15(12) 16( 7) 17(14) 18( 9) 19( 8) 

0.436 0.491 0.845 0.808 0.760 0.519 0.643 0.675 0.514 0.409 

0.809 

0.318 0.758 

-0.016 -0.024 0.285 

0.002 -0.024 -0.187 0.346 

-0.079 -0.066 -0.223 -0.119 0.422 

0.019 0.066 -0.078 -0.034 0.115 0.730 

-0.008 -0.043 -0.106 -0.090 -0.106 -0.015 0.585 

-0.048 -0.041 -0.171 -0.029 -0.155 -0.054 -0.111 0.544 

0.025 0.001 -0.084 0.000 -0.038 0.071 -0.009 -0.013 0.735 

0.002 -0.020 -0.021 -0.018 -0.027 0.065 0.105 -0.076 -0.025 0.832 

全般因子係数 (4群とした場合)

11 ( 4) 12( 6) 13 (15) 14(13) 15 (12) 16( 7) 17(14) 18( 9) 19( 8) 

0.472 0.766 0.765 0.688 0.516 0.613 0.623 0.503 0.409 

11.3 部分因子の係数の推定

全般因子の係数が算出された後，部分因子の係数を求めることが残されてい

る。この第1段階は，全般因子の寄与の分を取り除いた残りの相関行列を得る

ことである。このような全般因子の残差 (general-factorresiduals)は

rii' = Tii，-aiai'， z"， i' = 1，2，…，p (11.20) 

で示される。この残差相関行列の典型は図 10.1で示された形式のものとなる。
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表 11.6 初老期痴呆の例における全般因子係数と

全般因子係数

1 (1(}) 2(11) 3(17) 4(19) 5(18) 6(16) 7( 3) 8( 5) 9( 1) 

0.503 0.574 0.461 0.380 0.293 0.300 0.522 0.618 0.336 

中間の残差相関係数

1 (10) 0.746 

2 (J 1) 0.443 0..669 

3(17) 0.232 0.264 0.786 

4(19) 0.202 0.168 0.403 0.855 

5(18) 0.235 0.244 0.351 0.263 0.913 

6(16) 0.224 0.285 0.332 0.161 0.420 0.909: 

7( 3) 0.047 0.030 -0.010 0.032 -0.023 -0.009: 0.726 

8( 5) 0.048 -0.003 -0.030 -0.024 -0.045 -0.109: 0.241 0.617 

9( 1) 0.025 0.007 -0.034 -0.040 -0.077 -0.060: 0.367 0.184 0.886 

10( 2) -0.043 -0.049 -0.012 -0.008 0.021 -0.029: -0.010 0.057 0.007 

11 ( 4) ー0.076 -0.047 -0.031 -0.033 0.014 -0.034: 0.(}68 0.071 -0.006 

12( 6) 0.030 0.063 0.037 -0.018 0.100 0.165: -0.056 -0.025 0.046 

13(15) -0.048 -0.044 0.001 -0.010 0.006 0.079 i 0.004 0.023 0.054 

14(14) ー0.066 -0.020 0.070 0.031 0.065 0.046: 0.031 -0.005 0.056 

15( 9) 0.001 0.010 -0.002 0.018 -0.063 -0.001:-0川一0附 ω1

16(什13め) 0.034 0.04ω3 0.053 0.07万5 0.012 一0.0ω15: 0.022 0.0ω30 一0.012

17(什12勾)一0.02泌6 一0.0ω60 一0.0ω30 0.0ω28 一0.072 一0.023:一0.02幻t 0.075 一0.000

7 18( 7η) 0.0ω57 0.018 一0.0∞0ω0 一0.0ω32 0.02刀3 0.008 :一0.0∞0ω0 一0.031 O.瓜03幻

19( 8) 0.027 0.059 0.002 -0.002 0.060 0.011: -0.073 -0.004 -0.018 

さて，このように全般因子を除いた残りの因子空間で，p種の観測特性は単一

因子パターンで表現される。すなわち，もともと双因子パターンは全般因子を

添加した単一因子ノf夕}ンとも考えうる。観測特性の各群について，式(11.20) 

は階数(ランク)が 1の行列で示され，各群はそれぞれただ一つの共通因子を測

るものとなる。そして， 部分因子の係数を求める計算は 10.1節の総和法また

は10.2節の三価対法のいずれでも可能である。 しかし， 各群の観測特性の数

は比較的小さいのが通常なので，三価対法のほうがより良い方法といえよう。

三価対法を適用することによって，任意の群 Gkにおける観測特性 tの部分

因子の係数 ai"k"は

dムιt帥k=ムルよム;ム一2勾)g5ふy石与炉V，メy(σ(fiitri九6

i'γ，i" E 仁G元，i' < i"， i'九，frFキiム，k= 1，2，'ν.….日" q (川11.21) 1り) 
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これによる残差行列 (5群とした場合)

10( 2) 11( 4) 12( 6) 13(15) 14(14) 15( 9) 16(13) 17(12) 18( 7) 19( 8) 

0.427 0.476 0.751 0.753 0.596 0.512 0.677 0.520 0.602 0.400 

: 0.816 

: 0.328 0.772 
s 
: 0.029 0.031 0.430 : 

: 0.032 0.013 -0.072: 0.432 

;-0.009 0.005 -0.050: 0.066 0.644 

: 0.030 0.010 -0.035: 0.031 0.028 0.737 

:-0.038 -0.016 -0.092: -0.015 -0.046 0.005: 0.540 

: 0.023 0.073 -0.032: -0.007 -0.014 0.072: 0.157 0.728 

: 0.014 -0.014 -0.016 i -0.023 -0.036 0.013: -0.025 0.005 0.636 

; 0.009 -0.010 0.022! 0.011 -0.038 -0.020! 0.012 0.069 0.127 0.839 

で示される。ここに九は群 G に含まれている観測特性の数である。もちろ

ん， この公式は，全般因子の残差行列を観測された相関行列とし， Pkをいま

考察中の観測特性の総数と考えたときに，式 (10.18)と全く一致する。

このようにして，式 (11.2)で定義される双因子パターンは公式 (11.17)と

(11. 21)によって完全に解けるわけである。

すべての係数が算出されて後，最終的な残差相関行列 (finalresiduals)が得

られる。これにはすべての因子の寄与を除いて

γtピ=Tもど-Pii'= Tii，-aiai'一αikai'k== r ii' 一αi~山

i， i' E三Gk (11. 22) 

で示される。

もし，観測特性 iと i'が同じ群に属していなければ

fii， =九i'， i E Gk ， i' E Ge ， kキ k' (11. 23) 
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表 11.7 さきの表 11.4による部分因子係数と

部分因子係数

1(10) 2(11) 3(17) 4(19) 5(18) 6(16) 7( 3) 8( 5) 9( 1) 

0.512 0.559 0.664 0.449 0.630 0.584 

2.453 0.375 0.561 
最終の残差相関係数

1 (10) 0.462 

2(11) 0.145 0.357 

3(17) -0.103 -0.091 0.369 

4(19) -0.028 -0.074 0.120 0.663 

5(18) -0.069 -0.081 -0.039 0.001 0.541 

6(16) -0.050 -0.007 -0.022 -0.075 0.080 0.599 i 

7( 3) 0.036 0.029 0.002 0.038 0.000 0.021 : -5.296 

8( 5) 0.050 0.012 -0.002 -0.005 -0.009 -0.066: -0.666 0.509 

9( 1) 0.033 0.024 -0.013 -0.025 -0.054 -0.033: -0.996 0.000 0.589: 

1O( 2) -0.056 -0.053 -0.034 -0.006 

11( 4) -0目093 -0.055 -0.025 -0.032 

12( 6) -0.032 0.011 0.018 -0.041 

13(15) -0.092 -0.075 -0.002 -0.020 

0.039 

0.032 

0.113 

0.028 

14(13) -0目022 -0.003 0.035 0.054 0.023 

15(12) -0.036 -0.059 -0.016 0.036-0目047

16( 7) 0.023 -0.004 -0.002 -0.039 0.0+1 

17(14) -0.119 -0.065 0.052 0.010 0.074 

18( 9) -0.009 0.009 0.009 0.024 -0.039 

19( 8) 0.014 0.054 0.008 -0.000 0.077 

-0.006: -0.015 

-0.009: 0.060 

0.187: -0.105 

0.110: -0.025 

0.004: -0.021 

0.007: -0.021 

0.064 0.016: 

0.076 0.002， 
-0.058 0.039: 

0.012 0.059: 

0.000 -0.019 

0.091 0.015 

0.034: -0.023 -0.039 0.041 

0ωi  -0.010 -0.035 0仰 i
0.027: -0.020 -0.012 0.028: 

0.033: -0.078 0.000 -0.010! 

で示される。すなわち，全般因子による残差がそのまま最終的な残差行列とな

り，これらの要素の値はゼロと有意に異なってはいけないのである。

他方，一つの群内の観測特性についての全般因子の残差は，観測特性の聞に

全般因子以外に部分因子を有しているという仮定を保証するために有意でなけ

ればならない。

もし，異なった群の観測特性聞の残差相関が有意な値を示すなら，もっと簡

単な形の双因子解でやり直さなければならない。また，同一群内の観測特性聞

の残差相関がほとんどゼロに近いような場合にも，同様にやり直さねばならな

い。この修正については，次節で記述する。

ここで，前節に続き初老期痴呆の分析によって，部分因子係数および最終的

な残差行列の数値例および計算にあたっての考え方を示そう。

まず， 19種類の観測特性を 3群に分けた表 11.4に基づいて， 部分因子係数
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最終の残差行列 (3群とした場合)

10( 2) 11( 4) 12( 6) 13(15) 14(13) 15(12) 16( 7) 17(14) 18( 9) 19( 8) 

0.744 0.274 0.612 0.183 0.417 0.112 0.202 0.168 0.051 0.125 

0.255 

0.114 0.682 

-0.472 -0.192 -0.090 

-0.134 -0.074 -0.299 0.312 

-0.390 -0.181 -0.479 -0.196 0.247 

-0.064 0.035 -0.148 -0.055 0.068 0.717 

0.159 -0.099 -0.230 -0.127 -0.190 -0.038 0.544 

0.173 -0.088 -0.274 -0.060 -0.225 -0.073 -0.145 0.516 

-0.012 -0.012 -0.115 -0.008 -0.059 0.065 -0.019 -0.022 0.732 

0.091 -0.054 -0.098 -0.041 -0.079 0.051 0.079 -0.097 -0.032 0.816 

を式 (11.21)により，また最終的な残差行列を式 (11.22)により，そのまま計

算した結果を表 11.7に示そう。計算の手順はわかりやすいから読者は各自の

計算結果と比べるとよい。

この結果からすぐわかることは，第II群の中で部分因子係数が 1をこえてい

る特性があること，また残差行列の要素にはゼロと有意に異なる値を示すもの

が多いということである。このような場合には，通常，観測特性の群分けの

不適切によると考えられるのであるが，ときには観測特性が双因子ノfターンに

適合しないためであることもある。そして，次節に記述する双因子解の修正

(adjustments)が必要になる。

上の計算例では， とくに第III群の残差行列が良くないので， この群の構成

に難点があると考えられる。この例で行なわれた種々の検討を通じて，全般因

子の抽出後もまた部分因子の抽出後も，残差行列の対角線要素すなわち誤差分



280ーー 11章双因子解法

散はかなり大きいことが知れる。また，全般因子の抽出後の残差行列の非対角

要素が比較的整然とするのは，B係数の方法による第 III群をさらに 3分類し

た表 11.4に基づく場合で， これを用いて双因子解の修正を行なうことが妥当

と考えられる。

11.4 双因子解の修正

もともと双因子解法は，観測特性について式(11.2)で示された数学的模型を

仮定して，この模型式に従って解析するのであるから，観測特性とその模型式

とのあてはまりの良さ (goodnessof fit)が検討されねばならない。しかし，ま

だ厳密な統計的検定法はないので，共通因子の係数や残差相関行列については

近似的な標本誤差論を適用することになる。

さて，あてはまりの良さの検討の中で最も重要なことは観測特性の君草分けに

関する妥当性についてである。もちろん，これは先験的な知識に基づく洞察カ

に強く依存するが，また一方B係数法などの結果で客観的な考慮のもとに分類

する場合も多い。そして，このような際の妥当性はもちろん観測データによっ

て実証されねばならず， 主として全般因子や部分因子の係数を求める過程や，

相関行列から推定した因子の寄与を取り除いた残差相関行列を検討することに

より行なわれる。

双因子解にあたって，与えられた相関行列の中で特定の観測特性に負の相関

係数が多く出現していれば，その特性の淑.iJ度の大小が逆順になるように変えて

正の相関係数ができるだけ多く並ぶように，初めの相関行列を見直しておかね

ばならない。このことはさきの数値例の際に記述したが，双因子解の構造模型

として重要である。

また，初めの相関行列で若干個の有意でない負の要素があれば，これをゼロ

に置き換えて全般因子の係数を推定してみることも構造模型の実質科学的な観

点からは合理的であり，双因子解の吟味に役だつことであろう。また，同様の

配慮として， +1をこえるすべての三価対は省いて分析せねばならない。

もし，いくつかの観測特性が明確に一つの群を構成するにもかかわらず，そ

の群が全般因子を抽出した後の残差行列で，行にも列にも全く有意な要素がな

いような場合には，その群の観測特性は部分因子の係数の推定計算から除外す
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る。そして，それらの観測特性は部分因子の測定には利用せず，ただ全般因子

を測定するだけに用いる。

他方，もし全般因子と部分因子による寄与を除いた最終の残差行列で，なお

いくつかの要素がゼロと異なる有意な値をもっていれば，さらに因子抽出の必

要性を考えねばならない。このような残差を示す観測特性はまだ一つの因子を

もつわけで，観測特性全体の因子ノξターンにそのような関連の共通因子を付加

し修正を行なう。そして，もしそれらの観測特性に一つの新しい共通因子が見

いだされれば，さきにそれらの観測特性から抽出した部分因子の係数を修正す

る必要がある。このことは観測特性の構造が部分因子をただ一つだけ有すると

いう双因子解法の仮定に関する妥当な修正である。

観測特性の群分けが合理的に行なわれていると，全般因子の寄与を除いた残

差行列は，各群内の相関行列部分を除いて，そのほとんどがゼロに近くなって

いるはずである。この判定には，残差行列の要素を rとすると，表11.11によ

って

Irl:三2aγ (11.24) 

なら rはゼロと有意差なしと結論する。 しかし， もし不等号が逆向きなら，

rはぜロと有意な差を示して，さらに群分けを検討せねばならない。また，部

分因子の係数を算出する際に，式 (11.21)の値が虚数となる不合理な場合も，

もちろん観測特性の群分けを再考する必要がある。

このように最も重要なことは，観測特性に関する双因子解に基づいて新しい

構造模型を計画し，改造していくことである。そして，この修正ができると因

子の係数を求める計算は比較的簡単である。

まず，二つの観測特性が一つの共通因子以上は含まないような三価対だけを

選び，適切な三価対について式 (11.17)または (11.21)の公式によって因子係

数を計算する。もし，観測特性問で重複が非常に大きく，適切な三価対が選び

出せないときには，共有性に基づいて直接的に別の構造模型を考えねばならな

くなる。

双因子解法における観測特性の構造模型の修正は，たぶんに視察的な思考に

基づき行なわれるが，その変更は近似的な標本分布の公式を適用して，非常に

簡便な方法で検討できる。すなわち，因子係数や残差行列の要素に関する有意
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性の検定は，表 11.11や表 11.12によって容易に行なえる。そして， 1観測特

性またはいくつかの観測特性に関する残差だ、けで、なく，全体的な配列のうえで

因子パターンの修正に手がかりを与える。

たとえば，残差行列で一つだけ有意な大きな要素があり他の要素はすべて有

意でない残差であるときは，ただ二つの観測特性だけに共通した因子(ダブレ

ット， doublet)の存在が仮定される。 ここにダブレットとは共通因子のうち

で二つの観測特性だけに含まれる部分因子をいう。

一般に任意の二つの観測特性聞にはほとんど無限の可能性で単一な共通因子

が考えられ，因子係数を一意的に決めるには少なくとも 3観測特性を必要とす

る。二つの観測特性では単に潜在的な因子を示すだけで，もしその因子をいく

ぶんでも規制する別の観測特性が付加されていると，潜在因子を明確に把握さ

れると考えられている。 したがって， ダブレット因子が数多く出現するのは，

テスト・メーカの立場からもテスト・ユーザ、の立場からも，分析結果の解釈を

考えるとき，その信頼性のうえであまり好ましいことではない。

観測特性に対するダブレットの係数は，次のような異なった2とおりの考え

方によって算出される。

すなわち，第1は残差の値をそっくり 2観測特性に帰してしまう考え方，第

2はいくらかの標本誤差を考慮して残差から標本誤差だけ除いた残りを 2観測

特性の聞で分けてしまう考え方の 2様の方法が考えられている。

いま，第 l番めのダブレット因子を Dlと書き，この因子を含むこつの観測

特性を第jと第 h特性，各特性のこの因子に関する係数をの，dkl とする。さ

て，因子係数を求める 2とおりの方法は次のとおりである。

前者の考え方による方法では

dρ =dkl =ゾ五7 (11.25) 

で与えられ，ここにゐは式 (11.20)で示されている。

また，後者の考え方によると

dji :::; dkl = ，.;t，;;二万 (11. 26) 

で与えられ， ここに Fは初めに与えられた相関行列のすべての非対角要素に

関する平均値を示し， σ子は Fによって表 11.11を利用して読み取られる。
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表 11.8 さきの表 t1. 6の第 I群と第 II群による部分因子係数と最終の残差行列

部分因子係数

1 (10) 2(11) 3 (17) 4(19) 5 (18) 6(16) 7 ( 3) 8( 5) 9( 1) 

0.520 0.550 。目652 0.439 0.60~ 0.543 

1.674 0.317 。目529

最終の残差相関係数

1 (10) 0.474 

2(11 ) 0.156 0.365 

3(17) -0.107 -0.095 0.360 

4(19) -0.026 -0.073 0.116 0.662 

5(18) -0.079 -0.089 -0.043 -0.002 0.547 

6(16) -0.058 -0.014 -0.022 -0.077 0.091 0.613 

7( 3) 0.047 0.030 -0.010 0.032 -0.023 -0.009 -2.078 

8( 5) 0.048 -0.003 -0.030 -0.024 -0.045 -0.108 -0.341 0.496 
9( 1) 0.025 0.007 -0.034 -0.040 -0.076 -0.060 -0.519 0.000 。目605

表 11.9 双因子解の修正による因子の係数行列(初老期痴呆の例)

瓦(で子 部 分 図 子
F， D， D， Da D. Ds 

1 (10) 0.503 0.520 0.308 

2(11) 0.574 0.550 0.308 

3(17) 0.461 0.652 

4(19) 0.380 0.439 

5(18) 0.293 0.604 

6(16) 0.300 0.543 

7( 3) 0.522 0.424 0.553 

8( 5) 0.618 0.424 

9( 1) 0.336 0.553 

10( 2) 0.427 0.517 

11( 4) 0.476 0.517 

12( 6) 0.754 

13(15) 0.753 

14(14) 0.596 

15 ( 9) 0.512 

16(13) 0.677 0.310 

17 (12) 0.520 0.310 

18( 7) 0.602 

19( 8) 0.400 



284・-11章双因子解法

表 11.10 表 11.9に基づく

最終の残差相関係数

1 (10) 0.380 

2(11) 0.061 0.271 

3(17) ー0.107 -0.095 0.360 

4(19) -0.026 -0.074 0.116 0.661 

5(18) -0.080 -0.089 -0.043 -0.002 0.547 

6(16) ← 0.058 -0.014 -0.022 -0.077 0.091 0.613 ， 
7( 3) 0.047 0.030 -0.010 0.032 -0.023 -0.009: 0.239 

8( 5) 0.048 -0.003 -0.030 -0.024 -0.045 -0.109: 0.020 0.436 

9( 1) 0.025 0.007 -0.034 -0.040 -0.077 -0.060: 0.060 0.183 0.579: 

10( 2) ー0.043 -0.049 -0.012 -0.008 0.021 -0.029: -0.010 0.057 0.007 ' 

11 (4) -0.076 -0.047 -0.031 -0.033 0.014 -0.034: 0.068 0.071 -0.006: 

12( 6) 0.030 0.063 0.037 -0.018 0.100 0.165 : -0.056 -0.025 0.046 : 

13(15) ー0.048 -0.044 0.001 -0.010 0.006 0.079: 0.004 0.023 0.054: 

14(14) -0.066 -0.020 0.070 0.031 0.065 0.046: 0.031 -0.005 0.056， 
15( 9) 0.001 0.010 -0.002 0.018 -0.063 -0.001: -0.018 -0.024 0.014: 

16(13) 0.034 0.043 0.053 0.075 0.012 -0.015: 0.022 0.030 -0.012' 

17(12) -0.026 -0.060 -0.030 0.028 -0.072 -0.023， -0.021 0.075 -0.000: 

18( 7) 0.057 0.018 -0.000 -0.032 0.023 0.008' -0.000 -0.031 0.037， 
19( 8) 0.027 0.059 0.002 -0.002 0.060 0.011: -0.073 -0.004 -0.018' 

双因子解における構造模型の修正 (adjustment)は， おもに全般因子が抽出

された後の解析で注意をはらうことになる。ここで観測特性の群分けの変更や

いくつかの観測特性による部分因子の発見にもとづく部分的な修正は，通常全

般因子係数にそれほど大きな変化をきたさない(表 11.4， 11. 5， 11. 6の試行例

を参照)。すなわち，それぞれの全般因子係数は多数の相関係数に基づいて算出

されるので，因子パターンのいくらかの変更はそれほど全般因子係数に影響を

示さない。しかし，部分因子係数の計算で異常に調子はずれの三価対などがあ

れば大きな影響を示すので， 1をこえた三価対は使用せず，また全般因子抽出

後の有意でない残差要素による三価対も使用すべきでない。

部分因子を測定する観測特性の確認にも，B係数の方法が適用できる。す

なわち，群分けされた観測特性のうちで，ある疑わしい観測特性の除去を証明

する目的で，全般因子の残差行列に B 係数の方法を用いる。このときには疑

わしいものを含めた 2，3の観測特性の組み合わせについて B係数の値を算出

し，その大きさによって従属の度合いを視察することになる。この要領は 11.1 
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最終の残差行列

0.549 

0.061 0.505 

0.029 0.031 0.430 I 

0.032 0.013 -0.072 I 0.432 

← 0.009 o.側一0.050: 0.066 0.644 

0.030 0.010 -0.035: 0.031 0.028 0.737 : 

一0.038 -0.016 -0.092: -0.015 -0.046 0.005: 0.444 

0.023 0.073 -0.032: -0.0ω-0.014 0.072: 0.061 0.632 

0.014 -0.014 -0.016: -0.023 -0.036 0.013: -0.025 0.005 0.636 

0.009 -0.010 0.022: 0.011 -0.038 -0.020; 0.012 0.069 0.127 0.839 

節に記述したとおりである。

これまでは，主として，残差行列における若干個の観測特性から，より高度

の複雑度(complexity)を必要とする方向への双因子解法の修正を述べてきた。

しかし，一つの観測特性についてある因子に関する係数がゼロと有意差のない

ときには，その観測特性の複雑度を減じうるような逆の場合もある。このよう

に，全般因子の係数が標準誤差範囲内にあってさらに標本数を増すと 1，2個の

観測特性の全般因子係数がゼロとなる場合がある。このとき，これらの観測特

性は全般因子を測定するために除外されるか，または修正された双因子ノfター

ンの中では全般因子を有しないようになるはずで、ある。一般に，双因子パター

ンでの係数をゼロとみなすには，そこで算出された因子係数を表 11.12で示さ

れる係数の標準誤差と比較し，ゼロとの有意差検定によって検証できる。

このように双因子解を得ょうとするには，まず単一因子解法や二因子解法な

どを行なってみるのが通常で，次いでこの双因子解法の過程の中で双因子パタ

ーンの修正をも含め，最終的な因子パターンが決定されてくる。
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表 11.11 因子の影響効果を除去した

ぷ心~\ 0.10 ¥ 0.15 0.20 0.25 ¥ 0.30 ¥ 0.35 

20 0.343 0.336 0.327 0.317 0.305 0.292 

30 0.280 0.274 0.267 0.258 0.249 0.238 

40 0.243 0.237 0.231 0.224 0.215 0.206 

50 0.217 0.212 0.207 0.200 0.193 0.184 

60 0.198 0.194 0.189 0.183 0.176 0.168 

70 0.183 0.180 0.175 0.169 0.163 0.156 

80 0.172 0.168 0.163 0.158 0.152 。目146

90 0.162 0.158 0.154 0.149 0.144 0.137 

100 0.154 0.150 0.146 0.142 0.136 0.130 

110 0.146 0.143 0.139 0.135 0.130 0.124 

120 0.140 0.137 0.133 0.129 0.124 0.119 

130 0.135 0.132 0.128 0.124 0.120 0.114 

140 0.130 0.127 0.124 0.120 0.115 0.110 

150 0.125 0.123 0.119 0.116 0.116 0.106 

160 0.121 0.119 0.116 0.112 0.108 0.103 

170 0.118 0.115 0.112 0.109 0.105 0.100 

180 0.114 0.112 0.109 0.106 0.102 0.097 

190 0.111 0.109 0.106 0.103 0.099 0.095 

200 0.109 0.106 0.103 0.100 0.096 0.092 

250 0.097 0.095 0.092 0.090 0.086 0.082 

300 0.089 0.087 0.084 0.082 0.079 0.075 

350 0.082 0.080 0.078 0.076 0.073 0.070 

400 0.077 0.075 0.073 0.071 0.068 0.065 

450 0.072 0.071 0.069 0.067 0.064 0.061 

500 0.069 0.067 0.065 0.063 0.061 0.058 

注. 算出された残差相関係数 rを近似的に母集団の値 pとみなして， 上表により σγ を見いだ

咋 =(I-p)イ耳石平右肩五

そして，新しく修正されたパターンについては，その後の追跡調査において

B係数の方法や有意性の検定や，さらに全般因子に王る残差行列の視察などで，

そのたびごとに検証されるのである。

ここで，双因子解の修正の数値例を示そう。前節の末尾には表 11.6に基づ

いて，すでに双因子解の修正を行なう必要性を記述した。

さて， 表 11.6の残差行列でまず注意すべきことは， ゼロと有意な差のある

非対角線要素の存在である。すなわち，観測特性の第III，IV， V群内の各小行

列の中には有意な値の要素が非常に少ないことである。たとえば，第V群に属
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残差相関係数の標準偏差

I 0.40 I 0.45 I 0.50 0.55 0.60 0.65 戸70 I 0.75 
0.277 0.2地1 0.244 0.225 0.205 0.184 0.161 0.138 

0.226 0.213 0.199 0.184 0.167 0.150 0.132 0.112 

0.196 0.185 0.172 0.159 0.145 0.130 0.114 0.097 

0.175 0.165 0.154 0.142 0.130 0.116 0.102 0.087 

0.160 0.151 0.141 0.130 0.118 0.106 0.093 0.079 

0.148 0.139 0.130 0.120 0.110 0.098 0.086 0.074 

0.138 0.130 0.122 0.113 0.103 0.092 0.081 0.069 

0.131 0.123 0.115 0.106 0.097 0.087 0.076 0.065 

0.124 0.117 0.109 0.101 0.092 0.082 0.072 0.062 

0.118 0.111 0.104 0.096 0.087 0.078 0.069 0.059 。113 0.107 0.099 0.092 0.084 0.075 0.066 0.056 

0.109 0.102 0.096 0.088 0.080 0.072 0.063 0.054 

0.105 0.099 0.092 0.085 0.078 0.070 0.061 0.052 

0.101 0.095 0.089 0.082 0.075 0.067 0.059 0.050 

0.098 0.092 0.086 0.080 0.073 0.065 0.057 0.049 

0.095 0.090 0.084 0.077 0.070 0.063 0.055 0.047 

0.092 0.087 0.081 0.075 0.068 0.061 0.054 0.046 

0.090 0.085 0.079 0.073 0.067 0.060 0.052 0.045 

0.088 0.083 0.077 0.071 0.065 0.058 0.051 0.044 

0.078 0.074 0.069 0.064 0.058 0.052 0.046 0.039 

0.071 0.067 0.063 0.058 0.053 0.047 0.042 0.036 

0.066 0.062 0.058 0.054 0.049 0.044 0.039 0.033 

0.062 0.058 0.054 0.050 0.046 0.041 0.036 0.031 

0.058 0.055 0.051 0.047 0.043 0.039 0.034 0.029 

0.055 0.052 0.049 0.045 0.041 0.037 0.032 0.028 

す.この rの標準偏差は母数 p に関係し次式で示される.

している第 18と第四特性聞の残差相関係数0.127について考えよう。この初

老期痴呆の標本数は 500症例であるから，表 11.11によって p=0.15のとき

σγ=0.067であることが知れる。したがって，20"r=0.134となり，上の 0.127

はゼロと有意差のある値と認められない。

このようにして，第III群では 0.328，第V群では 0.157だけが，ダブレッ

ト因子を示す要素とされ，第6，15， 14， 9， 7， 8の観測特性はただ全般因子だ

けを測定する項目と考えられ，部分因子係数の推定からは除かれる。

ここで0.328について第2と第4観測特性のダブレット因子係数を算出して
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ト~I 0.10 I 0.12 I 0.14 '-0.16 -r 0.18 ， 0.20 ， 0.22 r-~.;4 r 0.26 

20 0.587 0.530 0.485 0.448 0.417 0.390 0.366 0.345 0.326 

30 0.479 0.433 0.396 0.366 0.340 0.318 0.299 0.282 0.266 

40 0.415 0.375 0.343 0.317 0.295 0.276 0.259 0.244 0.231 

50 0.371 0.335 0.307 0.283 0.264 0.247 0.232 0.218 0.206 

60 0.339 0.306 0.280 0.259 0.241 0.225 0.211 0.199 0.188 

70 0.314 0.283 0.259 0.239 0.223 0.208 0.196 0.184 0.174 

80 0.293 0.265 0.242 0.224 0.208 0.195 0.183 0.173 0.163 

90 0.277 0.250 0.229 0.211 0.196 0.184 0.173 0.163 0.154 

100 0.262 0.237 0.217 0.200 0.188 0.174 0.164 0.154 0.146 

110 0.250 0.226 0.207 0.191 0.128 0.166 0.156 0.147 0.139 

120 0.240 0.216 0.198 0.183 0.170 0.159 0.150 0.141 0.133 

130 0.230 0.208 0.190 0.176 0.163 0.153 0.144 0.135 0.128 

140 0.222 0.200 0.183 0.169 0.158 0.147 0.138 0.130 0.123 

150 0.214 0.193 0.177 0.164 0.152 0.142 0.134 0.126 0.119 

160 0.207 0.187 0.171 0.158 0.147 0.138 0.129 0.122 0.115 

170 0.201 0.182 0.166 0.154 0.143 0.134 0.126 0.118 0.112 

180 0.196 0.177 0.162 0.149 0.139 0.130 0.122 0.115 0.109 

190 0.190 0.172 0.157 0.145 0.135 0.126 0.119 0.112 0.106 

200 0.186 0.168 0.153 0.142 0.132 0.123 0.116 0.109 0.103 

250 0.166 0.150 0.137 0.127 0.118 0.110 0.104 0.098 0.092 

300 0.151 0.137 0.125 0.116 0.108 0.101 0.095 0.089 0.084 

350 0.140 0.127 0.116 0.107 0.100 0.093 0.088 0.083 0.078 

400 0.131 0.118 0.108 0.100 0.093 0.087 0.082 0.077 0.073 

450 0.124 0.112 0.102 0.094 0.088 0.082 0.077 0.073 0.069 

500 0.117 0.106 0.097 0.090 0.083 0.078 0.073 0.069 0.065 

注. 算出された残差相関係数 F を近似的に pとみなして，上表により向を見いだす.

推定された因子係数 aの標準偏差は，母数 pに関係し，次式で示される.

σα=七仰ー2一山内fn

みよう。この計算は式 (11.26)によって行なわれるが，表 11.2 (初老期痴呆の

相関行列)における非対角線要素の平均値 Fは0.295と得られる。したがって，

表 11.11により nニ 500，p=0.30に対応する標準偏差の=0.061を読み取る。

ゆえに，この際のダブレット因子係数 d1，2'd1，4は次式で得られる。

d1，2 = d1，4 =、10.328-0.061与 0.517

同様に

d2，12 = d2，13 =、10.157-0.061キ0.310



11.4 双因子解の修正一一 289

係 数の標準偏差

0.28 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 

0.309 0.293 0.258 0.227 0.201 0.177 0.155 0.134 0.115 0.097 0.079 

0.252 0.239 0.210 0.186 0.164 0.144 0.126 0.110 0.094 0.079 0.065 

0.218 0.207 0.182 0.161 0.142 0.125 0.109 0.095 0.081 0.068 0.056 

0.195 0.185 0.163 0.144 0.127 0.112 0.098 0.085 0.073 0.061 0.050 

0.178 0.169 0.149 0.131 0.116 0.102 0.089 0.077 0.066 0.056 0.046 

0.165 0.157 0.138 0.122 0.107 0.094 0.083 0.072 0.061 0.052 0.042 

0.154 0.146 0.129 0.114 0.100 0.088 0.077 0.067 0.057 0.048 0.040 

0.146 0.138 0.121 0.107 0.095 0.083 0.073 0.063 0.054 0.046 0.037 

0.138 0.131 0.115 0.102 0.090 0.079 0.069 0.060 0.051 0.043 0.035 

0.132 0.125 0.110 0.097 0.086 0.075 0.066 0.057 0.049 0.041 0.034 

0.126 0.120 0.105 0.093 0.082 0.072 0.063 0.055 0.047 0.039 0.032 

0.121 0.115 0.101 0.089 0.079 0.069 0.061 0.053 0.045 0.038 0.031 

0.117 0.111 0.097 0.086 0.076 0.067 0.058 0.051 0.043 0.036 0.030 

0.113 0.107 0.094 0.083 0.073 0.065 0.056 0.049 0.042 0.035 0.029 

0.109 0.104 0.091 0.080 0.071 0.062 0.055 0.047 0.041 0.034 0.028 

0.106 0.100 0.088 0.078 0.069 0.061 0.053 0.046 0.039 0.033 0.027 

0.103 0.098 0.086 0.076 0.067 0.059 0.052 0.045 0.038 0.032 0.026 

0.100 0.095 0.084 0.074 0.065 0.057 0.050 0.044 0.037 0.031 0.026 

0.098 0.093 0.081 0.072 0.064 0.056 0.049 0.042 0.036 0.031 0.025 

0.087 0.083 0.073 0.064 0.057 0.050 0.044 0.038 0.032 0.027 0.022 

0.080 0.076 0.067 0.059 0.052 0.046 0.040 0.035 0.030 0.025 0.020 

0.074 0.070 0.062 0.054 0.048 0.042 0.037 0.032 0.027 0.023 0.019 

0.069 0.065 0.058 0.051 0.045 0.040 0.035 0.030 0.026 0.022 0.018 

0.065 0.062 0.054 0.048 0.042 0.037 0.033 0.028 0.024 0.020 0.017 

0.062 0.059 0.052 0.045 0.040 0.035 0.031 0.027 0.023 0.019 0.016 

さて表 11.6における第 I群と第 II群の残差行列によって， 部分因子係数と

最終的な残差行列を求めると表 11.8のような解を得る。

この解を見ると，第11群に属する因子係数とその結果の残差行列が合理的で

ない。これらの観測特性は医学的に 1個の部分因子で説明されると考えられて

いたが，観測誤差が大きかったために表 11.8のような結果になったと考えら

れる。ここでは第3と第5観測特性および第3と第 1観測特性聞のダブレット

因子として処理し，因子係数は次のようになる。



290一一 11章双因子解法

da，a = da，5キ0.424， d4，8 = d4，1毎0.553

また，最終の残差行列で第 10と第 11観測特性聞でもダブレット因子が考えら

れ，ここでは一応の参考に算出しておく。

d5，10 = d5，11キ0.308

これまでの各因子の係数行列を表 11.9でまとめて示している。またこれに

基づく最終的な残差行列は，表 11.10に示している。

この症例解析は，第5章のオプリマックス解とパリマックス解の数値例とし

て，すでに多因子解法で有用な結果と解釈が得られている。本節の結果をパリ

マックス解と比較すると若干の似た成績を示しているのでおもしろい。

しかし，結論として，この症例を双因子解法の模型にあてはめて解くのは適

切でないようである。ここでは，双因子解法とその修正法についての考え方と

計算手順を知るうえに役だててみたにすぎない。

[補注] 残差相関行列および推定された因子係数の標準誤差 因子分析法で出て

くる種々の統計量の標本分布は，多くが心理学などの分野の実践的な考察によって急速

に展開されてきたが，数理面での考究には非常に複雑なことが多い。しかし，四価差の標

本分布については 1924年の Spearman と Holzingerの仕事がある。また， 1933年に

は Hotellingが成因分析法を整理した際に固有方程式の根の分布問題についてすでに論

じている。その後， 因子分析法が大きく展開した 1940年代にはいり， まず 1940年

Lawleyが初めて因子分析法に最尤推定法を導入し， Lawley， Bartlett， Andersonなど

により近代数理統計論のうえで次第に整理された。 しかし，まだこの分野では統計数学

として未解決の問題点が山積している。

本章では 1941年 Holzingerと Harmanの提唱した 1因子の影響効果を除去した残

りの残差相関行列と推定された因子係数の標準誤差の数表を引用した。これらはもちろ

ん，精密標本論ではなく， かなりあらい大標本論的近似公式によって算出されたもので

ある。この標準誤差の期待値は標本数 n と母相関係、数 pによって示されるが，pは未

知なため標本相関係数を代用して値を示している。 このようにして rjar または ajaa

の比をつくり，王規分布 N(O，1)に近似すると考えて種々の有意差の検定を正規確率ま

たは f検定によることをすすめている。

11.5 計算プログラム

11.5.1 B 係数法

P個の観測特性に関する群分けを B係数法によって行なう。 この方法は，
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観測特性聞の相関行列の要素のなかで，いつも最高の値を示す二つの要素対か

ら出発し， それらの要素に高い相関をもっ要素を加えるたびに B係数を算出

する。そして，この B係数の値が急激な低減をみたときに，;その際の群の構

成をおえ，次の群の構成にとりかかる。インプットはコントロールによって相

関行列からでも原始資料からでもよく，アウトプットでは群分けの構成過程に

対応して係数値の変化も示される。

11.5 

(output) 

標本相関行列

グ、ループ。番号

B係数

同一群に属すと仮定する観測特性，
のちに最終的にグルーフ。分けされ
た観測特性

B係数

グループ。番号

カ出

R(I， J) 

NG 

BB 

NT(J) 

(input) 

観測特性の数

標本の大きさ(数)

相関係数をつくるか否かの制御

B係数の有意な低下を判定する基
準値

標本相関行列

観測特性値ベクトル

カ入

Q
d

、J

N

N

K
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WRlTE (50.200) 
IF(IC) .5.5.3 

3 po lj. I冒 1・N
4 READ (斗0.101) CR(I.J).J・1・N)

GO TO 11 
ラ NloO

00 6 1・1.N
S (1) -0.0 
00 6 JA1.N 

6 RCl.J)-O.O 
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7 READ (40.101) (X(I).J・1・N)
N1-N1+1 

00 8 l'・1・N
5(1】-5(J)+X(I)

00 8 J-I・N
R R(I.J)・R(I.J)+X(l)'・X(J)

IFCN1・N5) 7.9・9
9 AN-N1 

00 10 l'・1.N
TMP1=AN*R(I，J)・S(1)*・2

00 10 Jsl・N
TMP2=AN*R (1. J)・5(1)，・5(J) 

TMP .~=AN*R (J・J)・5(J)，・・2
R (1. J)包 T刊P2Is由同T<TMP1*THP，3)

10R(J.1)・R(1 .J) 

11 00 12 1・1・N
12 WRITE (50・2.01) I.(R(I.J)・J・1.N)

WHITE (50.202) 
AN-N 
00 13 J・1・N

R(NH・1)・・1.0
00 13 J・1・N

13 R(NH・J)・R(Nfi.J)φR(J.J)
NPTl・1
NG-O 

l'‘RMAX.-999.9 
NG-NG+1 
WRITE (50・203) NG 
00 17 1・NPT1.N
IJ・NT(I)
00 17 J・NPT1.N
JJcNT(J) 
1 F (J1・JJ) 15.17.1う

1ぅ IF(R(JJ .JJ)・R附AX) 17・17・16
16 RM̂ X.R(JJ.JJ) 

1'11_11 

NI=I 
NJ-J 
MJ・JJ

17 CONTINUE 

KsNT<NPTl ) 
NTCNPT1)・NT(N 1) 
NTCNI )-K 
K-flT<NPTl+l) 
NT(NPTlφ1)・NT(NJ)
NTCNJ)・K
AS=RM̂ X 
T̂-R(NH.MI)+R(NH・MJ)・2.0・AS

66-200.0・(AN・2'.0)・AS/AT
CR・1.0E+20

6MA-flB 
NPT2・NPTl+1
WRITE (う0・20'リ BB，cNTCJ)・J.NPTl.NPT2)
15Eti)-0 
IG=3 
NPH・NPT2
IF(NPT2・N) 18.29・99

18 RMAX--999.9 
K-NPT2+1 
00 21 I・lC.N
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"・~T( I)
u・0.0
00 19 J・~PT1 .~PT‘
JJ・NHJ)
U.UφR(JJ・11)

19 CONTI~UE 
IF(U-RHAX) 21.21.20 

20 RHAX・U
附1・11
~I.I 

21 CONTI~UE 
AL・RMAX
AS=AS+AL 
AT-AT+R(NH.阿1，)・2.0・'AL
PP-IG 
B-200.0・ (A~-PP)・AS/((PP・1.0) ・AT>
IFCBMA・s-CR) 23.23.22 

22 ISE也・ISE曲+1
NPiJ・K-ISE曲
WRITE (50・2011)B. (~T(J) ・ J・~PT1・ NPT3) .Ml 

AS=AS-AL 
AT&AT-R(NH ・MI)+2.0・AL
NPT5=NPf!;+1 
IFClSE由・2) 24.25.99 

23 WRITE (50.20‘) B・(NT<J)・J・NPT1・NPT‘3・MI
日阿A-B
ISE也篭O
CR箇 SIGO.・(BB-B)/(PP・1.0)
NPT5・IG+NPT1・1
IG・IG+l
NPT4・NPT5

24 NPT2=NPT2+1 
K-NTCNPT5) 
NTCNPT5)・NTCNI)
NTCNI)-K 
IF(NPT2・N) 18・26.99

25 NP(NG)・NPT2・NPT1
NPT1=NPT2 
GO TO 14 

26 IF(ISE&-1l 27・28.99
27 NP(NG)・NPT2・NPτ1・1

60 TO 30 
28 NG・NG+l

WRITE (50・203) NG 
WRITE (ラ0・205) NT(N) 
NP(NG)・1
GO TO 30 

29 NP(NG)・2
30 WRITE (50・206)

L-O 
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202 FORMAT (1114X.A1HB-COEFFICIENT OR COEFFICIENT OF BELONGINGII) 
203 FORMAT (/5X.6HGROUP-.13) 
204 FOR州AT (5X.F9;Z.5X.2013/(19X・2013))
20雪 FORMAT (19X.2013) 
206 FORMAT (1114X.21HGROUPING OF VARIABLES/) 
207 FORMAT (/5X.~HGROUP- ・ 13 ・ 5x.2013/U9X ・ 2013))
99 STOP 

END 

294一一 11章

各因子の係数行列および残差相関行列の算出

Holzingerによる双因子解を行ない，全般因子負荷ベクトルおよびこれを抽

出した後の残差相関行列，さらに部分因子負荷ベクトノレおよび最終的な残差相

関行列を得ることができる。この双因子解のインプットには，あらかじめ部分

因子に関連した観測特性の群分けを指示せねばならない。このため，たとえば

前項または他の解析的方法を適用するか，または実質科学上の知識に基づいて

群分けを考察しておかねばならない。

11.5.2 

(output) 

観測特性の初期のコード番号

観測特性のコード変換後の番号

コード変換後の川標本相関行列，
のちに中間の残差相関行列，さ
らに最終的な残差相関行列

全般因子係数ベクトル

部分因子係数

カ出

R(I， J) 

(input) 

グループ数

観測特性の数

各グループの観測特性数

初期に与えられた観測特性のコ
ード番号

標本相関行列

カ入

NG 

N 

NX(I) 

NY(I) 

X(I) 

GT(II， J) 
GT(I，J) 

BI・FACTORSOLUTION 

GENERAL-FACTOR COEFFICIENTS. GROUP-FACTOR COEFFICIENTS 
AND RESIDUAL CORRELATION MATRIX 

c
c
c
c
c
c
c
c
c
E
 

NG ・・・ NO.. OF GROUPS 
N ---NO. OF VARIABI ES 

GT・・・ A CORRELATION MATRIX 

NX ---NO. OF VARIBLES IN EACH GROUP 
NY ---CODE NO. OF VARIABLE GIVEN AT INITIAL INPUT 

DIMENSION R(30.，O).NX(10).NY(30).GT(31・30).NYY(30).X(30).S(30)
COHMON R.GT 

1 READ (40.100) NG・N
NH.N+1 
NGL~NG・1
WRITE (う0.200)

c
c
c
c
 



11.5 計算プログラムーー 295

REAO (40・100) (NX( J)・1・1・NG)
REAO (40・100) (NY(I)・1・1."1)
00 2 !・1.N

2 READ (40・101) (GTCI.J)，J・1・N)
003 !'・1.N
00 3 j-!.N 

3 GT<J・Il・GTCI.J) 
00 4 !・1.N
I1-NY(!) 
0011 J・1・N
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00 16 J ・L5.LF
J l-~jY (J) 

1晶 WRJ干E (fO.201) 1・11.(且(J・J)・J..1.J) 
17 WRITE (50・201)

LE・0
00 2.3 JI・1.NG
LE-LE+NX (1 J) 
LS・LE-NX(J J) +1 
NNL..LE・1
AN-NX (J J) 

AN-(AN-l.O)・CAN・2.0)/2.0
00 22 X.LS.LE 
S(O-O.O 
00 21 1・L5.NNL
J F (K・() 18.21・18

18 L-J+1 
00 20 J.L ・LE
J F (K・J) 19.20.19 

19 S(K)・S(K)+R(K01)・R(K・J)/(R(J・J)・AN)
20 CONTJNUE 

21 CONTJNlJE 
22 S (K)・SroRTCS(K))

23 CONTlNlJE 
DO 24 J-1.NG 
00 24 J・1.N

24 GTCJ.J)・0.0
WRITE (う 0.20~)
ME-LE・0
00 l6 J J・1.NG
LE・LE・NX(J () 
LS-LE-NX ([ J) +1 
00 25 J・LS.LE
附E-ME+1

2う GTCJI.1l・S(ME)
26 WRJTE (50・206) (GT(JJ.J).J-LS ・Ln

LE・0
00 27 IJ-l.NG 
LE-LE+NX (J J) 
LS・LE-NX(J J) +1 
00 2.1 I-LS.LF 

00 21 J-L5.lF 
27 R(I.J)-RCI・J)・50)・5(J)

WR ITE (50・201>
LE・0
0029 JJ・1.NG
LE-LE+NX( J () 
LS・lE-NX(JJ)φ1
00 2.8 1 ・LS.LE
!1-NY (Il 

28 W向ITE (50.201) !・ 11.(R(I・J).J・1・J)

29 W向ITE (50.202) 
GO TO 1 

100 FORMAT (4012) 
101 FOR州AT (19F4.3) 
200 FORMAT (lX.20HBI・FACTOR SOLUTION // 2X. 2うHJNPlJT CORRELATJON MATR 

1 J X /1) 
201 FOR州AT ([5.1H ・ J~.1H.10F7.3/10(10X.10F7. .3/))
202 FORMAT (l1H ・・・・・・・・・・3
203 FORMAT (1112X.21HGENERAL-FACTOR CO巨FFJCIENTSI/10X.10F7.3/10(10X・10

1F7.3!)) 

204 FORMAT (1141H INTERMEDIATF RES[OUAL COR同ELATJONMATRJXII) 
205 FORMAT (1112X.2うHGROUP-FA~TOR COEFFJCJENTS.II) 
206 FOR州AT C10X .10F7・31l
207 FORMAT (// 2X.27HRESJOUAL CORRELATJON MATRJX//> 

STOP 
ENIl 



12多群 解 法

この解法の基本的な考え方は，観測特性をいくつかの群に分け，与えられた

相関行列に関して実用的な因子解を得ることである。この解法は互いに斜交し

た因子を通常与えるが，あらかじめ種々の考察のもとで観測特性を群分けして，

すべての全般因子を 1回の計算で抽出できる。このような迅速さは，これまで

記述してきた因子分析のどの方法に比しでも特徴的にすぐれた性格である。こ

の因子抽出の考え方と計算の迅速さに関しては，直裁的な本法と複雑な成因分

析法の中聞に前章の双因子解法を位置づけて考えうる。この多群解法では，い

くつの共通因子があっても，双因子解法にみられるような全般因子の抽出とそ

の後の部分因子の抽出という 2段階で残差行列を算出する労力もいらない。

また，通常得られる解は多少とも斜交していると考えられるので，この分析

法の解には因子パターンと因子構造を備える必要がある。ここに，第6章で記

述したように，因子パターンとは観測特性の線形表現における各因子ごとの係

数を与え，因子構造とは観測特性と各因子との相聞を示すものである。さら

に， 各因子軸聞のなす角を求めるには因子間相関行列も必要になる。そして，

多因子解におけるように，簡素構造を追求するための種々の回転解をも望むな

ら，初めに直交参考軸を得ておくと直接に便利である。このとき斜交因子パタ

ーンから直交因子パタ}ンや斜交因子構造への変換も容易に行なえる。

.本章の方法は多群解法 (multiple-groupsolution)とよばれるが，標本相関

行列から式 (3.4)のように AOA'+f"の形式で，因子行列を簡素化する多因

子解での部分因子 (groupfactor)の概念とは全く別のものである。

1930年代に因子分析法は急激な発展を示したが，部分因子にも多くの解釈や
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研究がなされた。たとえば， Burtの群在因子解法 (groupfactor method)， 

Tyronの集落分析法 (clusteranalysis)や，前述の Holzingerの双因子解法

などがある。しかし，これらの解法は部分因子の概念を含んではいるが，一つ

の行列によって同時に多くの因子を抽出するような意図はもっていなかった。

1937年に Horstは本章の多群解法の模型を最初に想定したが，理論的に適

用できる段階まではもち込まなかった。逆に， 1944年に Guttmanはただ理

論だけを論じ計算方法は示さなかった。また Holzingerと Thurstoneはそ

れぞれ個別に閉じ 1945年に多群因子分析法 (groupfactor analysis)として理

論的に上記とほぼ同じ内容の簡単な計算手順を提唱した。そこで Harmanは，

このように個々に展開された方法を比較検討し， 1954年に多群解法として体系

化したのである。

多群解法の最も特徴とするところは，あらかじめ観測特性の群分けを与えて

おいて， 1回の計算で観測特性群の数だけの全般因子を抽出できることである。

したがって，この特徴を最大限に発揮するためには線形を仮想した独立な観測

特性群をつくっておく必要がある。 この群の数は縮少された相関行列の位数

(ランク)になり，非常にまれな場合を除き斜交した共通因子が得られる。

この解法も双因子解法と同様に観測特性の群分けを必要とし，その後に果た

す機能も似ている。さらに相関行列を再生することも，またこれにより残差行

列を求めることもできる。もし，残差行列がゼロ行列に十分近くなければ，再

び残差行列によって多群解法を適用することができる。また，ゼロ行列に近い

残差行列を得ても， Thurstoneのように，このような多群解は回転問題に至る

まだ予備的な全般因子を得る段階と考え，軸の回転によって部分因子による簡

素構造を追求する必要性を強調する立場もある。

したがって，多群解の適用面において他の因子分析の方法と異なる特性は，

上の論議にも関連して解析的な面より，むしろ実質科学上の仮説の定式化とい

うことになる。 Guttmanや Holzingerによると，多群解法はある先験的な心

理学上の理論や仮説と結びつけることに十分役だてうると述べている。さらに

Guttmanは多群解法の計算手順はどのような現象にも適用できるが，予想さ

れる仮説はデータによる検定を通してのみ，心理学的意味づけに高い価値を認

めうることを強調している，そして，これらの仮説は観測特性を群分けする種
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々なやり方によって，斜交する共通因子の性格に反映するものであるとしてい

る。 しかし Thurstoneによると，多群解法の結果は観測特性の群分けの仕方

にそれほど関係なく，むしろ相関性をいろいろと加味して随意の様式で群分け

し，以後の取り扱いを慎重に考えている。

これらのことを要約すると次のように考えられる。まず Holzingerは，もと

の相関行列がすなおにほぼ階数(ランク)1の観測特性群に分割できるときにの

み多群解の有効性を論じている。また Guttrnanは，あとで因子軸を回転する

必要性をできるだけ避けうるように観測特性を群分けするのが好ましいとして

いる。これに反して Thurstoneは，共通因子を抽出する他の有効な因子分析

の方法と同様に，一つの直交因子行列を得るための初発の因子分析法の別法で

あるとし，むしろ回転問題に関する出発点と考えている。すなわち，セントロ

イド法や成因分析法などと並ぶ解法と考えるわけである。

さて，多群解法の有用性として残差行列に関する計算労力を大幅に減少する

ことに疑問の余地はない。この解法は，毎回 1因子ずつ抽出したりそのたびに

残差行列を算出するのでなく，いくつかの因子をいちどに抽出し残差行列をた

だ1回計算するだけである。そして，観測特性の線形な群の数がちょうど共通

因子空間の次元数だけ選出される限り，反復のない計算で終了する。しかし，

初めの特性の群の数があまり小さいと，その残差行列によってもういちど同様

の計算を繰り返さねばならない。さらに，このようなことで残差の値がゼロま

たは負の値に近くなるまで何回も反復される可能性もある。また群の数があま

り大きすぎると，因子相関行列の位数は減じ逆行列も存在しなくなる。

上のような多群解法の継続的・反復的な適用で，各段階で抽出された共通因

子は互いに斜交しているが，異なった段階で得られた共通因子どうしは直交す

る。したがって，もし先験的な仮説が斜交因子構造を有するものであれば，す

べての共通因子を同時にいちどの計算で抽出するか，または継続的に得られた

因子の軸を斜交回転せねばならない。しかし，要約していうと，多群解法はき

わめて実用的で簡便な因子分析の 1方法であろう。

12.1 斜交解

上に記述したように，多群解法は一般に斜交解を与えるので，もし直交解が
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必要であれば引き続き直交回転を行なわねばならない。すなわち，この多群解

法では観測特性の各群の重心を通る参考軸で因子を表現している。そして観測

特性のこのような群は，互いに直交していないのが普通なので，いちどの多群

解法の計算で得られる共通因子軸も斜交して得られるわけである。そして，こ

の解法は初めから縮小相関行列 (reducedcorrelation matrix)の存在を仮定

し，その対角線要素を推定した共有性 (communalities)で置き換える。

まず，B係数の方法または実質科学上の根拠によって， あらかじめ P種の

観測特性は適切な q個の群 Gh G2，…，Gq に群分けが行なわれる。 このよう

な群はそれぞれの複合変量 (compositevariable) を意味すると考え， 個々の

観測特性は平均値がゼロで分散が 1と規準化されているので，複合変量につい

ての規準化は考えない。

さて，一つの複合変量叫が nj個の観測特性の群 Gj の中を通ると仮定す

る。すなわち

Vjk = L; Xik， 
t 

Z E Gj， 
j= 1，2，…，q 

k= 1，2，…，n 
(12. 1) 

とおき， このような町で示される複合変量がそれぞれ斜交因子を構成する。

さらに，観測特性聞の相関係数の和について Wij および Wjj' を次のように

定義しておく。

いま， ρ穫のなかの任意の第 i観測特性と各群 Gj に属している nj個の観

測特性との相関係数の和を叫j とおく。すなわち

Wij = L; Tu' ， i' E Gj， 
i= 1，2，…，p 

j= 1，2，…，q 
(12.2) 

ここで添字 Fが指定された添字 iを選ぶとき，すなわち自己相関 (self-cor-

relation)のときには，Tii として式 (10.18)で与えられた共有性の値 (Tii=hi2)

を用いる。

また上の切りの和に関し，Wjj，を次のようにおく

W jj， = L; Wij' ， iEGj， j，j'=1，2，・・・，q (12. 3) 

ごとに，Wjj' は群 Gjに属するすべての観測特性と群 Gj，に属するすべての

観測特性とによってできる相関係数のすべての和を意味し，また j=j'の場合

の Wjj をも含めて同様に定義する。
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したがって， 式 (12.3)の Wjj，は直接に観測特性問の相関係数によって次

のようにも書ける。

Wjj， = I; rii' ， i E Gj， i' E Gj" j，j' = 1，2，…，q (12.4) 

さらに，上で定義した複合変量町の分散について考えておこう。一般に，

式 (12.1)の右辺の分散は nj個の規準化された観測特性の分散とそれらの観測

特性相互の共分散の和で示されるから

ん12=nj+25，~，， i<iF， 4feGj(12.5)

と書ける。ここに a2 としたのは標本分散を示している。また， 上の式で rii

を共有性で置き換えると，簡単に

れ，2= I; rii' ， i， i'εGj 
i，i' 

(12.6) 

と書け，r“=h♂が式 (10.18)による値で適用される。

ここで，式 (12.4)の記号を用いると

。v/=Wjj， j= 1，2，…，q (12.7) 

で示される。

このような準備のもとに，まず斜交因子聞の相関行列を求めよう。任意の2

個の複合変量をむj および Vj' とすると，その聞の相関係数は定義によって

" I;v角りj'k
h=1 

r制訓.'=---.-一一一一-
vrJ n、8ηdt3j，z

(12.8) 

で示され，上式のんfは式 (12.7)で示されたもので， 分母の平方根部分を除

くと次のように書き換えることができる。

hE1UjkUj'K E1(予h)(Fxrk)5(5mgkXt'k)

n n n 

= I; rii' = Wjj" i E Gj， i' E三Gj， (12.9) 

したがって， 式 (12.8)に (12.7)と(12.9)の関係を代入すると， 任意の2つ

の斜交因子聞の相関係数は次式で示される。
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rVjV/ = Wjj，/ .vWjjW万人 j，j' = 1，2， '''， q (12.10) 

また， この値を一般の(j， j')要素としてできる (qxq)行列が因子相関行列

を与えることになる。

次に，各観測特性と各因子聞の (pxq)の相関行列すなわち斜交因子構造 Q

を求めよう。

いま，この行列 Qの要素を qijとおき，第 i観測特性と第j番めの複合変

量との相関係数 TXf，'lJj を意味するものとする。このとき qりは直ちに次式で示

される。

qij = rx内 =Wij/ .vWjj， i = 1，2，…，p， j= 1，2，…，q (12.11) 

そしてこの qりの (i，j)をいろいろ変えて因子構造が得られる。

さらに，斜交因子解を仕上げるために，抽出された因子によって各観測特性

を線形式で表示しよう。ここに，この線形式の係数行列が因子パターン G と

いわれるものである。

いま

Xk=句 +ek， k = 1，2，…，n (12. 12) 

とおくと，すでに多因子解で記述したように，観測誤差仇を除いて，因子パ

ターン G は各観測特性を示す点の斜交因子軸に対する座標を示すとも考えら

れる。

この因子パターンは上に得られた因子構造 Qと因子相関行列から容易に得

られる。すなわち，因子構造と因子パターンの関係は， 式 (6.25)から (6.27)

にわたって説明されているが，因子パターン G は次式で導かれる。

G=Qθ四 1， (12. 13) 

θ= [r，旬内'1.

このようにして，因子構造と因子パターンを得てのち，斜交解の形で最終的

な多群解とするのであれば，むすびとして，抽出された因子により再生される

相関行列 (reproducedcorrelation matrix)とその残差行列 (residualmatrix) 

を算出する段階にはいる。

さて，再生された相関行列 Rtは，式 (8.40)におけるように，次式の中で



示される。

12.1 斜

R = r; xkx//n = r; GfJk'G'/n+ r; ekean 

=G，θG'+ず=Rt+W

R十三 GθG'

ヲー
〈 解一一 303

(12.14) 

(12.15) 

また，上の R十は式 (12.13)によって

Rt = QG' (12. 16) 

または = GQ' (12. 17) 

とも表わせる。もちろん，上の二つの関係式は直交解の場合で、も成立する。

したがって，q個の斜交因子が Rから抽出された後の残差行列すは

W=R-R十 (12.18) 

で与えられる。以上の過程を経て，ひととおりの多群解法による q個の斜交因

子の解析は完結したわけである。

このようにして得た解に回転を要するか否かという論議は，本章の初めにし

るしたとおりである。 Guttmanは1952年の“多群解法の根拠と計算および解

釈"という論文で，多群解の立場について次のように論じている。“もし，回

転が実際上必要になるようなときには，共通因子の性質に関する最初の仮説が

誤っていたので、ある。データを検討したあとの事後仮説 (aposteriori hypo-

thesis)は， 通常どのような事後的論理にもつきまとうように， 種々の不確定

性などの論争にみまわれる。しかし，もし観測特性の群分けが心理学の理論に

従って先験的 (apriori)に行なわれ，データのうえで実証されるならば，因子

分析の結果は非常にたかい信頼に値するものとなろう。このように先験的な推

測の手順のほうが，既知の事実に適合する事後的な理論を展開する手順よりも，

科学的にいっそうの重みを感じさすものである"。そして， 彼の一面の見識と

して， このような立場と配慮に基づき多群解における因子軸の回転を論評して

いる。

ここでは本節の数値例として，当初から利用している長方形による検証例を

用いてみよう。

この例のグラフ法による斜交解は， 6. 1節および6.2節で考察されていて
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図6.2で示されたように， 8種類の観測特性のうちの第 1，2，3の特性と残りの

第4から第8特性までの 2群に群分けしてよいことを示唆している。本節で

は，この群分けに基づいて斜交解のままの多群解を試みよう。

まず，観測特性聞の相関行列の対角線要素に共有性を入れた次の相関行列R

から出発する(表 12.1)。

表 12.1 8観測特性聞の相関行列

0.9996 0.9998 0.9993 0.8530 -0.3716 0.5262 0.5264 0.6917 

2 0.9998 0.9999 0.9994 0.8529 -0.3722 0.5259 0.5261 0.6915 

3 0.9993 0.9994 0.9998 0.8691 -0.3425 0.5527 0.5529 0.7141 

4 0.8530 0.8529 0.8691 0.9998 0.1666 0.8923 0.8925 0.9668 

5 -0.3716 -0.3722 -0.3425 0.1666 0.9996 0.5932 0.5933 0.4128 

6 0.5262 0.5259 0.5527 0.8923 0.5932 0.9994 0.9997 0.9778 

7 0.5264 0.5261 0.5529 0.8925 0.5933 0.9997 0.9999 0・9781

8 0.6917 0.6915 0.7141 0.9668 0.4128 0.9778 0.9781 0.9999 

まず式 (12.2)により Wij を計算し，これに基づき式 (12.3)によって Wjj，

を求める。この例では ρ=8，q=2であるから計算は容易である。この Wjjが

σJの推定量になっていることは，式 (12.7)で記述した。 これらの値は次の

表 12.2で示される。

表 12.2 叫 j と Wjj' の値

対 群 I 群 II

2 3 4 5 6 7 8 

2.9991 1.6048 1.6054 2.0973 

(群) 2 I 2.2257 2.2242 0.3463 t 3.9180 2.7655 4.4624 4.4635 4.3354 

一一トよJ 2 

1 8.9964 6.7962 

2 6.7962 19.9447 

v'Jf弓 2.9994 4.4659 

さて， これらの値を組み合わせ，式 (12.10)によって因子相関行列 θが表

12.3のように求められる。
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また，Wij と JWjj を組み合わせ

た式(12.11)によって次の因子構造 Q

が得られる。

交斜12.1 

斜交因子の相関行列

0.5073 

1.0000 

1.0000 

0.5073 丁1 

2 

因子パターン

'

A

q
，
.
今
、
d

a守

P
3
4
U

句，。。

-0.0119 

-0.0124 

0.0244 

0.5948 

1.0813 

0.9800 

0.9802 

0.8295 

表 12.5

1.0058 

1.0062 

0.9873 

0.5566 

-0.9108 

0.0378 

0.0379 

0.2783 

造

'A
今
，
“
，
3

a
守

p
h
J
A
υ
m
z
J

。。

0.4983 

0.4980 

0.5253 

0.8773 

0.6192 

0.9992 

0.9994 

0.9707 

構子

0.9997 

0.9999 

0.9997 

0.8585 

-0.3621 

0.5350 

0.5352 

0.6992 

因表 12.4

上に得られた θの逆行列および Qによって，因子パターン Gは式 (12.13) 

によって計算される。

さらに，解析結果の参考として，再生された相関行列 Rtをこれらの結果に

よって式 (12.16)または (12.17)によって算出すると，表12.6が得られる。

再生された相関行列

4
A

内，a
司

J

a
鍋

Y

F

2

4

0

m

，，。。

0.6917 

0.6914 

0.7141 

0.9667 

0.4128 

0.9778 

0.9780 

0.9999 

0.5264 

0.5260 

0.5528 

0.8924 

0.5932 

0.9997 

0.9999 

0.9780 

0.5262 

0.5258 

0.5526 

0.8922 

0.5931 

0.9994 

0.9997 

0.9778 

-0.3716 

-0.3721 

-0.3424 

0.1667 

0.9994 

0.5931 

0.5932 

0.4128 

0.8530 

0.8529 

0.8690 

0.9997 

0.1667 

0.8922 

0.8924 

0.9667 

表 12.6

0.9992 

0.9994 

0.9999 

0.8690 

-0.3424 

0.5526 

0.5528 

0.7141 

0.9997 

0.9999 

0.9994 

0.8529 

0.3721 

0.5258 

0.5260 

0.6914 

0.9996 

0.9997 

0.9992 

0.8530 

-0.3716 

0.5262 

0.5264 

0.6917 

列

4
A

弓

，

&

司

3
a
a
y
F
3
4
0

円，。。

-0.0000 

0.0000 

-0.0000 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

行

0.0000 

-0.0000 

0.0000 

-0.0001 

0.0001 

0.0000 

0.0000 

-0.0000 

差

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.0001 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

残表 12.7

0.0000 

-0.0000 

-0.0001 

0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.0000 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0∞o 

-0.0000 

0.0000 

0.0001 

-0.0000 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

-0.0000 



306ーー 12章多群解法

この再生された相関行列 Rtは初めの相関行列.Rときわめて良く一致し

ており，残差行列のすべての要素は土0.0ω1またはそれ以下の値を示してい

る。すなわち，この数値例は非常に良いあてはまりを示している。

12.2 直交解

完備した多群解の終結として直交解までを必要とする場合や，多群解後の回

転問題を積極的に配慮してその最初の手がかりとして多群解における直交解を

必要として求めておく場合がある。本節では，このような際の直交した多群解

の求め方について記述する。この手順は前節で得た斜交解に継続して直交回転

を実施する。すなわち，斜交解における因子ノξターン G または因子構造 Q

を直交因子の係数行列 d に変換することになる。

F， 

q，iZ'--.. 

V2 

さて，一般に斜交因子座標軸

を直交軸に変換する方法はいく

らでも考えられるが，ここに多

群解で適用される特定の方法が

ある。すなわち，新しく得られ

る座標系の最初の軸は第 1の斜

交軸に一致させ，新しい第2の

軸は最初の 2本の斜交軸の張る

平面内で第 1の新軸に直交する

g~i ail Vl=F1 ように決定する。以降は逐次こ
11 
([il のような方法で直交軸を求めて

図 12.1 多群解における斜交軸から直交軸へ いくのであるが， 図 12.1はま
の変換

ず最初の段階を示している。

いま， 2次元の共通因子空間における ρ個の観測特性のうち，簡単のために

一つの観測特性点を Pi とする(図 12.1参照)。 ここで原点から点 Pもに至る

ベクトノレ Ziは次式で示される。

または

Zi = gilVl+gi2V2 

= ailFl+ai2F2 

(12.19) 

(12.20) 

ここに F hF2は直交座標系を示しむh V2 は斜交参考軸を示している。また
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斜交参考軸系で点 R の直交射影を行なうと，その軸上の値は点 Piの座標と

は異なって因子構造の要素の値を示すから

qil =九州 ， qi2 = rz内 (12.21) 

となっている。

さて，斜交軸から上記のような特定の直交軸に変換するには，双方の軸の座

標について，次の関係を満たさねばならない。

ail = gi1 +gi2 cos (12) 

ai2 = gi2 sin 012 J 

ここに 012は斜交軸 V1 と q のなす角を示す。

(12.22) 

また，すでに式 (6.17)で示したように，む1 と匂のなす角の余弦 (cosine)

はベクトル V1 と叫が意味する変量聞の相関係数であるから

COS 012 = rV1V， 

である。ゆえに，式 (12.22)は

ail = gi1 +gi2r.叩， ) 

ai2 = gi2-1亡瓦ζ)

と書ける。この式は行列演算で

(12.23) 

(12.24) 

r 1 0 l 
[ail' ai2] = [gil' gi211 .. ~ '-A _v  _ 1  (12.25) 

L rV1V2 '\'亡石~J

と表現される。

したがって，斜交軸 VhV2 を直交軸 FhF2に移す座標変換は，上式の右辺

のように斜交因子聞の相関係数のみに関する行列で得られることが知れる。こ

こで，この変換行列の各行要素の 2乗和が 1で，各行の要素はそれぞれの軸の

勾配を示しているから，この変換行列を T'とおく。すなわち，式 (12.25)を

一般化して P種の観測特性における q個の共通因子の場合とすると，

A = GT' (12.26) 

で示すことができる。さらに式 (12.13)から G=Qθーl で， θは式 (6.17)よ

り明らかなように

θ= T'T (12.27) 
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である。ゆえに式 (12.26)の T'は，通常の数値(スカラー)に関することばで

いうと， θの“平方根"に相当することが知れる。 したがって，正方行列 θ

が与えられたとき， 式 (12.27)で示される行列 Tを算出する方法は平方根法

(square root method)によって容易に求められる。 この計算法は巻末の付録

を参照されたい。

たとえば，式 (12.25)の変換行列について T'Tをつくると，

T'ベ:ん][~んJ=[~ ;J=θ 
になっている。

さて，式 (12.26)を因子構造 Qによって示すと次式を得る。

A= GT' =Qθ-lT' = QT-l (12.28) 

したがって， (12.27)を満たす T を得れば，前節で求めた斜交解を用い

式 (12.26)または (12.28)によって，直交因子の負荷行列 d が得られる。

この多群解における直交解についても，再生された相関行列 R↑に関する式

(12. 14)は不変であって

Rt=GIθG' =AA' 

となるから，前節の結果と全く同等に

R=Rt+W 

の関係は維持されている。

(12.29) 

(12.30) 

このように本節の立場は，すでに 6.1節で考察した直交因子負荷行列 d を

変換行列 T により斜交因子パターンまたは斜交因子構造を得るのと全く逆の

手順となっている。すなわち，式(12.26)および(12.28)は，それぞれ式(6.30)

および (6.22)の右辺の Tについての逆行列を左辺に施した式となっている。

そして第6章で変換行列 Tを求める立場が，本節では参考軸の変換行列を意

味する T-lを求める立場になっている。さらに，第6章と異なって本章の多

群解では，このような変換行列 Tをθ=T'Tから，すなわち平方根法によっ

て求めることが著しい特徴となっている。

前節の長方形の検証例では，多群解そのままの結果として斜交解が得られた

わけであるが， この結果に接続して本節における直交解の数値計算例としよ
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フ。

さて，直交解は式 (12.28)によって得られるのであるが，そのまえに因子相

関行列 θから式 (12.27)を満たす T を平方根表によって算出しておかねば

ならない。 この計算手順は本書の付録にゆだね，

した結果だけを示しておく。

交

ここでは θから T を算出

直12.2 

平方根解 T

::;z;]ー[;:お
入力行列 θ

このように Tが算出されると，前節の結果として得られた因子パターン G

を用い，GT'=Aによってただちに直交解が求められる。

多群解(直交解)

-0.0102 

-0.0106 

0.0210 

0.5125 

0.9318 

0.8445 

0.8447 

0.7148 

0.9997 

0.9999 

0.9996 

0.8583 

-0.3622 

0.5349 

0.5351 

0.6991 

Aニ

したがって R-Rtで計

この結果によって，再生された相関行列 Rtを式 (12.29)によって計算する

と，表 12.8を得る。

この R十は前節の斜交解における Rtと一致し，

算される残差行列も前節と全く同様の結果が得られる。

再生された残差行列

咽

A

ヲ
u

'

J

a
晶
Y

戸

3

A

U

『

'
e
o

0.6916 

0.6914 

0.7139 

0.9664 

0.4128 

0.9776 

0.9779 

0.9997 

0.5263 

0.52渇0

0.5527 

0.8923 

0.5932 

0.9996 

0.9999 

0.9779 

0.5261 

0.5258 

0.5525 

0.8920 

0.5931 

0.9994 

0.9996 

0.9776 

-0.3717 

-0.3721 

-0.3425 

0.1666 

0.9995 

0目5931

0.5932 

0.4128 

0.8528 

0.8527 

0.8688 

0.9994 

0.1666 

0.8920 

0.8923 

0.9664 

表 12.8

0，9992 
0.9993 

0.9997 

0.8688 

-0.3425 

0.5525 

0.5527 

0.7139 

0.9997 

0.9999 

0.9993 

0.8527 

-0.3721 

0.5258 

0.5260 

0.6914 

0.9996 

0.9997 

0.9992 

0.8528 

-0.3717 

0.5261 

0.5263 

0.6916 
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計算プログラム

斜交解

Harmanの提唱した多群解法を行なう。すなわち，あらかじめ観測特性の

群分けを指示して標本相関行列をインプットすれば，全般因子を巡回計算によ

らず迅速に抽出する。この方法は特性の群分けによって複合変量を作成し，さ

らにこの新変量聞の相聞を因子聞の相関行列として得る。次いで，因子パター

ンおよび因子構造を得る。一般にこの解法によると斜交解が得られる。

12.3 

12.3.1 

NP 

NQ 

NG(I) 

IC 

R(I， J) 

(output) 

標本相関行列

任意の観測特性とある群に属する
n 個の観測特性の聞の相関係数
の和

任意の群に属するすべての観測特
性と別の群に属するすべての観測
特性によってできる相関係数のす
べての和

同一群聞の観測特性によってでき
る相関係数のすべての和

斜交因子係数行列

斜交因子構造行列

斜交因子バターン

再生された相関行列，のちに残差
相関行列

カ出

WIJ(N，J) 

WJJ(L，I) 

T 

H(I，J) 
Q(I，J) 
G(I， J) 

PR(I， J) 

R(I， J) 

(input) 

観測特性の数

群分けした数

向上の各群内の観測特性の数

相関係数を計算するか否かの制御

標本相関行列(対角要素は共有性)

入 力

MULTIPLE - GROUP SOLUTION 
( THE OBLl由UE SOLUTION ) 

NP --- NO. OF VARIAsLES 
N~ --- NO. OF GROUPS 
NG ・・・ NO. OF VARIABLES IN EACH GROlJP 
IC ---o. TO MAKE A CORRELATION MATRIX 

・・・ 1. TO LJSE A CORRELATION MATRIX WE HAVE ALREADY 

F
L
F
L
F
L
F
L
P

、r
L
F

、P
L
P

、r
・、

R --- A SAMPLE CORRELAT10N MATRIX 

SUBROUTINE MAT1NV IS RE曲U1RED

c
c
c
c
c
 

〉内

u
e
J
 

E
 

n
R
 

n
R
 

• 
3
 

n
u

、，句・・・ム
E
3
 

n
u

・

M
川

内

u

-
q
J
 

、，
E

噌ム

n
R

噌

a
-
D
'・・

FLW

n
u

、，，
a

'

品

噌

&

-

E
1

〉

a
d

・
mw

，lu《
υ

M

閃

u"
包
J

・

-
t
l
 

、，n
u

z

'Ea--a 

・4
、
，
.

-
n
u

、，

nv
唱

A
B
r

・a

、J

・D
n

，‘

E
O

・G

・J
3
G
N

I
t
-
E
 

W
8
9

・

-
-
-
m
w
 

、，、，，
d

M
問

噌
ゐ
喝

4
a
d

・

3
1
w
p
 

・・・制問

n
u
'
A
，d

、，

句

3
司

A
T
S

、，
n
u

，、，、
M
W
ハu
n
u

p
n
u
n
-
n
u
勺
'ι

R

1

・

M

川M
川・・
nv

ハυ
n
u
u
H
n
υ
R
J

1

1

4

t

 

s
s
N
E
 

U刊
削

川

内

U

F

t

E
E
M
D
T
 

M

H
州

A

l

--，
A
n
u
z
L
n
n
 

n
u
n
u
r
・、
n
R
M
"

-
A
 



wR 1 rE (5リ・2u1>
白U 2 la1.Nf' 

2 READ (40・101>【健(1・J).J-1・NP)
IF<IC・1) :3.11・3

:3 DO 10 1-1・NP
FM=O.O 
RR(I)-O.O 。o9 J=l.NP 
IF(I・J) 4・9."

4 DO 8 K-1・NP
lr (!-~). 5・也.う

5 lF(J-K) 6・8.6
6 T-(R(I・J)'・R(l・K))/R(J.K>

IFCT-1.0) 7・8・8
7 RR(I)=RR(I)+T 

FM-FM+1.0 
8 CONTINUE 
9 CONTINUE 

10氏<I.I)=RR(I)/FM

11 CC・0.0
JJ-O 
00 13 K-1・NtiI
II-JJ+1 
JJ・JJ+NG(K)
DO 12 I・II.JJ

12 WR ITE (50・202) I・(R(j.J).J・1.Nf')
13 W時ITE (50・203)

wR ITE (50・204)
N・0
JL・0

LJ() 17 L-1・Nω
IL=JL+1 
JL=JL+N(，(L) 
[)U 14 [=1・Nω

14 wJJ(L，J)=O.O 
lJU 17 K=lL.JL 
"'=N+1 
JJ=O 
LJU 16 [=1・Nω
ll-JJ+1 

JJ=JJ+NG (I> 
~lJ(N ・ 1 )=0.0 
DU 15 J=ll・JJ

D W[J(N・l)aWIJ(N・[)+IHN.J>
16 tlJJ(L・[).WJJ(L・[)+WIJ(N・1) 
17 W同ITE (50・202) N・(WIJ(N・1)・1・1・NωE

.H[TE (50・205)
DU 18 L胃 l・N曲

wH ITE (50・202) L・(wJJ(L・l)・1-1・N曲3
T=5也RTCwJJ(L.L))

i包 wR[TE (50・206) T 
WR ITE (50・207)
DO 19 [-1・Nω
00 19 J-[・Nul
H(I.J)=WJJ(I・J)/5曲RTCwJJ(1・l)骨WJJ(J・J))

19 H(J・1)=H(I・J)
DO 20 [・1・N曲

20 w伏ITE (50・202) I・(H(J.J)・J・1.N叫》
DO 21 J-l・N也

00 21 1・1.NP
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21 曲(I・J)・WIJ(I・J)/SulHT(WJJ(J・J))
00 22 I・1・N也

00 22 J-1 ・N(!)
22 WJJ( I・J)・HCI • J) 

CALL門ATINV (N由}

WRITE (50・208)
00 23 1-1 ・NP

23 wHITE (50・202) I・E曲(I・J)・J・1.N由2
00 24 1・1・NP
00 24 Ja1・Nω
G( I.J)・0.0
00 24 K・1・N<iI

24 G( I.J)-曲(1・K)・H(K.J)+GCI・J)
WR ITt (50・209)
DO 25 1・1・NP

25 WR lTE (50・202) 1・(GCI.J)・Ja!.Nω2
00 26 l'・1・NP
00 26 J-1・NP
P民(1・J).O・0
DO 26 K・1.N骨

♀6 p~ (l .J)a6 C1・ 0*ω(J ・K)+PH ((・J)
WRlTE (50・210)
DO 27 1・1・NP

27 w向1TE (50・202) 1・(P向(1・J).J・1・NP)
WHITE (50・211)
00 28 I・1.NP
00 28 J・1・NP

28 PH(l.J)竃 H(1・J)-PR(I.J)
00 29 1・l・NP

29 WR IT正 (50・202) 1・(PH(1・J).J・1・NP)
GO TO 1 

100 FORMAl (1615) 
101 FOR阿AT (l2F6.5) 
200 FORMAT (1126H MULTIPLE - GROUρSOLUTI0NI15X.24H( THE OBL1<i1UE SOLUT 

110N )) 
201 FORMAT (1125H lNPUT COR向E.LATI0NMATRIX/) 
202 FORMAT (15.3X.8(F8.5・lX))
203 FORMAT (3X.5H・・・・・3
204 FORMAT (1113H SMALL W(J・J)/)
205 FOR州AT (1115H CAPITAL W(I.J)/l 

206 FORMAT (17X.F8.S) 
207 FORMAT (1127H 0白Ll曲UE FACTOH COKHELATI0N/) 
208 FORMAT (1125H OBLI曲UE FACTOR STRUCTURE/) 
2υ9 FOR州AT (1123H OBLlu1UE FACTOR PATTERN/) 
210 FORMAT (1I30H REPROOUCEO CORRELATI0N MATRIXl) 
21:t._ FOR附AT (1lloH RESI0UAL附ATRIX/)

STOP 
ENO 

[付] サブルーティン(逆行列の算出)

N
-

O
一，AR

υ
 

T'nυ 

o
n
M
H
 

E
E
T
E
 

U
V
F
E
 

M
内

M
H

I
 T

e
 

v
A
H
υ
 

'
s
n
u
 

p
n
n
n
k
 

〒

g
r
L

A
パH

-

z' 
O
 

C
L
 

j
 

F
 

I
 

T' 
H
U
 

V
 

L
 

nhH 
nu 

hυ pa 
r‘
u
r
、r
、P
、 SURROUTINE MATI~V (N) 

。1I1ENo>lorlA(20.21) .1'(10)・C(10)
COMr1ドN .A 。o4 I・雷工・n
DO 1 J・1・N
tl (J) -A (.10 1) 
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1 A(J，J)=IJ.O 
ACI，J)・1.0
00 2 .J=l・N

2 C(J)=A(I・J)/白(1)

00 :1 J-1・N
DO 3 K-l・N

.3 AU.K>-A(J・K)・C(O根号 (J)
00 4 J-1.N 

4 ACI.J)・C(J)
RETlIRN 

ENO 

斜交解による直交解の算出

多群解法の結果が一般に斜交解であるので，このプログラムは，斜交してい

る多群解を用いて独自の直交回転を行ない直交解に導く。すなわち，前項のプ

ログラムで得られる斜交参考因子パターンとその因子相関行列をインプット

すれば，主要な計算として平方根法を用い，直交因子負荷行列および残差相関

行列を得ることができる。

12.3.2 

(output) 

斜交因子係数行列，変換行列(平方
根法)，のちに再生された相関行列

斜交因子パターン，のちに直交解

カ出(input) 

観測特性の数

共通因子の数

斜交因子係数行列

斜交因子バターン

カ入

N 

恥1

A(I，]) 

B(I，]) 

A(I，]) 

B(I， ]) 

MULTIPLE-GROUP SOLUTION 
( THE ORTHOGONAL SOLUTION ) 

N ---NO. OF VARIABLES 
M ・・・ NO. OF FACTORS 
A ---FACTOR CORRELATION阿ATRIXFROM OBLI&UE MULTIPLE 

GROUP SOLUTl ON 
R ---PRIMARY FACTOR PATTERN FROH THE OBLI曲UE阿. G. SOLUTION 

P

、F
‘、
r
‘wF
‘up
・、F
」

p
i
w
p
L
P

、r
、

01附ENSIONA(30..30).8(30・10)
1 READ (40・100) N.H 

WRITE "0・200) (!. 1・1.M)
00 2 1・1.M
READ (40.101) (A (1・J)・J・1.M)

2 WRITE (50.201) 1・(̂CI・J)・J・1・M)
00 10 1-1・H
11-1-・1

c 
c 
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IJcl+1 
IF(lll 3・3.ぅ

:1 A<1.1)・5由RT<A(1・1))
00 4 J・2.M
A<1・J)cA (1・JlIA<1.1)

4 ACJ.1)-O.O 
GO TO 10 

5 T・0.0
00 6 J・1.11

6 T.T+A(J.I)....2. 

A(I.l)・Sr:lRT(̂ CI.l)・n
IF(I-N+1) 7・7.10

7 00 9 J・IJ・H
T.O.O 
00 8 K-1.11 

8 T.T+ACK.l>'・A(K.J)
A<l・J).(A(I・J)・T>/A(I.I)

9 A(J.I)・0.0
10 CONTINUE 

WR lTE (50・202) (1.1・1.M)

DO 11 1，・1・H
11 WRlTEω0・20けい付(I.J)o.J・1・川

WRITE (う0・203) (1・1・1.M)
00 12 1 ・1・N
"REAO (40・-101) (5(1・J).J・1.M)

12 WR lTE (50・201) 1・(5<l・J)・J・1・M)
00 14 1・l・N
00 13 J・1・H
B(N+1・J)・0.0
00 13 K・1・H

13 B(N+1・J)=B CNφ1・J)φ6(1.0・A(J・K)
00 14 J=1・M

14A<l.J)=日(Nφ1.J) 
WRITE (50.204) (1.1・1.M)
00 15 1・1.N

15 WRITE (50・201) 1・(6(1・J).J・1・M)
WRITE (50・2.0ラ) <l.l・・1.N)
00 16 1 ・1・N
00 16 J=1.N 
A( I.J)・0.0
00 16 K・1.M

16 ACI.J).A(I.J)+B(I.KJ'・B(J・K)
00 17 1・1.N

17 WRITE (50・201) 1・(A(I.J)・J・1・N)
GO TO 1 

100 FORMAT (212) 
101 FORMAT (10FA.5) 
200 FORMAT (2X.23HMULTIPLE-GROUP SOLUTION/10X.25H(THE ORTHOGONA~ SOLUT 

110N)1114X.42HINPUT FACTOR CORRELATION MATRIX OBTAINEO H/15X.25HFRO 
2州 THEOBLIDUE SOLUTIONI18X.A(15.4X)/) 

201 FORMAT (15.3X.8(F8.5・1X))
202 FORMAT (111・4X. 23HS由lJARE ROOT SOLUTlON T/12X.1侮HWHERE H.TT・T 11 

1.6X，3HT ICII・118X.8<IS.4X))
203 FORMAT (1114X.23HINPUT FACTOR PATTERN G/11X.25HFROM THE 06LI由UE 5 

10LUTIONI18x.R(15・4X)/) 
20'与 FORMAT CII14X.23HTHE ORTHOGONAL SOLUTIONI18X.8(15.4X)/) 
20う FORMAT (1114X.29HREPROOUCEO CORRELATION MATRIXI18X.8(15・4X)/) 

STOP 
END 



13正準相 関介析法

これまでは，歴史的な必然性のもとに展開されてきた諸種因子分析の考え方

とそれらの解法を，伝統的な解法や成因分析なども含め，いわゆる狭義の因子

分析法 (factoranalysis) として個別に列挙しながら記述してきた。そして，

そこで観測される構造模型は確定と不確定を問わず，いずれも多種の観測特性

による 1群の統計的資料から内在する因子を追究し，実質科学上の事象を解明

しようとする立場にあった。この意味で，これまでの記述は対内的因子分析法

(internal factor analysis)とよばれるものに関してであった。

しかし，もし同一対象に関し異なった2群の観測特性による統計的多変量資

料があるならば，この 2群の特性を対応づけながらどのようにして内因因子の

追求が可能であろうか。そして，この 2群の異なった観測特性の聞の因子的な

関連は相対的にどのようになるか。また別に，同一観測特性群を用いていると

しても，明らかに異なった 2群の観測対象による多変量観測値が与えられたと

き，各群聞の性格的特徴の相違を内因因子のうえから相対的に考察するには，

どのように解けばよいであろうか。もちろん，これまでの因子分析の方法によ

って 1群ずつ解明し，そして最終的に各群聞の特徴を比較検討するのも 1方法

ではある。しかし，いちどの因子分析によって対象群相互の性格的差異を明確

にするような観点の因子抽出の方法はないであろうか。このように因子分析の

基準を外に向け相対的な因子を抽出する考え方と諸法を，さきの対内的因子分

析法に対し，対外的因子分析法(externalfactor analysis)とよんでいる。したが

って，本章においてはこの対外的因子分析法に関する各法を系統的に記述する。

ここでは，同一対象に関するこのような 2群の多変量観測値を互いに内在す
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る共通因子の観点から同時に比較探索する一つの考え方として， まず正準吋日

関分析法 (canonical*correlation analysis)とよばれる解法を解説する。通常

の統計的多変量解析論では，この正準相関分析法を他の推定・検定論や回帰論

などに近いところで別に論じることもあるが，因子分析法とは思想的に極く近

い関連にある。

さて，同一対象について異なった2群の多変量観測特性を同時に取り扱うに

は，これらの同時分布 (jointdistribution)を考えねばならない。 しかし，こ

のときまず各観測特性群ごとに，その中の特性を線形に結合して抽象的に何か

を意味し要約して表現する新変量(正準変量)を想定する。そして，このような

各群の新変量を 2群聞で互いに相関性が最大になるように，双方の新変量を決

定する。ここに，各群の多変量観測特性で要約的に表現された正準変量どうし

が互いに対応して何を示唆するかということに関し，一つの内在する共通因子

的な解釈が可能になる。

次いで，このような推測を継続して，さらに第2の新変量を各群で想定する。

ただし，条件として第2の新変量は第 1の新変量に無相関なものを考える。そ

して，各群の第2新変量どうしの相関が最大となるように，具体的に各群とも対

応して観測特性の線形結合を第2の新変量として求める。この双方の新変量は

第2の共通因子として解釈を与える。全く同様に，第 3の新変量や第4の新変

量がそれまでの新変量と無相関に，しかも対応する新変量どうしの相関性を最

大にするように決められる。このように，新変量系すなわち新因子軸系がいず

れかの群の多変量観測特性を完全に規定するまで，同様の手順が続けられる。

このような統計的方法は，実質科学分野において多種の変量で測定したとき

の理論的な複雑さを整頓し，現象の構造を追求する探索的な (exploratory)場

合にとくに有用である。そして多くの観測特性からなる 2群の資料があると

き，両観測特性の相互関係を明確にできる。また， 2群の観測特性が非常に多

いようなときには，群聞で最も高い相関性をもっ若干個の線形式で表現される

新変量だけで考察することもできるわけである。

本 canonicalとは，元来，“教会法による，正典による，法典の，正規の"などの意で，他の分野

の数学や物理学では，ほとんど“標輩"と訳されている.今日，“正準"という諮は， あま

りぴったりしない古い語葉のように思われるが，通常の相関分析と区別して，“正統的"など

の意を汲んでいる.
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わかりやすい応用例として，たとえば色彩における 3色配色の感情分析の研

究があげられる。このときの多変量観測特性の 1群は明度・彩度・色相などの

物理的な諸計測特性で，他方の群は暖かい・快適な・目立ったなどの意味構造

論 (semanticdifferential)的な諾特性の評点であった。この結果，観測特性の

両群聞の関係は，相関の大きさの順にそれぞれ若干個の新変量でほとんど完全

に対応づけられることがわかり明確な説明ができた。

この正準相関分析の理論は， 1935年から 1936年にかけて H.Hotellingに

よって開発されたものである。 M.G. Kendallによると，通常， 正準相関分

析の結果の解釈は前章までの因子分析法の場合よりもむずかしいと述べてい

る。しかし，どのような 2群の多変量観測特性に適用するかに関して実質科学

上の配慮があらかじめ必要であり，基本的なことになる。近年，種々の知能テ

ストや教育研究の場や頭蓋骨の形状と知的精神的問題などの場合に，正準相関

分析法による興味ある研究が多くみられるようになっている。

なお，観測特性をとりあげる考え方には， さきの因子分析法におけるよう

に， 0-， P-， Q-， R-， S-， T-技法的な考察が当然この場合にも生じてくる。

13.1 正準変量と正準相関

いま P種の計測特性からなる n個の多変量観測値ベクトル Xjを考える

(j= 1， 2，…， n)。そして，この P種の計測特性を，本章の初めに記した目的でs

Pl種と P2種の 2群の計測特性に分けて，次のようにおく o

X/ = [Xj山" Xjω']， j=  1，2，…，n (13.1) 

ここに X/1)，x/2)はそれぞれ Pl次と h 次の観測ベクトルで，Pt+P2=Pと

なる。さらに，Xjの母分散共分散行列 Zは正値定符号行列で，Pl要素と h

要素に分けて次のように小行列を定義しておく。

Z=[Z11Z121 
221 222 

次いで，第 1群の計測特性の任意の線形結合による新変量を

(13.2) 

Uj=α1必1/1)+α2X2j(1)+……+αP1XPlj (1) (13. 3) 

とし，第2群の計測特性についても同様に，任意の線形式を

むj= sIXljゆ +s2X2/お+……+sp，Xp，/2) (13. 4) 
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とする。ここに，Uj と町をEいに対応する新変量とする。上の2式を行列演

算で示すと，簡単に

Uj = a'x/1) ， Vj = fJ'Xjω， j= 1，2，…，n (13.5) 

と書ける。

そして，このようなあらゆる係数をとりうる {UJ>Vj} の集まりの中で，U と

りの相闘が最大になるように係数ベクトル aと β を定めることが主題とな

る。このような新変量的と町を正準変量 (canonicalvariable)といい，こ

の対応する変量聞の相闘を正準相関 (canonicalcorrelation)という。

とくに，Pl=lで P2>1であれば，この問題は通常の多重偏回帰式を求める

ことと同じで，このときの正準相聞はいわゆる重相関係数 (multiplecorrela-

tion coefficient)と一致する。

このような発想から上記の一般の場合においても，x/1) を基準変量 (cri-

terion variable，または単に criteria)，お/2)を予測変量 (predictor)という名称

でよぶことがある。

したがって，正準相関分析では普通 pl>l，P2>1 の場合を取P扱い，Xω 

と Z【2) のそれぞれから対応して作成される 1次独立な正準変量の対 (pair)の

数は Plとh の小さいほうの数だけ得られることになる。また，解析的には

X(I) と X(2)のいずれが予測変量で他方が基準変量であっても，また P1と P2

のいずれが大きくても変わりない。したがって，本稿の以降では一般性を失わ

ず Pl<P2として記述する。

たとえば，職業の適性と日常の関心についての 2種類の調査表がある。これ

らのム種と h 種の特性は表面上の現象として全く異なっている。 しかし，

2種類の調査表の聞にかくれた相関性の系を明らかにする目的で正準相関分析

を行なうとする。この際，相関性の系は相対応する正準変量でむすばれ，この

間の相関性の深さは正準相関の値で示される。そして，解析にはいずれの調査

表を X(I)または X(2)にして考えても同じ結果が得られる。

さて，上に導入した2種類の観測ベクトル xω，X(めについて，

E{XCll} =0， E{X(2)} =0 (13.6) 

を仮定する。したがって，式 (13.5)で定義されるように u とむの期待値は

E{u} = a'E{x【1l}=0， 同様に E{v}ニ o (13.7) 
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となる。

さらに， uとりの分散がともに 1になるように，任意の係数ベクトル a と

Hに制限をつけておく。すなわち，

V{u} = E{u2} = E{a'x(!)x(!)'a} = a''xl1a = 1 (13.8) 

同様に

V{v} = E{v2} = s''x22s = 1 (13.9) 

が a，βについてなりたっているとする。

このとき u とむの聞の相関係数は，式 (13.7)によって簡単に u とむの積

の期待値で示され，次式のように算出される。

E{uv} = E{a'x(句 (2)'s}=a''x!2s (13.10) 

したがって，本節の問題は式 (13.8)と(13.9)の条件下で式 (13.10)を最大な

らしめるような a とFを決めることと要約される。

いま，式 (13.10)が上のような条件のもとに， a と βに関して最大値を有

することは明らかであるから，ラグランジュの乗数てLagrangemultiplier)を

』および μ として，次の関数をつくるo

a''x12s一(a''xl1a一寸-(s''x22s-吟 (13. 11) 

さで，常法に従って，この関数を aおよび βの各要素で偏微分し，ゼロに

等しいとおいて ρ個 (=Pl+P2)の連立 1次方程式を解く。すなわち

'x12βー A'xl1a= 0 (13. 12) 

'x!2'a一μ'x22s= 0 (13.13) 

を A，μ および aと βについて式 (13.8)と(13.9)のもとで解けばよい。

ここで，式 (13.12)の左側から d を，また式 (13.13)の左側から戸をそ

れぞれ両辺に乗ずると，式 (13.8)および (13.9)によって

または

A=μ= a'X12β 

= s'X!2'a 

(13. 14) 

が知れる。このことは式(13.10)によって Aと μが実は u とむの相関係数

になっていることを示している。

ゆえに，式 (13.12)と(13.13)は X12'=X2J を用いて
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-).XUa+X12β=0 
X21a-).X22fJ = 0 

と書き換えられる。これらの式を一つの行列演算で示すと

[-27-7L][;]=0 

(13. 15) 

(13.16) 

(13.17) 

となる。上の式は， 式 (13.8)と(13.9)に対して意味をもたない a=Oかっ

β=0でもないかぎり，左側の行列式がゼロであることを示している。

すなわち，a と βの要素が同時にすべてゼロでない解をもっとして

「IZ11Z121=0
X21 -).X22 

(13. 18) 

が必要である。この行列式は』に関する P次の多項式で， ρ備の実根を有す

ることが容易に証明される。この P個の実根を大きさの順に

).1 ;;::: ).2 ;;:::・・・・・・2とら (13.19) 

としておく。

さて， ).は式 (13.14)と(13.10)から u とむの相関係数すなわち正準相関

であることが知れているから，ここでの Aの解として相関性を最も大きくする

という見地にたって式 (13.19)で最大のんを採用する。そして，このんに

対応する固有ベクトル a，β を thβ山として，Uおよびむをこの係数ベク

トルによって，次のように定める。

U1 = a(l)'X(l) ， V1 = β(1)'X(2) (13.20) 

次いで，上に得た U1と引に無相関で，しかも新たに X(l) の線形式 u=a'X(l)

と X(2) の線形式む二点、(2) との相闘が最大になるような第2の正準変量の係

数 a(2) と β(2) を算出し，U2とむzを定めることになる。このように (Uhむル

(U2' V2)，…と同様の手順で，逐次新しい uとむを対 (pair)で求めていく。

この算出の手順を，一般化して第 r番めの (Un Vr)まで得られた後に第 r+1

番めの対を求める段階で示そう。すなわち，

Ui = a(i)'x(l) ， Vi = β【臼'X(2)， i = 1，2，…，r (13.21) 
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がすで、に得られたとして， Ur+lとのr+1を定める。 ここに第 r+1番めの任意

の線形式の対を，新たに式 (13.5)のように叫+1と叫+1とすると，式 (13.21)

のどれとも無相関であるためには，

E{Ur+1Ud = a'I11a(白 =0，

E{Ur+1Vj;} = a' I 12β(も) =0， 

E{Vr+1Ui} ==β'I21a仰ニ 0，

E{Vr+1Vi} =β'I22fJ凶ニ 0，i = 1，2，…， r (13. 22) 

という条件を満足していなければならない。そして E{Ur+1Vr+1}を最大ならし

めるように係数 aと βを決めるわけである。

このためには，さきの式 (13.11)と同様にラグランジュの方法によって次の

関数をつくる。

a' I12fJ一(a'I11a一1)÷ー(μ22fJ-り

r ，卜). r H 

+五 2;a'I11a(i)+五号β，I22fJ“ 

ここにん角的および (}iはラグランジュの乗数である。

この関数をそれぞれ α およびFの各要素で偏微分して，

くと，次の ρ1十P2個の連立方程式を得る。

I12fJ一沼崎+手νiI11a(臼 =0

I21a-μI22β+.E (}iI22fJ(i) = 0 

(13.23) 

ゼロに等しいとお

(13.24) 

(13.25) 

これらの式を整頓するために，まず杓と (}iについて解いてみる。いま，式

(13.24)の両辺に左から a(j)' を，また式(13.25)の両辺に左から β{仰を乗

じ，式(13.22)の条件を適用する。ここに l:::;j:::;r。この演算によって

νja(j)'Illa(j) =η=0 

{}jβ(j)'I22β(j) = (}jニ 0， j= 1，2，…，r 

が得られ，実はすべての η とめはゼロであることが知れる。

(13.26) 

(13.27) 

したがって，上の式 (13.24)と(13.25)は次式のように簡略化される。
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I12β-AIua = 0 

I21aーμI22s= 0 

(13.28) 

(13.29) 

ところで，これらの式は，第 1番めの正準変量を求めたときの式 (13.12)と

(13.13)にそれぞれ全く同じ式になっている。そして，式 (13.17)のように示

されることになる。

このことから，第 r番め (r=1，2，…)の正準変量が得られた後に，式(13.8)， 

(13.9)および (13.22)のもとでの第 r+1番めの正準変量 Ur+lおよび叫+1は，

式 (13.17)の解で第 r十1番めに大きな固有値ん+1に対応する固有ベクトノレ

(a<川 l'，s<r+1l')を係数として示されることが知れる。すなわち，

Ur+l = a<r+ll'x<ll ， Vr+l = s<r+ll':x<2l (13.30) 

で与えられる。

次いで、，このような正準変量の対はいくつまで得られるであろうか。これに

関係してすでに式 (13.17)または (13.18)で固有値がp個の実根として得られ

ることを記述した。ここではもう少し詳しく調べるため，式 (13.18)をAキO

として，次のように変形してみる。

「AZ11Z1uト=1ト一斗J仏仇州』辺品山I2ん釘22剖2引1.1仏一zιι釘1臼12(仏
I21 一AI222 

= (-A)P2・IId・I-A-l(A2Iu-I22 -II21)1 

=(ーA)P2-P1II221・IA2Iu-II2I22-1I211=0 (13.31) 

ここに II221キOとしているから

III2I22-1I21-A2Iul = 0 (13.32) 

としてよい。

すなわち，式 (13.18)におけるム+P2個の実数固有値のうち，2Pl個はゼロ

でない士A1>士ん，…，:tん1 なる実根をもつことがわかる。ただし，いま』は

相関係数を意味し，大きいほうの値のみを問題としているから，

1;;::: A1 ~とん二三・…・・;;:::ん1>0 (13.33) 

の関係がある。また式 (13.18)は A=Oであっても成立し，Pl+ρz個の実数固

有値のうちで上に示されたゼロでない固有値の数を減じて， 結局，式 (13.18) 

は (ρ1十ρ2)-2Pl=P2-Pl個の A=Oを重根としてもつことが知れる。
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さて，このような固有値と固有ベクトルの結果を正準変量聞の相関行列の上

でまとめてみよう。

まず，行男UA， Bb B2および d を次のように

A=[a(!l， a(2)，…，α(p斗，

B!三 [β(!)， fJ (2) ，…，fJ(P，)] ， 

B2三 [β〈F1+1}，β(Pl+円…，fJ(P)]， 

d三[;く]
と定義する。

したがって，正準変量は

U = [UbU2，…，UpJ' = A'X(!l 

e山 =[Vb V2，…，vp，l' = B!'X(2l 

で示され，これまでの結果から (p!xp!)行列として

A' 1:11A = 1， A' 1:!2B! = A， 

(13. 34) 

(13.35) 

(13.36) 

B!， 1:22B! = 1 (13.37) 

がなりたっている。

また，P2 x (P2-P!)行列の B2に関しては，次のように定める。

まず， β(p，+!l を 1:22B!に直交し，かっ fJ(P，+!l'1:22fJ(P，+!l = 1と規準化して

定める。次いで，fJ (p，+2lを1:22(B!β(P，+!l)に直交し，かっ fJ(p， +2l' 1: 22fJ (p， +2) = 1 

と規準化する。このように逐次 βゆまで定めていくと行列 B2について次の

関係式が成立する。

B2' 1:22B! = 0 

B2' 1:22B2 = 1 

(13. 38) 

(13.39) 

ここで， もとの多変量観測特性ベクトノレ xω，X(2l の正準変量の見地から

u = A'X(!l， V(2l = B!'X(!l， V(2l = B2'x(2l (13.40) 

V' = [V(!l'， V(2l'] (13.41) 

とおき，上記の正準相聞の関係をまとめて整理しよう。
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いま，各観測変量の期待値がゼロであるから，母正準相関行列は直ちに次式

で示される。
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この章の初めに， 正準相関分析は2群の多変量観測特性における共通因子

によって対応づけられる正準変量の抽出とその因子解釈を目的とすると記述し

た。そして，この数理的な表現としては，X<l) とお(めがあるとき，各ベクトル

要素の線形表示聞の相聞を最大にし，Al2::A2二三…2::Ap，なる順序で，式(13.43)の

形式を満たす (Ul>Vl)， (U2グ 2)，…，(Up1，vp) を推定し，因子的解釈を行なうこと

といえる。ここで，この推定法の基本は式 (13.17)を解いて(a，β)を求めるこ

とになる。

13.2 回帰論からの正準棺聞の解釈

正準相関分析は，これまで記述してきたように， 2群の多変量観測特性にお

いて群ごとに観測特性の線形式を考え，その聞の最大相聞を論じて両群に対応

する因子抽出を行なうのであり，このような解析法はまた別の観点として回帰
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論の側から直裁的に整理することもできる。心理学や精神医学など実質科学領

域の現実の問題としても，この回帰論の立場から正準相関分析が解法の対象と

して考慮され，実際に適用を必要とする場合がある。

いま，前節と同じ記号で， 2群の観測特性を X(1】および Z【2) とし，全体と

しての観測値ベクトノレをダ=[x(1)'， xω']とする。 このときおの分布に関し

ては

を仮定する。

X E N(O， 1:) 

'::- ':-1."'" 、ー、-，'- Z=[;;:;;:] 
(13.44) 

さらに，ここでお(おの値を固定したときのおω の条件づき分布について

E{X(I) !X(2)} = BX(2) (13.45) 

がなりたっているとする。このとき

B = 1:121:22-1 (13.46) 

の関係が示されることは，通常の回帰論で明らかである。また

x(1) = BX(2l+(X(1)-Bxω) (13. 47) 

とおくと，右辺第2項の (x(1)-Bx∞)は回帰式 (13.45)における残差誤差項を

意味し，

E{(X(I)-Bxω)(Bxぬ)'}= 0 

となるo X(I)の回帰からのはずれに関する誤差の分散共分散行列車rは次式で

示される。

1F = E{(X(I) -Bxω)(X(I) -BX(2))'} 

= E{(x【1)_Bx(2))X(I)'}= 1:11-1:121:22-11:21 (13.48) 

さて，このような回帰分析の適用で zω の要素の線形結合により zω を各

要素ごとに推測できる。ただ，この際の配慮として正準相関分析では aω の要

素を個別に推測するのではなく，さらにお山の要素を線形に結合した値(スカ

ラー)に対する推測を mゅの要素の線形結合による値(スカラー)で最も良く

相関するように，双方の線形結合を各段階ごとに互いに独立な関係で，第(1)の

次数だけの対として求めることを問題とする。
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このように xω と mぬの双方の側から相対応して得られる線形式は， 2群

の多変量観測特性に潜在する共通の原因系を明らかにすることになり ，x(!) と

X(2)における共通因子を表現していると考えてよい。この意味において，正準

相関分析法も一つの因子分析の方法とみなすことができる。この思想、を次のよ

うに定式化していく。

まず，X(l) の要素の任意の線形結合を

U=α'x(!) (13.49) 

とする。ここに式 (13.45)と (13.48)の関係があるから

E(u) = a'BX(2) (13.50) 

V(u) = a'lFa = a' Iua-a' I12I22-1I21a (13.51) 

は明らかである。

しかも，X(l) の要素の線形式 uを xω の要素の線形式として考えると，n 

個の Xjゆ (j=1，2，…，n)による回帰式の値 Ujの期待値の平均平方和は

I n I 

す見 {E(Uj)}2 =す手 (a'Bx/2))(a'Bx/2))'

ここに 822 == l: X/2)x/2)'/n 
1 

(13.53) 

となっている。 ここで，x/2) を固定した変量(確定変量， fixed variable)と

してでなく，無作為な確率変量 (randomvariable)と考えれば， 式 (13.53)

は期待値として I22 に相当し，式 (13.52)は (13.51)の最右辺の第2項

a' I12I22-1I21aと同じものになっている。

いま，x/l> の要素の線形式の上で，x/l> の要素からなる Ujに関する回帰

式を最もあてはまりよく得ることは， 式 (13.51)で示される Ujの分散 a'Wa

を一定にしておいて， その中で式(13.52)を最大にするような aを求めるこ

とである。ここでは a'lFa=1のもとで αを求める。

このために，いつものようにラグランジュの乗数 Iを用いた関数

a'B822B'a-A(a'Wα-1) 

を aおよび Jで偏微分してゼ、ロとおく。すなわち，a'lFa=1 と次式
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(B822B' -AW)α=。
つ連立方程式をとく。ここで aキOとして

IB822B' -AWI = 0 

を満足する Aを求め，これに対応する αを求める。

ここで式 (13.54)の左からイを乗じて整頓すると

a'B822B'a = A 

となっている。

(13.54) 

(13.55) 

(13.56) 

さて，式 (13.55)は Aに関する Pl次の多項式で，Pl個の実根をもつことが

§易に知れる。また，式 (13.56)の左辺は式 (13.52)そのもので，これを最大

こするものであるから，式 (13.56)の』としては最大根んを採用する。した

)，って，aはんに対応する固有ベクトル αω に定まる。次いで， a(1Jに直

定する第2の線形式的=a(2l'X(ll をさきと同様に xω との関連で考え， 式

:13. 52)を最大にするような aω を求める。 この解は式 (13.55)の第2番め

こ大きな実根んに対応する固有ベクトル aω として得られる。以下同様に，

事Plの線形式 up1=a(Pl.l'Xω に関する a(P1lは第Pl番めに大きなら1に対応

Fる固有ベクトルとして得られる。

さて，これまでは X(2l を確定変数とした回帰論の立場で式 (13.52)の最大

じを導き aを求めてきたが， 前節の立場で 822 を期待値 I22で置き換える

と式 (13.55)は，

Eなる。この式を

II12I22-1I21-A(Ill-I12I22-1I21)1 = 0 (13.57) 

II12I22-1I21一一土，-Illl=O
l+A 

(13. 58) 

と書き改めると，A/(l+A)を固有値として前節の結果に一致する。

また，このような関係は回帰に関する分散分析の結果として，式 (13.51)か

うも直接的に考えることができる。すなわち，式 (13.51)の右辺第2項を移項

J て，

a' Illa = a' I12I22-1I21a+a'Wa (13.59) 
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を得る。この式は次のように解釈できる。

(作a仰μF、》伊mが{
全分散 一づく分散 による誤差分散

または = (層間分散)+ (層内誤差分散)

したがって回帰からのはずれによる誤差分散を最小にするには， a.'.E lla.= 1 

の一定条件で a.'.E 12.E 22 -1.E 21a.を最大にするとよい。ここでラグランジュの方

法により

a.'.Eぬ 221a-hdZ岬 -1) (13.60) 

を aにより偏微分し，ゼロとおくことにより

(.E12.E22-1.E21-A.Ell)a. = 0 (13.61) 

を得る。

ここで aキOとして.Aは

1.E12.E22-1.E21-A.Eul = 0 (13.62) 

の根である。また式 (13.61)の左から d を乗ずると，a.' .Eua.=1によって

a.' .E12.E22-1.E21a. = A (13.63) 

を得る。

したがって，A として式 (13.62)の最大根んを採らねばならず， さらに

aは， このんに対応する固有ベクトル aω で定められることになる。第2

ベクトル aω 以降も，さきと全く同様の関係で得られる。

13.3 予測の立場からの正準相関の解釈

すでに， %(1) を基準変量， %(2)を予測変量とよぶことは 13.1節で述べたが，

本節では，このような予測の立場から正準相関分析を整理してみよう。

いま，ニつの確率変数 u とむがあり，これらについて

E(u) = E(む)=0，

V(u) =σu2， V(v) =σv2， p(u， v) = p (13.64) 

を仮定しておく。さらに，uをのの定数 b倍で近似できる， すなわち，二つ
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の確率変数の聞に

u 王子 bv (13. 65) 

で示される簡単な関数関係をおく。 ここで u-bvの分散を考えると容易に次

式を得る。

E{(u-bv)2} =σu2_2 bpauav+b2av2 

= (1一戸)σ♂+(bav-pσu)2 (13.66) 

さて， この際の bの決め方は， 上の予測の誤差を最小な6しめるものが望

ましい。このためには式 (13.66)の右辺第2項をぜロにするとよいから

(13.67) 

が得られる。

したがって， 上の bによってのから uを線形で予測することができ， こ

のときの予測誤差分散は (1-p2)au2である。また，この uの予測誤差分散と

もともとの u の分散との比は

(1-p2)au2 
一-77L=(1-pZ)

VU 
(13.68) 

となり，これは uに関するむの予測の相対効率 (arelative effect of v on u) 

を示すーっの尺度と考えることができる。ここに，当然 p2が1に近いほど u

を予測するうえで，むの効率が大きいわけである。

次に，このような予測の観点から正準相関分析について考察する。いま，ど

を式(13.1)のように (X(l)l，X(2)')からなる確率ベクトルとし，線形式 u=a'x(l)

を予測するために，む=β'X(却を用いることを考えよう。

このとき，uとむの聞の相関係数が最大であれば，むは u を最善 (best)

に予測するといい， β'X(2) は最善の予測値である。さて，式 (13.65)による u

の予測に関するむの効率を知るために，uの分散をむの側で考えると，式

(13.67)によって

E{州 =P27チE{v2}=ρ2au2 (13納

であり，予測の相対効率は p2となる。

このように，X(1) の要素の線形式の予測に関する zω の要素の線形式の最
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大効率は，a(1)'xω の予測に関する β(1)'X(2)の効率で定められる。 X(2)が確

率ベクトルでない場合も，全く同様に論じられる。とくに，Pl=1のときには，

正準相関係数は xω=Xlと X(2)の聞の重相関係数に相当している。

13.4 正準変量と正準相関の推定と検定

前節までは，正準変量と正準相関の定義や特性をしらべるために，関係式を

主として母数の上で取り扱ってきた。

したがって，本節では実際に観測データが与えられたとき，これをいかに前

節の結果に具体的に適用するかという推定の方法，およびこのような aω，β仙

の推定値やそれらの基礎となっているんの実現値が統計的に有意義な (signi-

ficant)数値であるか否かという検定の方法について記述する。

13.4.1 推定 の 方法

いま，本章の初めのように ρ次元の多変量観測ベクトノレを吟(j=1，2，…，n) 

とし， これらがいずれも互いに独立な N(p，I)からの標本とする。また，

Xjの ρ個の要素を ρ1個と h個 (Pl":;;'P2)の要素に分け x/1) と x/2)とし，

式 (13.1)および(13.2)のように定義しておく。

このとき，最大尤度法 (maximumlikelihood method)によって母数 μお

よび Z の推定量を求めると

n
 

，，t
'
 

巴一，dx
 

制

ω
ヤ
L
H
F

一一-m 一一AP 

(13.70) 

i = í~l1 ~叶一I~U ~".I = ~_ .E (xj-x)(Xj-x)' 
Li21 i22J 
1 i.E (x鳥j山一湾は山))(何x/O一 E伊〈

-一一IJ 

n L.E (x/2)-xω)(Xj (1) -x (1))' 

.E (x/1) -x(1))(x/2) -x(2))'l 

.E (x/2)一定(2))(x/2) -x (2))' J 

(13.71) 

が与えられる。

さらに，式 (13.34)で定義した正準相関行列 dおよび正準変量の係数 d と

B1の最尤推定はいずれも Zの関数であるからやはり上の最尤推定 2を適用

することができる。また， もし正準相関係数がすべて異なって d の各列の最



正準変量と正準相関の推定と検定一 331

初の要素が非負であれば，行列 A，Aおよび B1は一意に定められる。 B2の

不定性 (indenterminacy)に関しては，右側から (P2-P1)次の直交行列を乗じ

てもよく， B2の形に関する要請を条件に付加して一意に定められる。

さて，Aの対角線要素).1>).2，…， ).Plの最尤推定量は，式 (13.18)に対応し

「1211212|-0
i21 -).i22 ー

13.4 

(13.72) 

それぞれ次式を満足する aω
の根としてん~).2~ ・・・ ~ÀPl として得られる。

そして， ~i に対応する Â と Ê1 の第 z" ~Jは，

および計となる。

nu 一一
「
1
2
1
I
B
-
-」

ana
《

au「

「
1
1
1
0
1
L

寸
l
o
l
l
J。“

lvU2 

・4
ぐ

A
[-iJ11 i21 

(13.73) 

a(i)' i 11aiニ 1，

s(i)'i 22s“)ニ 1 (13. 74) z"= 1，2，…，P1 

(13.75) 

(13. 76) 

E2'i22E1 = 0 

E2'i22E2 = 1 

E2についてはまた，

を満たす。

このように前節の母数に関する結果に対応して最尤推定量を代用すればよ

a(i)'xω とかi)'X(2) を標本正準変量， また dを標本正準相関行列とよ

んでいる。

もし，.Eの推定量として，式 (13.71)のような最尤推定量ではなく，次式

で示される不偏推定量

く，

(13. 77) t == 1~11 ~12l ==よ
= Lt21 .E22J -n-l 

を使用するならば，式 (13.74)から知れるように

(13.78) 

at4}=J5Ea 

~(i) =J亨s(白
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の関係がポされる。しかし，ミ主主農相欝行列A.の撒窓には変わりない。

さて，ここで(i(i)t: P仰の為替識な計算方法について述べよう。

したように式 (13.73)に基づいて志実に多項式の鮮とし

てふを求め，これに対搭ずる摺脊ベクトル aW と長∞を算出すればよいの

であるが，式 (13.73)または式 (13.17)によらず， l夜譲に観:脊髄と!誇存ベクト

ルの解援の形式にしたほう

このために略式 (13.15)の段轄で両辺iこAを乗じ

ると

主ZlZf:Jどな 22Z111'Z

また式 {13.1巧の両道に芝とから Z22-1を粂じ

えfJ=::: ZZz-lZ211'Z 

(13象 79)

(13砂 80)

(13.80)のえβを式 (13.79)の窓辺に代入し，

れる。

(l"11-1Z12l"Z2-iZ，H _).21) a =:: 0 (13.81) 

って，上式の各母数に対応する誰定撃を患いて，Pl次正方行711

:111→:1 1'1.122-1121 のあ綴の摺夜鶴 }.t2~どん…2Eipf と，それぞれに対応す‘

る繍有ペクトノレ aU1 さと算出すればよい。ただし，各んは相関係数に栂21し大

きい順に意味をもたせているから，上に得た固有値の平方根をとり，式(13.43)

に示すようにん二三22~…~ん1 を得る。

次いで fJω を求めるには，上に得た 1iとa仰を用いながら式 (13.80)の

関係によって

s(i) =:l22-1121a(i)/).j， i= 1，2，…，Pl (13. 82) 

とよい。

もちろん， (13‘81)の代わりに，式 (13.16)Iこえを乗じまた式(13.15) 

の2乏から Zil-zきと乗じて

i.Z 21a :=; ).2 l" 22β 宮

崎口 Zu"'lIIZ/) (13.83) 

[EZ2山 lZ2!ZU-1S12-).2IJfJ::= 0 (13.84) 
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から得てもよい。

しかし，式 (13.84)による場合は h 個の固有値を得るが， いま P2>Plで

あうて式 (13.32)から明らかなように P2-Pl個の固有値はぜロとなる。すな

わち，ゼロでない固有値は Pl個となる。したがって，計算時間と労力の節約

からいって，式 (13.84)から数値計算するよりも式 (13.81)から計算を始める

ほうが望ましいわけである。そして，このような通常の行列の固有値と固有ベ

クトルの計算は電子計算機のプログラムによるのがよい。

このようにして，正準変量の係数aとFが推定されると，他の解法でも因子

評点(臼ctorscore) を算出するように，各観測対象ごとに a':X:jω と3、ω

(j=1，2，…)を算出する。そして，正準変量の意味する評点 (score)について，

ふたたび正準変量の解釈を吟味して，さらに検討する実質科学上の仕事がある。

13.4.2 検定の方法

正準相関分析に関する検定は，正準変量そのものについてよりも，その基礎

となっている正準相関係数について行なわれる。

すなわち，Pl個の観測特性と h個の観測特性がそれぞれ対応して構成する

こつの正準変量の聞の相関性はゼ、ロであるという帰無仮説を検定する。そして，

Pl個の正準相関係数のうち，いくつまでが上の帰無仮説に関して統計的に有意

性を示すのか， これに伴って正準変量をとりあげる基準にすることができる。

ここでは最も頻用されている検定法として， Bartlettが1941年に Biometrika

に提唱した方法を引用する。

いま，簡単のために前節で推定された正準相関係数んを単にんとしるし，

これらが大きさの順にえ1<=とん:?:…:?:Ap，とおかれているとする (ρ1::;;ρ2)。

このとき，Ai2 の同時分布は

~ ~ c. n {Aip，-p，-1(1_A.2)Cn-p，-p，-ll/2 n (ん2ーん2)・dAi2} (13.85) 
j=j+1 

rg(ト z+サ
C三 πP11
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で与えられる。

さて， Wilksや Hotellingらによっても提唱されたように，いくつかのん

が同時にゼロでないことを検定する有力な基準(criterion)として

p， 
d三日 (1ーん2)， Pl ::三 P2 (13.87) 

で示される統計量を設ける。

ここで， もし仇=1であれば，Aの分布は本質的には A12の分布であり，

式 (13.85)の分布は Fisherのz分布に変換でき，これによって容易に検定で

きる。また，Plニ2では， Wilksにより同様の分布がゾ互について示されて

いる。

さらに，Pl>2に関し Bart1ettはすべてのんがゼロであるという帰無仮説

のもとに，良い近似で次の統計量

作一{n-;加 Pa1)}10gA (日 88)

が自由度 ρlP2の χZ分布に従うことを示している。

そして，この検定によって帰無仮説が棄却されれば，Aに最も大きく寄与す

るんを除いて，Pl-1個の根仏…，APl について同様の有意性の検定を行な

っていくことを提唱している。すなわち

Pl 

A1 == rr (1-Ai2) (13.89) 

とおいて，

χ2 == -{n十日a1)}10gA1 (13.90) 

が自由度 (Pl一1)(P2-1)の χ2分布に良い近似で従っていることを用いて検定

を行なう。

このように逐次的に検定し一般に r-1番めまでの検定でその帰無仮説が棄

却されたとして，その後は残りの Pl-r+1個の根についてゼ、ロであるという

仮説を

p， 
Ar_l三日 (1-Ai2)， rニ 2，3，…，Pl (13. 91) 
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とおいて

作一{n志向+1料ι1 仰 2)

が自由度 (P1-r)(p2-r)の f分布に従うことによって検定する。

この逐次的な検定により，正準相関係数の大きいほうから次第に小さいほう

にわたって帰無仮説をせばめていく。そして，いくつまでの正準相関係数を除

いたときに帰無仮説が捨てられなくなるかを知る。この継続的な検定手順によ

って，統計的に有意な正準相関または正準変量のみをとりあげ，実質科学上の

考察を行なうのである。

次に，正準相関分析の数値計算例を，普通感官 (commoncold)の状態像に

関する調査例*で示そう。ここでは比較的観察しやすい6種類の全身症状と 7

種類の呼吸器症状の聞の正準相関の検定を行ない，正準変量の意味する因子的

解釈を検討している。

ここでとりあげられた全身症状は，頭痛，悪感，食欲不振，倦怠感，関節痛

および作業意欲の6項目，呼吸器症状は，くしゃみ，鼻汁，鼻閉，咽頭痛，嘆

声，咳および疲の 7項目で，いずれも頻度 (frequency)と強度 (intensity)を

適切に勘案した4点法を各症状項目の重篤さの評価尺度として観測している。

観測資料は 1週間以内に治療した軽度の 219例の初診時の詳しい記録に基づい

ている。

次の表 13.1は，各症状項目ごとに素点分布を正規化したあとの 13症状聞の

相関行列 R を示している。

もちろん，正準相関分析は標本分散共分散行列から出発して解析できるので

あるが，ここでは各症状項目の値をすべて N(O，1)に規準化した分布として各

症状項目の重みを同一にして解析を行なっている。この出発が分散共分散行列

である場合の差異は本節末尾の試算結果で吟味しよう。すなわち，この適用例

では式(13.1)のおjω は全身症状特性 (ρ1=6)，x/2)は呼吸器症状特性 (p2=7)

で，

x/ = [x/1)'， x/2)'] ， j = 1，2，…，219 

とおいている。また，式 (13.70)では

本 御旅屋，藤元により第 14回生物統計学会 (1966)総会で発表された一部分である.
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表 13.1 普通感冒における 13症

会 身 症 状

頭Xl痛 l 悪X2感 l食妻子振 l 倦 兵 感 関X節5痛 I 作業X意6欲

Xl 1.0000 0.4047 0.2030 0.4933 0.1890 0.3497 

X2 0.4047 1.0000 -0.0038 0.3336 0.3680 0.3653 

X3 0.2030 -0.0038 1.0000 1).4384 0.0069 0.4075 

X4 0.4933 0.3336 0.4384 1.0000 0.2197 0.5592 

X5 0.1890 0.3680 0.0069 0.2197 1.0000 0.1831 

X6 0.3497 0.3653 0.4075 0.5592 0.1831 1.0000 

X7 0.2731 0.0448 0.0990 0.1713 0.0508 0.0419 

X8 0.3755 0.1401 0.1339 0.2734 0.1018 0.1540 

X9 0.1545 0.1233 -0.0157 0.1552 -0.0092 0.0945 

XI0 0.2531 0.0941 0.1294 0.1875 0.0496 0.2129 

X11 0.0292 0.0602 0.0511 0.1144 0.0615 0.1209 

X12 0.1483 0.0800 0.0919 0.0924 0.1377 0.0476 

X13 0.1598 0.0974 0.1658 0.1883 0.1017 0.1541 

β=i=O， 1=R 

である。

したがって，正準相関係数の 2乗を固有値とする式 (13.81)に必要なP1X仇

非対称行列を 111-1112122-11 21 とし，R を同形に分割して R11-1R12R22-1R21 

を計算すればよい。この P1Xρ1行列を算出すると表 13.2のように得られる。

表 13.2 1E準相関と正準変量を算出のための 6x6行列 (R11-1R1.R..-IR.1)

( 1 ) (2 ) (3 ) (4 ) (5 ) (6 ) 

( 1 ) 0.1661 0.0453 0.0594 0.0982 0.0408 0.0535 

(2 ) -0.0230 0.0029 -0.0147 -0.0090 -0.0058 -0.0066 

(3 ) 0.0232 0.0013 0.0293 0.0142 0.0217 0.0099 

(4) 0.0414 0.0260 0.0122 0.0467 0.0082 0.0256 

(5 ) 0.0178 0.0035 0.0194 0.0089 0.0273 0.0006 

(6 ) -0.0049 0.0067 0.0116 0.0135 -0.0087 0.0427 

さて，この固有値は大きさの順に

A12 = 0.2∞6 = (0.4479)2， A42 = 0.0192 = (0.1386)2 

A22 = 0.0518 = (0.2271)2， As2 = O.∞67 = (0.0818)2 

Aa2 = 0.0351 = (0.1874)2， A62 = O.∞20 = (0.0446)2 
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状の重症度聞の相関行列

呼 吸 器 症 状

2PIt判明 l野!日 1 2 2 X疾13 標(参準考偏差) 

0.2731 0.3755 0.1545 0.2531 0.0292 0.1483 0.1593 0.7531 

0.0448 0.1401 0.1233 0.0941 0.0602 0.0800 0.0974 0.5284 

0.0990 0.1339 -0.0157 0.1294 0.0511 0.0919 0.1658 0.6102 

0.1713 0.2734 0.1552 0.1875 0.1144 0.0924 0.1883 0.7734 

0.0508 0.1018 -0.0092 0.0496 0.0615 0.1377 0.1017 0.3323 

0.0419 0.1540 0.0945 0.2129 0.1209 0.0476 0.1541 0.7164 

1.0000 0.4967 0.1812 0.1801 0.0420 0.0506 0.1575 0.8546 

0.4967 1.0000 0.3151 0.2310 0.0274 0.0949 0.2357 0.8010 

0.1812 0.3151 1.0000 0.2936 0.2369 0.1136 0.1324 0.8563 

0.1801 0.2310 0.2936 1.0000 0.2957 0.3240 0.2563 0.7921 

0.0420 0.0274 0.2369 0.2957 1.0∞o 0.1486 0.1559 0.5097 

0.0506 0.0949 0.1136 0.3240 0.1486 1.0000 0.5467 0.8657 

0.1575 0.2357 0.1324 0.2563 0.1559 。‘5467 1.0000 0.7363 

と得られ，正準相関係数はこれらの平方根として上に小数第4位まで正確に示

している。

次いで，これらの固有値に対応する固有ベクトルを求めるわけであるが，こ

のベクトノレを一意的に定めるには，式(13.74)のように aω'Rllaω=1を満

たすように算定する。また) a<i)に対応する他方の正準変量の係数ベクトノレ

s(引は式 (13.82)によって直接に求められる。

これらの正準相関係数と正準変量の係数ベクトルの計算結果を示すと，表

13.3の形式にまとめられる。

また，このときの B2は表13.4に整理し，X(2)に関する係数行列[B1'，B2'] 

として示している。

このようにして， 式 (13.35)および (13.36)にあたる正準変量が得られる。

ここで，数値計算の検算のために，いちど算出された正準変量の聞の相関行列，

すなわち式 (13.42)または(13.43)を求めておくとよい。表 13.5では，相関

行列の最も主要な A'Rll' B1' R22Bh A' R12Bh B2' R22Bh B2' R22B2および

A'R12B2の部分に点線を入れて算出した結果を示している。

この数値例では相当に正確な結果を得ていることが知れる。



338一一 13章正準相関分析法

表 13.3 正準相関係数と正準変量の

正準相関係数 .(1=0.4479 .(2=0.2271 λ，=0.1874 
正準変量の係数 a(1) 戸〈日 a (2) 戸(2 a(3) 戸(3

Xl X7 0.8430 0.2294 -0.4810 0.5289 0.3029 -0.1732 

X2 X8 0.1223 0.6537 0.1770 -0.0358 0.2009 -0.0173 

X3 X9 0.1455 -0.0481 0.2760 0.3重22 0.7599 -0.8235 

X4 Xl0 0.2224 0.3569 0.3147 0.4436 0.4047 0.1323 

X5 Xll 0.1118 -0.0320 -0.4064 0.3066 0.6666 0.3259 

X6 X12 -0.0082 0.1319 0.9186 0.7898 0.3005 0.1659 

X13 0.1016 0.5576 0.4768 

表 13.4 ~(引に関する係数行列

0.2294 0.5289 -0.1732 0.1156 0.7141 -0.2184 

-0 6932似313拙6完収62“37治支49831J 1l1 l川I 

0.6537 -0.0358 0.0173 0.2001 0.3211 -0.2158 O. 

-0.0481 0.3222 0.8235 0.4109 0.1162 0.3467 -0. 

[.8/1B2' 0.4436 0.1323 -0.9013 0.2742 0.0123 -0. 

-0.0320 0.3066 0.3259 0.4993 0.0399 0.8265 -0. 

0.1319 0.7898 0.1659 0.3821 0.7551 0.0244 -0. 

0.1016 0.5576 0.4768 0.2215 。目6788 0.6756 O. 

次に，表 13.3で示した正準相関係数の有意性の検定を13.4. 2項の方法で行

なってみよう。このためには，まず式 (13.87)や (13.91)によって Ar，ゐ，…，A6 

を求め， これらの対数値を用いた式 (13.88)または (13.92)で f検定を行な

うことになる。この計算手順と結果および検定を表 13.6で示している。

0.9999 

-0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.4478 

0.0000 

0.0000 

-0.0000 

0.9999 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.2271 

-0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.9999 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.1874 

-0.0000 

-0.0000 

-0.0000 

0.9999 

-0.0000 

0.0000 

-0.0000 

0.0000 

0.0000 

表 13.5 正準変量間
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0.0000 

[0000000:;-jfO01揃立 -o::-0.0000 0.0000 ー 1.0000 0.0000 0.0818 -0.0 

0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0446 

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 



13.4 正準変量と正準相関の推定と検定一一 339

係数ベクトルの計算結果

ん=0.1386 2，=0.0818 2，=0.0446 
a(4) fJ"】

aCS) fJ(5) a(S) fJ" 

-0.5933 -0.1156 0.2495 -0.7141 -0.0262 -0.2184 

0.5580 0.2001 0.3844 0.3211 0.9677 -0.2158 

-0.0852 0.4109 -0.3845 0.1162 0.7437 0.3467 

0.8740 -0.9013 -0.7779 0.2742 -0.4538 0.0123 

0.3464 0.4993 0.4033 -0.0399 -0.5188 -0.8265 

-0.6179 0.3821 0.4780 0.7551 -0.3361 0.0244 

0.2215 -0.6788 0.6756 

この表の第 i"fIJの検定は，第 i+l番め以下の正準相闘がゼロであるという

仮説に対する判定結果を示している。したがって，この数値例の結果では表の

第1列のみが有意で，他の列はすべて有意でないので第 1番めの正準相聞のみ

が認められ，第2番め以下の正準相聞は今回の分析では積極的にとりあげられ

ない。このような正準相関係数の検定結果は，各正準相関に対応して求められ

た正準変量の因子的考察や解釈を行なうときの採否の限度とする。

この解析例では，ただ 1個の正準相関だけが統計的に有意なので，これに対

応する 1対の正準変量のみが考察されている。この解釈には他の面からの吟味

も加えて，今回の対象症例のような軽度の普通感冒における基本症状度と考え

られた。

なおこの数値例を，相関行列からでなく，分散共分散行列から出発して解析

の相関行列

0.4478. 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 O.OOOOl 

0.0000 0.2271 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 i -0.0000 I 
-0.0000 -0.0000 0.1874 -0.0000 -0.0000 -0.0000 i -0.0000 I 
-0.0000 0.0000 0.0000 0.1386 0.0000 -0.0000 : -0.0000 I 

-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0818 -0.0000 i 0.0000 i 
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0446 i -0.0000 I 

0.9999 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 

¥ -0.0000 0.9999 -0.0000 -0.0000 -0田0000 0.0000 i -0.0000 

100000-0.00000.99990.0000-00000-00000iooooo 

: -0.0000 -0.0000 0.0000 0.9999 -0.0000 -0.0000 i O.OOOO! 

i -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.9999 -0.0000 1 -0.0000 I 
0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0剛一0.0000 0.9卿 i -0.00001 

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000. -0.0000 i 0.99991 
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表 13.6 正準相関の検定

正準相関係数
λ1 .12 』‘

0.4479 0.2271 0.1874 0.1386 0.0818 0.0446 

1-.1.' 0.9482 0.9649 0.9802 0.9933 0.9980 

A._， 0.7236 0.9052 0.9381 0.9723 0.9913 0.9980 

Xobs.2 72.23 24.76 13.54 5.96 1.85 0.42 

d.f. 42 30 20 12 6 2 

X2値 (51%%) (58.14) (43.8) (31.4) (22 1.0) (12.59) (5.991 ) 
66.20 50.9 37.6 6.2 16.81 9.2 

有意性の判定 | ホホ 1-I - I 
i主**は 1%の危険率で有意性を示す.

した結果を参考として表 13.7に示しておく。

さきの表 13.3とこの表を比較し，固有値は全く同一であり，係数ベクトルは

表 13.7の係数ベクトノレの各要素(i=1，2，…， 13)に対応する標準偏差(表 13.1)

を乗じた値が，表 13.3の結果になっていることを明示している。

13.4.3 観測特性を m 個の部分ベクトルとする正準相関分析

これまでは多変量観測特性を 2群に分けた際の正準相関分析を記述してき

た。 Horstは， 1961年にこれを一般化して，多変量観測特性を m群に分けた

ときの正準相関分析を展開した。したがって，この場合の解析の実質科学的な

意図および用途はこれまでの 2群の場合と全く同様で，単に考案と定式化上の

拡張にあたる。

いま， ρ次元観測特性ベクトル a を要素がそれぞれ Piの m個の部分ベク

トル X(i) に分けて考える。すなわち ρ=L:めとして

表 13.7 分散共分散行列を用いて解析した正準相

.1， =0.4479 .12=0.2271 .1，=0.1874 

正準変量の係数 a(l) β(1) a叩 声明3 a日〉 fJ(3) 

Xl  X 7  1.1194 0.2685 0.6387 0.6189 -0.4023 -0.2027 

X2  X 8  -0.2314 0.8061 0.3351 -0.0442 0.3802 -0.0213 

X3  X9  0.2347 -0.0563 -0.4451 0.3762 1.2254 -0.9616 

X4  XI0 0.2876 0.4506 0.4069 0.5601 -0.5233 0.1671 

X5  X11 0.3267 -0.0629 -1.1869 0.6016 1.9468 0.6394 

X6  X12 -0.0115 0.1525 1.2822 -0.9124 0.4195 0.1917 

X13 0.1381 0.7573 0.6476 
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i= 1，2，…， m (13.93) 

とおしまた，これらの n個の観測値ベクトルには観測番号 (j)を添字とし，

一括して次のような観測値行列 X を新たに定義しておく。

I-Xlω， Xl (2)' '"Xl (m)' 1 

X = [x/i)'] = I X2(ll' X2(2)I…X2附， I 

LXn (1)' Xn (2)'…Xη{削 'J

(13.94) 

したがって，上の X の各要素がすでに規準化されているとすると，標本相

関行列 R は，

R = X' Xjn (13.95) 

で示され，この R と X は観測特性の m個の部分ベクトルの観点から

R = [RiJ]， X=  [X<ll， X久…，X刷] (13.96) 

とも書くことができる。 i，j=1，2，…，m

さらに，対応する m対の正準変量としてっくりうる数 hとしては

k = min (Ph P2，…， Pm) (13.97) 

であり，第 z部分ベクトルの要素でできる h個の正準変量を

zω =X(i)b【臼， i= 1，2，…， m (13.98) 

とする。ここに，Zω は nxk行列， X(のは nxあの観測行列であり， bω 

関係数と正準変量の係数ベクトノレの計算結果

ん=0.1386 -<，=0.0818 λ.=0.0446 
B2'={J(7) 

a叫〉 sC4l a(S) s(5) a'回 s'肋

-0.7878 -0.1353 0.3313 -0.8356 -0.0348 -0.2556 -0.7459 

1.0560 0.2468 0.7275 0.3960 1.8313 -0.2661 1.1521 

-0.1375 0.4798 -0.6200 0.1357 1.1993 0.4049 -0.4238 

1.1301 -1.1379 -1.0059 0.3462 -0.5868 0.0156 -0.3518 

1.0117 0.9795 1.1779 -0.0785 -1.5150 -1.6213 -0.2086 

-0.8625 0.4414 0.6673 0.8722 -0.4692 0.0282 -0.4211 

0.3009 -0.9217 0.9175 0.0595 
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は第 i観測特性群に関する Pixkの正準変量の係数行列を示している。

そして，これらの m個の観測特性群に関する h個の正準変量聞の相関行列

pは2個の特性群の場合を拡張した次の形式で示される。
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_ . r Z<臼'Z<jll
P = LPijj = 1一可一一| (13.99) 

この具体的な形を， 13.1節の式 (13.43)の拡張として，次に示しておく。
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(i) = 

式 (13.95)の R から出発して上のような正準変量を得るために，ま

ず pの形式に注目し R の形を変えておく。

いま，式 (13.96)での R

さて，

(13. 101) i= 1，2，…，m Rii = tit;' ， 

R“を単位行列にする操作を行なうと，なるあ次行列 ti を考え，

(13.102) i = 1，2，…，m Ri/ = ti-lRijt/-l， 

(13.103) 

と変換される。すなわち，Rはすべての iに関する tiによって，次の形式の

R*とすることができる。

i= 1，2，…，m Rii* = 1， 
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1 R'iz Rも一一一-R'i.，

R~1 1 R~3一一一--R;.，

R事= R・31 

R! .，1 

*

M

H

*

M

 

R
l』

1
1
1
1
R

1 -一一-R;.，

KL一一-~j

(13.104) 

そして，このことはもとの観測値行列 Xω の立場から考えると，

y(臼 =X(i)t/-1 (13. 105) 

の変換を行なっていて， この yCi)の相関行列が R*になっている。すなわち

RiJ* =y(i)'yCj)/n (13.106) 

ということである。

また，このような yω について，式 (13.98)で定義した正準変量 Z仰との

対応をつけるならば

ZCわ =yC臼β{叫 (13.107) 

となり，この β(れについては Xω の係数行列 bω との聞で

fJCi) = t/bCi) (13.108) 

の関係にあることが知れる。

上の関係式を i=1，2，…，mについて， もっと一般的に整理し見透しをよく

するために，新たに次の行列を定義する。

y= [y【1)，yC2)，…，y同)1 

Z=[Zω，Zω，…，Z川]

(13.109) 

(13.110) 

I t， ^ I <1.  0 I 
Dt= I 匂" I 

l 、，
I 0 "，ι| 

(13.111) 
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I blZ) 0 I 
Db= I "" I 

I 0 -'blm) I 

このとき

かつ

であることがわかる。

イ j
pω0 

o -slm) 

R* = Dt-1RD/-l， 

D/-IDs = Db' 

p=D/RキDs

(13. 112) 

(13_ 113) 

(13.114) 

(13. 115) 

さて，これまでは単なる変数変換を考えてきたが，ここで式 (13.100)で示さ

れている pにある基準(criterion)を導入し，yに対する正準変量の係数行列

Dsを決定する問題を考える。もし，この Dsが得られれば式(13.114)により

Dbは得られ，初めに意図した正準変量の式 (13.98)が求められたことになる。

この基準について13.1節の 2個の部分ベクトル (m=2)からなる観測特性ベク

トルの正準相関分析の場合には，式 (13.21)の正準変量の対として a山'x(i) と

fJ<h)'X山の相関性を最大ならしめる係数ベクトル a山と点山を相関係数の

大きなほうから順に h=1，2，…，Pl(Pl-:'三P2)と求め，対の異なる正準変量聞の

相関はゼロとするものであった。本節の m個の部分ベクトルの場合に， 前節

の第 h正準変量の係数ベクトルゲh)，s'hl に相当するのは，各係数行列 βω

の第 h列ベクトル s・h(i) である。 ここに βイ臼は Pi 次ベクトルで，i=l， 

2，…，mかっ h=1，2，…，kとなっている。これについて，次の ρxm行列 Do'h

を定義しておく。

一-...，βh一一

β{y 

。!?

。、

。
、βlm)

'h 

(13.116) 



13.4正準変量と正準相関の推定と検定一 345

ここで，この m 組の第 1正準変量聞の相関行列を仰とすると，この行列は

m次で

1 P ¥2 pj3 一一一一-pim

pfl 1 pp 一一一一-ρ?m
(13. 117) 

Pl= I p11 pf2 1 一一一一一p1m

，、、

P '('1 P f'2 P 73 一一一一ご 1

= Dp./R*Dp.， (13.118) 

と示すことができる。ここに Plの対角線要素は 1であり ，Dp.，の要素はすべ

て規準化されている。

したがって，観測特性ベクトルを m 個の部分ベクトルとして正準相関分析

を行なう基準として，まず h=lの場合に各 FJ41が規準化されているという

条件下で， Plのすべての要素の和を最大ならしめるような各 s.，(臼を決定す

る。すなわち

。1三 l'Pll-m (13.119) 

を最大化するような規準化された各 s.，(仰を求めることになる。ここに 1はす

べての要素を 1とする m次ベクトルである。

また，このことは

P1三 R*-I (13.120) 

とおいて，式 (13.118)により

。1= I'Dp.，'PIDp・，1 (13. 121) 

を

Dp.，'Dp.， = 1 

なる条件下で最大ならしめる Dp• ， を求めるといってもよい。

これを解くには，常法によりラグランジュの m 次乗数ベクトルムを用い

て

ψ1 = Ol-1' Dp.，'Dp.，Al (13. 122) 



346一一 13章正準相関分析法

を Dp"の各要素により偏微分し，その結果をゼロとおいてできる m元連立方

程式を各 βJd}の規準化のもとで解くとよい。すなわち

1 oct 
一一一一」一一=P，D8..1-D8..A.' = 0 2 o(I' Dp.，') -~- p・1- - P'l"~ 

を得る。上式の左から DpJを乗ずると式 (13.121)の条件により

Dp•,'P1Dp•,1 =λ1 

を得，これは式 (13.118)により

P11-1 =主1

とも書ける。また，このとき式 (13.121)は (13.124)によって

。1= l'λ1 

であり，O1は λ1の要素の総和になっている。

(13.123) 

(13.124) 

(13. 125) 

(13.126) 

実際に Dp・1 を算出するには，式 (13.123)を反復収束の計算を行なって得

られる。すなわち，んの要素からなる対角線行列を d とすると，式 (13.123) 

は P1Dp• ，1 =Dp• ，Al と書けるから，

P1Dp" = Dp•,A (13. 127) 

に基づいて Dp" を求める。この式は，P1 に関して m個の固有値を値の大き

いほうから求めてそれらに対応する固有ベクトルを算出することになる。この

際の固有ベクトルが Dんを構成する。したがって，算法としてはパワー法が

適用できる。

この手順は，次の方法によって，r=1，2，…として係数行列 Dんが数値的

に十分に収束するまで演算を繰り返す。

まず，Dp.，のあらい第 1近似の Dp./を与え，

→( i ) 

(ii) 

一(iii)

P1Dp• ，' 主主 Dp• ，T

DpJFDpJ三主A2

Ds./ A-1三主DpJ+1

の順に計算をすすめ， (iii)の段階では Ds./と DpJ+1の接近を調べる。そし

て，まだ十分な収束解でなければ，rを更新して (i)の演算にもどる。

さて， このようにして Dんが得られれば，次いで第2の正準変量の係数行
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列 Dんを求める。この際の基準としては，

の条件のもとで

Dp.，'Dp.， = 0 

Dp.，'Dp.， = 1 

。2= 1'Dp.，'P1Dp.，1 

を最大化する Dんを求めることを考える。

(13.128) 

(13.129) 

(13.130) 

この解法も第 1正準変量の場合と同様に，ラグランジュの乗数ベクトルん

および T21によって，次の関数

。2=山一1'Dp.，'Dp.，T21-1'Dp.，'Dp.，).2 (13.131) 

をつくる。そして，この関数を Dんの要素で偏微分した結果をゼ、ロとおいて，

m 元連立方程式を式(13.128)と(13.129)のもとで解くことになる。すなわち

1 oo 
一一一U'f'2一一二 PIDん1-Dp.，T21-Dp.，).2= 0 
2 o(1' Dp.，') 

(13.132) 

を得る。上の式の左から Dp./を乗じ，式 (13.128)および (13.129)によって

整頓すると

Dp./PIDp・，1= T21 

を得，これを式 (13.132)に代入すると，

(1 -Dp.pp./)PIDp・，1= Dp.，).2 

となる。これは，また式 (13.128)によって，

(I-Dp.Pp./)PI(I-Dp.Pp./)Dp・，1= Dp.，).2 

とも表現できる。ここで上の式を一貫した形式にするために，

P三 (I-Dp.Pp./)P(I-Dp.pp./)

とおくと，式 (13.135)は

P2Dp.，1 = Dp叫ん

(13.133) 

(13.134) 

(13. 135) 

(13. 136) 

(13.137) 

と書ける。 この式は式 (13.123)と同じ形式で， これによって第2の正準変量

の係数も第1の正準変量の場合と同様に算出できることがわかる。

次に，一般に第 h 番めの正準変量に関する Dp• h について考える。このとき

は，
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の条件のもとで，

DT."'Dt.，， = 1， h = 1，2，…，k 

Dt.，，'DT.j = 0， j = 1，2，…，h-1 

仇 =l'DT.，，'P1Dp.Al 

を最大化する Dp•• を求めることになる。

そこでラグランジュの関数は

h-1 
ψh=仇-21FDpFゆ j-l'Dt.，，'DT'hAh

(13.138) 

(13.139) 

(13.140) 

(13.141) 

で示され，rhfとんを常数ベクトルとしている。この関数を Dp'hの要素で

偏微分し，その結果をゼロとおく。すなわち

1 drth n :n， h;:，l 
一一一 V 'f/h一一=P1Dþ..l-~. Dp.jrhj-Dp.hAh = 0 2 d(l' D p•h ') - ，-P..- f;'l 

(13.142) 

を得る。この連立方程式のそれぞれに対応する Dt./を左から乗じ，式(13.138)

と(13.139)の条件を適用すると

Dp./P1Dp.，，1 = rJh， j = 1，2，…，hー1 (13. 143) 

を得る。ここで式 (13.136)のように.次式

h-1 h-1 
R三 (I-EDF2DU)P(I-ADJU) (13.144) 

を定義すると，上の Ph はまた

Ph = (1 -Dp.，h_I)Dp.("_I)')Ph_1(1 -Dp.(h_I)Dt.("_I)') (13. 145) 

とも書ける。

したがって，式 (13.143)は上の記号を用いて

PhDp."l = Dp.hAh (13. 146) 

と表現することができる。この式の形も式 (13.123)および (13.137)と同じ形

式で，ただ第 1，第2正準変量の際の Ph P2 を第 h正準変量のときは Ph に

変えるだけの系統的な手順で DT'h が得られることがわかるo ，すなわち，式

(13.146)の形式で h=1，2，…，kに関して成立している。 したがって，実際の

計算も Dt.! で記述したとおりの手)1国で得られる。
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とのよう認して， …般に Ds・九

た草書室変設が式 (13.錦)

でさばえとして p
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(13.114)により Dt が袴ら

られたことになる。なおタこ

には， 式 (13.114)と(13.115)に

よって

と

l;、

p出 D，/RD" (13芭 147)

られる。

13.5 異なった観灘対象群に関するま準分軒譲

グトyレX/il t2，・円安 k;

うと 1毒事の議議事i対象での多

たはカテゴリー

られ?こと
，.. ~ 

o 、日'-

集団内め分散共分散行列 JS35rtiI はすべてい間一の zであると奴支え句ずる。

このようにすると，まず第 z母集団における母分散共分散行列 .Ewωは不偏

捻定量の形式として
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iW(i】一手(x/の-f(i))(Xjω-f(i))'
w 一戸1 (niー 1)

(13.148) 

ここに 定的 =.L: X/i) /ni 
j 

で与えられ，しかも各 Iw(引がすべて共通の Z であるという仮定によって，

Z の最良推定量としては h個の iw(引を併合した次式

三(niーはw(i)

iw=こ土 (n-k) (13.149) 

が得られる。 これは h個の母集団における標本群内分散共分散行列 (sample

within -variance-covariance matrix)とよばれるものである。

一方，上記の h個の母集団に関して得られた標本の全分散共分散行列 (totaI

variance-covariance matrix) i 0 は

k n， 
.L: .L: (Xjω-f)(x/i) -f)' 

io = i=lj=l 
(nー1)

(13.150) 

k 

ここtこ n三.L:ni ， 実三.L:.L: xjω/n 

で与えられる。

したがって，k個の母集団に関する標本群間分散共分散行列 (sample

between-variance-covariance matrix) i B は，独立な分散共分散行列の加法性

Iw+IB=Ioに基づき，偏差積和行列 (dispersionmatrix)の引き算から

iB=in-1)io一(n-k)iw (13.151) 

によって示される。

さて，このような P次元空間における観測点の h個の群の標本分散 iB を

最大限に表現するような新しい軸

y=CX (13. 152) 

を，Pミqなる q次のベクトノレで、考えていく。 ここに Cは qxpの行列を示

している。 この qが正準軸または共通因子の数と考えられ，この Cxによっ

て，これらの軸が何を意味するか，また新しい標本を得たときにこの標本が Cx

の測度のうえでどの母集団またはカテゴリーに近い性格のものであるかを考え
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るとともできる。

しかし，あらかじめこのような qはわからないので， Cを最大限の pxp行

列として解析をすすめ，その数値結果によって，ちょうど主成因分析法で行な

ったように，解法の中の固有値を大きい順に並べて吟味する。すなわち，観測

データの変動を説明するに十分な固有値を考察する。このことは，固有値の大

きいほうからの累和がその行列のトレース (trace)に対し 70-80%程度の百

分率を示すような固有値の数 qを採用することになる。

いま，式(13.152)の C をX から y に変える変換行列として考え，この y

によって，最大化をはかる群間分散共分散行列 ~B をつくると

ciBc' (13. 153) 

を得る。ただし， Cの要素が無制限に大きくなる不定性があるので，次の

ciwc' = 1 (13.154) 

なる制約条件を設ける。そして，式(13.154)のもとで式 (13.153)を最大にす

るような Cを求めることに帰着させる。このように考え方と取り扱いを整理

してくると， この解法はすでに記述した正準相関分析 (canonicalcorrelation 

analysis)に類似してくる。

いま，式 (13.154)をもっとわかりやすい形式

とするために

すなわち

LL'=I 

(CiWl/2)(iwl/2'C') = (CiWl/2)(Ciwl/2)' = LL' 

L = Ciw1/2 

とおく。ここに，この Lによって式 (13.153)は

ciBc' = (Ciwl/2)iw-l/2iBiw-1/21(Ciw1/2)' 

(13. 155) 

(13.156) 

= L(iw-l/2iBiw白 1/2')L' (13. 157) 

となる。

したがって，本節での問題は

A = iw-1/2iBiw-l/2' (13. 158) 

とおくとき， LL'=Iのもとに LAL'を最大にする L を求めることになる。
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このためには，式 (13.54)で行なったのと同様に，ラグランジュの乗数を対

角線行列にした dを用い

LAL'-.A. (LL' -1) 

の対角要素を L'の対応する列要素で偏微分してゼロとおき次式を得る。

AL' = L'.A. (13.159) 

ここに，.A.は式 (13.158)で定義された d の P偲の固有値で得られるが，L' 

はこの P個の 1の値に対応して得られる直交した固有ベクトルを規準化して

各列とした正方行列を示している。

このようにして L を得れば，式 (13.156)の関係から L:Ew-U2によって C

が得られ， 前述のように固有値の累和とトレースの百分率を配慮して qを定

め，式 (13.152)により最終的に求めている yが得られるわけである。

とくに，式 (13.159)において，観測変量の数 ρと母集団またはカテゴリー

の数 hの間で，もし p:::;，k-1であれば独立な相異なった固有値は ρ個だけ得

られ，また他方 ρ>k-1であれば固有値は P一(k-1)個のゼロ値と k-1個

の相異なった根が得られる。このことは固有値に対応する固有ベクトルの採否

に関係し，p:::;，k-1ならばP本の正準軸が得られ，p>k-1なら k-1本の正

準軸が 1次独立なものとして得られることを示している。

上の式 (13.159)は数式の形式としてよく整っているが，実際の計算にはあ

らかじめ iW-1/2を計算しておかねばならない。このために数値計算としては

むしろ式 (13.153)と (13.154)から直接的に出発するほうが楽である。すなわ

ち

ci BC' -.A. (Ci wC' -1) 

の対角要素を C'の対応する列要素で偏微分しゼロとおいて

iBc'-iwC'.A. = 0 (13.160) 

を得る。さらに，上式の両辺に左から iw-1 を乗じて，

iW-1iBc'ニ C'.A. (13.161) 

をっくり，iW-1iB の固有値の行列 d と固有ベクトル行列 Cを求め， 後に

C を CiwC'=1となるように規準化するほうがよい。
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ここで，1w-11Bは一般に対称行列でないから，主成因分析での計算法は使

えない。普通は固有多項式の根から固有ベクトルを逐次収束的に計算する方法

や非対称のときのパワー法 (powermethod) などが適用される。詳しくは，

固有値と固有ベクトルに関する電子計算機のプログラムまたは図書を参照され

たい。

また，式 (13.151)についての 1o，1wおよび 1Bの関係は，多変量の際の

分散共分散分析表として次の表 13.8の形式にまとめられる。そして， ちょう

ど単一変量のときに F検定を行なうように，Iw=IBに関する帰無仮説の検

定も偏差積和行列の値の比を用いて行なえる。

表 13.8 分散共分散分析表

変動因 自由度 平方和

群 間 k-l (k-l)tB 

群 内 n-k (n-k)tw 

全 体 n-l (nー l)to

次に，先節からの長方形に関する検証例を用い数値計算の手順を示そう。

いま，表2.3の観測資料が表 13.9のように 3個の母集団(またはカテゴリー)

に分類できていると仮定する。

表 13.9 母集団ごとの観測対象

観測対象の番号
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この分類は，各長方形が図 8.1のように二つの因子 α と Pの相対的な大き

さで示されるので，その形状のたて長(第 1群)，ほぼ正方(第2群)，ょこ長(第

3群)で雑な区分をしている。また，各群内の標本分散共分散行列に有意差は認

められないので，ここで各群内の母分散共分散は同一であると仮定しうる。

数値計算は， まず式 (13.148)によって各群内標本分散共分散行列 1w仰

(x=1，2，3) を計算することから始まる。同時に，群別を無視して全50標本に

よる分散共分散行列 10を式 (13.150)により算出しておく。
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次いで，式 (13.149)によって各 twω を組み合わせ， 3群に共通な Iwの

最良推定量 twを求める。さらに， この twと toを用い，式 (13.151)に

従って tB を計算する。 ここに，n=50， k=3， nl=17， n2=18， na=15であ

る。表 13.10の上方には，twおよびtBを示している。この計算結果を用い，

表 13.10 群内と群問分散共分散行列および

群内分散共分散行列 :Êw • ただし要素 x10‘

Xl X2 X3 X4 

Xl 4.3053 171.8891 131.4734 6.8512 

X2 171.8891 6865.2425 5251.2610 273.8757 

X3 131.4734 5251.2610 4018.8696 211.6765 

X4 6.8512 273.8757 211.6765 13.1535 

X5 -1. 7485 -69.6119 -51.0615 -0.5545 

X6 2.5695 102.8896 80.8916 6.3343 

X7 51.1681 2048.4137 1610.5641 126.2000 

X8 . 119.7104 4788.3487 3728.2267 257.7570 

群問分散共分散行列 :ÊB • ただし要素x10' 

Xl X2 X3 X4 

Xl 5.2856 211.1861 163.0084 9.8639 

X2 211.1861 8438.9927 6506.1295 386.4741 

X3 163.0084 6506.1295 5065.9658 347.9732 

X4 9.8639 386.4741 347.9732 67.7356 

X5 -0.6870 -35.1193 22.7936 48.2804 

X6 4.6910 179.7582 188.6668 58.3322 

X7 91.2865 3494.0294 3694.3465 1160.9936 

X8 189.6837 7349.0216 7167.1229 1838.4640 

国有値と固有ペクトノレ算出のための行列 :EW-1 :ÊB • ただし要素 X10' 

( 1 ) (2 ) (3 ) ( 4 ) 

( 1 ) -0.1976 -0.3204 0.4860 0.2772 

( 2) -8.0658 -12.3032 18.7882 11.1517 

(3 ) -5.1077 -12.7329 18.6041 8.1121 

( 4) 0.7425 -3.8160 4.9859 0.0250 

( 5 ) 1.1423 -3.1917 4.0351 -0.5307 

(6 ) 0.9465 -3.5072 4.5140 -0.2565 

(7 ) 18.90月6 -70.1607 90.3087 -5.0996 

(8) 26.3534 -108.3426 140.1922 -4.8681 
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ここでは式 (13.161)の形式で固有値と固有ベクトノレを解くために，iw-1iB 

を求める。表 13.10の下方に，この行列計算の結果を示している。

さて， 最終的に iW-1iBの固有値と対応する固有ベクトノレを CiwC'=I

の条件下で求めることになる。この数値例での計算結果を固有値の大きいほう

固有値と固有ベクトル算出のための行列

X5 X6 X7 X8 

-1.7485 2.5695 51.1681 119.7104 

-69.6119 102.8896 2048.4137 4788.3487 

-51.0615 80.8916 1610.5641 3728.2267 

-0.5545 6.3343 126.2000 257.7570 

2.9271 1.1834 23.6560 18.0980 

1.1834 3.7827 75.2546 138.6042 

23.6560 75.2546 1500.2196 2762.4779 

18.0980 138.6042 2762.4779 5340.7311 

X5 X6 X7 X8 

-0.6870 4.6910 91.2865 189.6837 

-35.1193 179.7582 3494.0294 7349.0216 

22.7936 188.6668 3694.3465 7167.1229 

48.2804 58.3322 1160.9936 1838.4640 

49.8876 49.2039 983.4833 1466.8873 

49.2039 53.9924 1076.6746 1660.3504 

983.4833 1076.6746 21471.2281 33088.3406 

1466.8873 1660.3504 33088.3406 51481.3143 

(5 ) (6 ) (7 ) (8 ) 

0.5226 -0.2578 0.1469 -0.1317 

21.2033 -10.2813 5.9584 -5.3162 

14.2801 -8.0532 4.0170 -3.7525 

-1.0979 -0.5981 -0.3044 0.1030 

-2.1510 -0.0841 -0.6004 0.3675 

-1.6335 -0.3389 -0.4549 0.2372 

-32.6096 -6.8028 -9.0814 4.7292 

-43.6362 -12.7735 -12.1387 5.7689 
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から順に示したのが表 13.11である。

この例では k-1=2であるから，初めからこつの固有値に対応する固有ベ

クトルまでが意義をもちうる。参考までに， トレース (trace)に対する比率を

求め，今回の全観測値における各正準軸のもつ意味の強さを示している。

表 13.11 iw-1iBの固有値・固有ベクトルの計算結果

( 1 ) (2 ) (3 ) ...... 
固有値

固 30.118 2.471 0.885X 10-' ...... 

有 すトレースに(%対) 92.41 る比率 7.58 0.00 -・・・.. 
値

和同上(%比)率の累 92.41 99.99 と 100 -・・...

C 1 0.0269 -0.0657 -0.0598 ...... 
C2 -0.0858 -0.0551 -0.0300 ...... 

固
C3 0.1095 0.0919 0.0546 

有
...... 

，、一・ C4 -0.0102 0.0812 0.0716 ...... 
ク C5 -0.0488 0.1649 0.1532 ー.....
ト C6 -0.0053 -0.0697 -0.0593 ...... 
yレ

C7 -0.0136 0.0463 0.0329 -・・・.. 
C8 0.0078 -0.0398 -0.0292 -・・ー・・

i主. トレース=32.5909.

さて，ここでこの 2本の正準軸を因子として考察するわけである。

しかし， このベクトルのままでは解釈がむずかしいので，その援けとして

式 (13.152)の示すように，各 Xj を代入して

め三[:;;]三[-IZ3:;:::;:::-;221aj
の右辺を計算し，yjの第 1要素の値を Yl軸，第2要素の値を Y2軸とし，こ

れらの値を各 j(j=1，2，…， 50)について散布図に示したのが図 13.1である。

この散布図によって，第 1固有ベクトルに関する Y1軸が92.4%の意味の

強さをもって長方形の形状として表現される。これは 2因子 αとFの相対的

な大きさの比較を意味し，その形状のたて長・ほぼ正方・よこ長を示している

と考えられる。また，第2固有ベクトルに関する Y2軸は 7.58%の意味の弱さ

ではあるが，長方形の面積的な大きさを多少とも示しているように思われる。
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図 13.1 二つの因子評点に関する 50例の散布図

もちろん，この検証例については，Yl軸のみで第 1群，第2群，第3群の類

別を示すに十分 (92.4%)な測度を与えていると解釈でき， 九軸 (7.58%)に

ついては無視してさしっかえないようである。いずれにしても，初めに形状を

意識して仮定した群分けが解析結果としても示され，実際と良く合致した興味

ある成績がみられている。

この例で示したように，正準分析法は母集団またはカテゴリー聞の性格の差

異を最もよく表現するような正準軸または因子を探究する方法である。そし

て，軸での座標または因子評点と考えための値を利用して，種々の考察や試

算が行なわれる。

たとえば，あらかじめ YJによって各群(カテゴリ-)別に重心を算定してお

き，新しく個々の観測値叫を正準軸のはる空間での個々の点 Yrとして， こ

の点から各重心までの距離を計算する。そして，この観測対象を距離の最も近

い群のカテゴリーに属するものとして層別するような考察も可能となる。
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このような考察は判別関数法*(discriminant function theory)とごく近い

関係にある。もし，k群の観測対象に正準分析を行ない可能な k-l種までの正

準変量を得たような場合，新しい観測対象をこの k-l次空間で距離の最も近

い母集団に帰属させる判別の方法を適用するならば，誤まった判別による損失

や帰属する母集団に関する事前確率を適用しない線形判別関数*(linear discri-

minant function)と同じだけの意図と情報を有している。すなわち，正準変

量の係数ベクトfレと線形判別関数の係数ベクトルとは各要素の間で線形関係が

示される。 とくに，k=2であれば正準変量はただ 1種類得られるだけで，正

準分析の後に判別の考察を行なうことは判別関数法と全く同等になる。

しかし，正準分析の本来の目的は，観測対象の属する母集団への判別 (dis-

crimination)や一群の対象の層別(classification)をはかるのではなく，観測

特性の次数 ρや対象群の数 hよりも低い，基本的に k-l種より低減した次

数のE準変量を推測して，因子的考察を意図するものである。しかし，このよ

うに k-lより小さい次元の因子空間で正準分析の結果を判別に利用するの

であれば，判別に関する判断基準のうえで判別関数法に劣ることになる。

したがって，一般に，正準分析法を線形判別関数法とは全く異なった目的と

基準 (criterion)をもっ分析法と考えておかねばならない。もし，分析が単に h

個の母集団のうちのどれかへの判別を目的とするならば，正準分析を行なうよ

りも，直接に判別関数法に訴え k(k-l)/2本の線形式による判別のほうが数等

すぐれた精度の判別が行なえる。

13.6 主因子分析法

これまでは正準相関分析法と正準分析法の基本的な考え方と解釈を記述して

きた。本節以降では， これらの考え方を P種類からなる 1観測特性群の場合

の因子分析に適用し，観測資料に含まれるなんらかの成分を対外的基準のよう

にして，因子負荷行列を直接に算出する諸方法を記述する。そして，因子負荷

行列を得れば，因子の抽出と解釈さらに因子評点などの一連の考察がさきの因

子分析法と同様に行なえる。

* たとえば，塩谷実，浅野長一郎共著， r多変量解析論J'情報科学講座(共立出版)，第 2編第 3

章参照.
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これらの方法は4種類に分類され，主因子分析法(principalfactor analysis， 

本節)，正準因子分析法 (canonicalfactor analysis， 13. 7節)，アルファ因子分

析法 (alphafactor analysis， 13.8節)およびアルファ・マックス因子分析法

(alpha-maximized factor analysis， 13.9節)とよばれ，主として C.R.Rao， 

L. J. Cronfach， H. F. Kaiserなどにより開発されてきたものである。

さて， これまでの諸解法と同様に ρ次元観測値ベクトル鳥の基本的な構

造式を式 (3.1)または 3.4節のように

Xj = Afj+ej， j = 1，2，…，n (13.162) 

とおく。ここに，Aは pxq因子負荷行列，fjは q次の共通因子ベクトノレ，

ejは ρ次の確率的誤差ベクトルまたは特殊因子ベクトルである。

また，この Xjおよびfjの規準化を仮定すると，この場合の母分散共分散行

列は母相関行列 Pと同じで，式(3.29)のように Pニ AA'+7J'の関係を仮定し

AA' = P-1T (13.163) 

と書ける。ここに V は誤差分散を対角要素とする対角行列で， また共有性

(communalities)を対角要素とする行列を H2とすると，式 (3.7)により

7J'十H2= 1 (13.164) 

である。したがって，式 (13.163)は

AA' =P-I+H2 (13.165) 

とも書ける。

先章での多因子解法の因子の抽出と解釈には，まず d と7J'の最尤推定を行

ない，そのあとで因子負荷行列を種々の回転法によって変換し決めたわけであ

る。

このことは，最尤推定を行なうと誤差分散共分散行列7J'の推定は一意的に

決まるが，因子負荷行列 d の推定には式 (4.2)で示したように共通因子空間

内での回転変換に関する不定性があることに起因した。事実，この因子負荷行

列の不定性のために，ある基準を設けて直交回転または斜交回転を行ない，簡

素化構造や部分因子を考える余地があったわけである。

しかし，上に列記した4種類の推定法は，この回転に関する因子負荷行列の

不定性の心配を除去して，正準相関分析の考え方を役だたせ，ある基準を最大

または最小にすることによって一意な解を得る方法となる。
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いま，式 (13.16勾で共通因子に関する部分を

C=Af (13.1“) 

とおくとき，主因子分析法は正準相関分析の考え方を適用して， Cの要素の任

意の線形式 a'Cと観測特性 aとの相関ベクトルの内積を最大にすることを意

図する。ここに aは係数ベクトルを示す。 これはおの変動を最大限に a'C

で説明できるような共通因子を抽出しようとすることになる。

ここで簡単に

がいえるから，

COV(.:I:， a'C)= (P-F)a， 

V(a'C) =イ(P-"')a

aのそれぞれの要素と a'Cと相関係数ベクトルは

C'ov (.:1:， a'C) (P-F)a 

.JV(a'C) -伝子二軒瓦

(13.167) 

(13.168) 

となる。そして， .:1:のすべての要素に関する全変動で a'Cの果たす寄与は，

上式の内積

a'(P-"')(P一軍r)aーヨ

a'(P-"')a 一日

(13.169) 

で示される。

したがって，主因子分析での解法は，式 (13.169)で示される Aを最大なら

しめるような aを求めることがおもな仕事になる。

この解法は，常法によりラグランジュの関数をつくり，これを推定すべき母

数で偏微分することになる。いまラグランジュの乗数をえとし，この関数を

。三a'(P-"')(P-"')a-).a'(P-"')a 

とすると，aolaa=Oにより

[(P-.，，)ーえllr=0 

を得，したがって aキOとして

I(P-"')-UI = 0 

がいえる。ここに

r = (P-"')a 

とおいている。また，式 (13.171)から

(P-"')r =えr= )'(P-f")a， 

(13.170) 

(13.171) 

(13.172) 

(13.173) 
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ゆえに

r=.la (13. 174) 

と示される。

このとき x と a'Cの共分散ベクトルの式 (13.167)は，式 (13.173) :および

(13.174)によって，簡単に

Cov(:ぉ，a'C)=.lla=r (13. 175) 

となり，xと a'Cの相関係数ベクトルは式 (13.168)によって

えla .JI;"a 
.Ja'l事三車亙 .Ja'a 

(13. 176) 

と書ける。ここにんは第 1の因子変量における国有値を示している。

このように第 1の因子変量 (factorvariable)として線形式 a'Cが求められ

たわけであるが，次いで第2の因子変量の抽出を考える。この求め方は，すで

に記述した主成因分析法 (principalcomponent analysis)や13.1節の正準相

関と正準変量におけるのと全く同様に，第 1の線形式に独立で、かっこの線形式

による残差変動を最大限に説明するような第2の線形式を考える。このように

線形式を互いに独立に，逐次的に前段階までの残差変動を最大に減ずるように

定めていく。この式は P-Wのランク qの数だけ得られ，これによって q個

の因子変量が解釈される。この q個の線形式を逐次抽出していく計算手順も，

やはり正準相関分析の 13.1節と同じ事情にあり，式(13.171)の q偲の固有値

と固有ベクトルを求めることによって同時に得られる。ここに q話ρである。

ここで，式 (13.171)の q個の固有値を対角要素とする対角行列を d とし，

また対応する q個の固有ベクトルを列に並べてこの pxq行列を (rl>r2，…， 
rq)三rと定義すると，式 (13.163)を(13.171)に適用し

AA'r = r.A. 

と書ける。

また，AA'=r .A.1I2(r .A.1I2)' と変形できるから

A = r .A.1/2 

を得る。

(13.177) 

(13.178) 

この d を主因子負荷行列 (principalfactor loading matrix)とよび，当初

の式 (13.166)における d が定められたことになる。
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さて，実際の数値計算には式 (13.171)で P-7f/'の標本推定量を用い，一連

の固有値とそれに対する固有ベクトルを求めねばならない。

このためには，標本相関係数 R から Lawleyらの最尤推定法で一意に求め

られる 9を減じて式 (13.171)の P-7f/'に代用しでもよいが，かなりの手間

を要する。ここでは，もっと簡単な計算で反復収束による手順を考えよう。

まず，式 (13.155)で共有性を要素とする対角行列 H2を H2=I-(diag.

R-1t1，またはもっと単純に H=Iとおき，式(13.163)に対応する R-I+H2

をつくる。この pxp行列の固有値と固有ベクトルを求め，式 (13.177)に用

いた dとfをつくる。次いで，I' Af" なる pxρ行列を作成し，新たな共有

性行列 H2=diag.cI' AI") を求める。 ここで， さきの H2を H2に置き換

え，R-I+H2の固有値と固有ベクトルを求める。このように，毎回 H2の推

定量をつくりかえては dおよび fを算出する。そして最終的に dおよび

fが，反復計算で大きな変化を示さず十分な必要精度以内に収束したときをも

って，I' A1I2 により A の推定を行なえばよい。

ここで q個の共通因子を示す P-7f/'， または R-tのランクについて考え

てみよう。一般に， P-7f/'は q個の共通因子以外に各観測特性に独自の特殊

因子 (specificfactors)をもつことが多い。さらに，実際に得られる標本相関行

列は互いに独立な無作為誤差項を含む p次観測ベクトルで、あるために，通常，

R-tのランクは依然として Pで，式 (13.177)では q=pの場合となる。

したがって，p個の固有値とそれらに対応する固有ベクトルのうち，何個を

選んで共通因子数 q とすればよいかが問題となる。そして，この整数 qは少

なくとも偶然誤差にまどわされないで真に意味をもっ (significant) 個数でな

ければならない。 ここに共通因子数 qに関する統計的な仮説検定の方法が必

要になる。 このため，通常のように xの正規性を仮定して尤度比検定法を行

なう。この根拠と検定のやり方は，すでに 3.5節に記述しているのでこれに従

ってできる。

また，本節の方法を第2章の主成因分析法 (principalcomponent analysis) 

正比較すると，式(13.171)での P-7f/'の代わりに，単に Pを用いたのが主

成因分析になっている。このことは，すべての特殊因子が同じ V という分散

をもっと考えたときに相当する。すなわち，



fI'=1JI'1 

のときで，式 (13.171)は内容的に
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(13.179) 

[(P+1JI'I)-Ulr = 0 (13. 180) 

となっている。この式は

Pr = ().-1JI')r三 νr (13.181) 

と変形され，上の νおよび rはそれぞれ式 (2.8)の中で Aおよび Lで書か

れている。したがって，第2章の主成因分析はすべての特殊因子の分散が等し

いとして相対的に等しい重みをもたせたときの因子負荷行列を与える一種の主

因子分析法であるということができる。

いま， 1，2の数値例で計算の手順と数値の経過を示そう。次節以降に記述す

る類似の分析法との比較には，定式化から考えて，あまり共有性の高くない例

が性格的にわかりやすく，他方，前節までの種々の因子分析法との比較には相

当に共有性の高い長方形に関する検証例がよいと思われる。

まず前者の例として， 表 13.1に示した普通感冒における全身症状の 6項目

に関し，医学的な意味はさておいて，まず単に数値の解法を示す。この計算の

出発となる相関行列は表13.12に示しである。

表 13.12 普通感冒における全身症状項目聞の相関行列 (219症例)

全 身 症 状

頭X痛1 悪X感2 | 食伊 | 倦X怠感4 関X節痛5 

Xl 1.0000 0.4047 0.2030 0.4933 0.1890 0.3497 

X2 0.4047 1.0000 -0.0038 0.3336 0.3680 0.3653 

X3 0.2030 -0.0038 1.0000 0.4384 0.0069 0.4075 

X4 0.4933 0.3336 0.4384 1.0000 0.2197 0.5592 

X5 0.1890 0.3680 0.0069 0.2197 1.0000 0.1831 

X6 0.3497 0.3653 0.4075 0.5592 0.1831 1.0000 

数値計算の手順として，まず初期の共有性行列 IJ2を I一(diag.R-l)ー1から

求めねばならない。表 13.13には相関行列の逆行列 R-lを示している。

この表によって初期の共有性行列は簡単に得られ，表 13.14の第 1例に示さ

れている。

この II2によって 6x6対称行列 R-I+II2を計算し， この固有値と固有
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ベクトルを求め， 固有値を要素とする対角行列 dと固有ベクトルを列に並べ

た行列 Fを得る。表13.15は固有値の収束状況を示したもので，初期の Il.2

を用いた固有値は表の第 1}IJに示されている。

また，上の固有値を大きさのJr買にみてわかるように，第 1と第2の固有値の

聞に1.0をはさんで，かなりの差異があり， 3.5節の統計的仮説検定を行なう

までもなく，有意な因子を 1個と考えることができょう。ここでは数値の例題

として初期の固有値の大きな 2個に対応する固有ベクトルを表 13.16の中に示

しておく。

上に得た固有値と固有ベクトルは，初期のかりに求めた Il.2によるものであ

表 13.13 普通感習の相関行列(表 13.12)の逆行列

X1 X2 X3 X4 X5 X6 

X1 1.4488 -0.3879 -0.0396 -0.5419 -0.0035 -0.0451 

X2 -0.3879 1.4823 0.3046 -0.1405 -0.3733 -0.3831 

X3 -0.0396 0.3046 1.3829 -0.4748 0.0647 -0.4073 

X4 -0.5419 -0.1405 -0.4748 1.8870 -0.1485 -0.5937 

X5 -0.0035 -0.3733 0.0647 -0.1485 1.1740 -0.0207 

X6 -0.0451 -0.3831 -0.4073 -0.5937 -0.0207 1.6575 

表 13.14 主因子分析法による共有性の収束

| 初 期 I 1回め I 2回め I 3固め I 4固め I 9固め

X1 0.3098 0.3655 0.4039 0.4286 0.4454 0.4855 

X2 0.3254 0.4392 0.5018 0.5430 0.5718 0.6376 

X3 0.2769 0.3716 0.4183 0.4432 0.4555 0.4684 

X4 0.4700 0.5831 0.6305 0.6554 0.6695 0.6967 

X5 0.1482 0.2126 0.2352 0.2507 0.2626 0.2924 

X6 0.3967 0.4796 0.5146 0.5388 0.5562 0.5985 

表 13.15 主因子分析法における R-I+1f2の固有値の収束

初期 I 1回め I 2回め I 3固め I 4回め I 9固め

有値固

( 1 ) 1.9516 2.0431 2.0868 2.1135 2.1307 2.1684 

(2 ) 0.4934 0.5881 0.6356 0.6648 0.6835 0.7216 

の (3 ) 0.0065 0.0733 0.1096 0.1334 1.1498 0.1886 

大き ( 4 ) -0.0882 -0.0061 0.0277 0.0492 0.0642 0.0993 

順な
( 5 ) -0.1855 -0.0873 -0.0419 -0.0168 -0.0026 0.0219 

( 6 ) -0.2509 -0.1594 -0.1134 -0.0844 -0.0648 -0.0210 
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るが，この dとFにより改めて第 1回の II2を diag.Cf' Af")によって求

める。この値が表 13.14の第2列に示されている。次いで，R-I+II2により

固有値と固有ベクトルを計算し直す。この結果が表 13.15および 13.16に示さ

れている。

表 13.16 主因子分析法における R-I+Jl2の二つの周有ベクトルの変化

l初 期 12.0: 回め 12.0~ 固め 9 回め

固有値 1.95川 0.4矧 2削 I0.5881 I 2酬 I0ω 2.1刷 0.7216

X1 0.4238 -0.1527 0.4166 -0.1467 0.4157 -0.1443 0.4163 -0.1276 

有固 X2 0.3779 -0.5702 0.3814 -0.5886 0.3849 -0.6004 0.3974 -0.6287 

J、a X3 0.3104 0.6096 0.3111 0.6091 0.3113 0.6103 0.3043 0.5917 

ク X4 0.5369 0.2036 0.5423 0.2079 0.5431 0.2108 0.5382 0.2279 
ト

X5 0.2375 -0.4526 0.2345 -0.4326 0.2323 -0.4151 0.2312 -0.3893 yレ

X6 0.4865 0.1832 0.4848 0.1748 0.4828 0.1720 0.4820 0.1868 

このようにして，逐次 II2を更新し，固有値と固有ベクトルがある必要な精

度で安定して得られるまで反復する。この収束は，通常，固有値に関しては比

較的に速いが，固有ベクトルについては対応する要素ごとの収束を意味するの

で相当の計算量を要する。 とのようにして十分に安定した dおよび Fを得

れば，最終的に f'A1I2 を計算し， 主因子負荷行列 dとする。この結果は表

13. 17に示されている。

表 13.17 普通感冒例(表 13.10)における主因子負荷行列

F 1 I (F 2) I (F 3) I (F 4) I (F 5)， (F 6) 

Xl 0.6130 -0.1084 -0.3101 -0.0647 

X2 0.5851 -0.5341 0.0775 -0.0953 

X3 0.4481 0.5026 0.0679 0.0336 

X4 0.7926 0.1936 -0.1157 0.1171 

X5 0.3404 -0.3307 0.1228 0.2330 

X6 0.7110 0.1587 0.2310 -0.1297 

この例では9回の反復計算でほぼ満足のゆく収束を示し，上の結果を得てい

る。この因子負荷行列で意味をもたせることができる列は，固有値の大きさを

検定して知るわけであるが，表 13.17では第 1列の F1のみで， 第2列以降

の F2-F6は積極的に利用しないほうがよい。
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次に，第2の数値例として，先節からの長方形に関する検証例の結果を要

約して示そう。 この例で固有値の大きさ順にみていくと，第2と第3の聞に

明確な大きい減少が認められる。すなわち， 小数第4けたまで正確に示すと，

5.7700， 2.2300， 0.0037， O.α)()5， 0.0001， 0.0000， -0.α泊Oである。

したがって，このときにはきわめて明確に，有意な因子個数は 2であること

を示している。表 13.18には，この 2個の固有値に対応する固有ベクトルの変

化を示している。

表 13.18 長方形の検証例における R-I+JI2の固有ベクトルの変化

X1 0.3617 0.3613 0.3617 0.3613 0.3617 0.3613 

X2 -0.3327 -0.3323 -0.3327 -0.3323 -0.3327 一.03323
国

X3 0.8660 0.2327 -0.8660 0.2325 -0.8660 0.2323 
有
J、a X4 0.0909 -0.3261 0.0912 -0.3283 0.0917 -0.3329 

ク X5 -0.0109 0.4363 -0.0099 0.3806 -0.0079 0.2789 
ト X6 0.0009 -0.1332 0.0033 -0.2327 0.0053 -0.3226 
yレ

X7 -0.0079 0.5813 0.5872 -0.0079 -0.0079 0.6068 

X8 -0.0027 0.2294 -0.0034 0.2310 -0.0039 0.2102 
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表 13.18の中の第 13固めの十分に安定した固有値と固有ベクトルから，主

因子負荷行列を求めた結果を表 13.19に示している。

表 13.19 長方形の検証例における主因子負荷行列

F1 F2 (F 3) (F 8) 

X1 0.8688 -0.4968 -0.0529 -0.0000 

X2 0.8679 -0.4962 0.0142 0.0027 

X3 0.8833 -0.4685 0.0139 -0.0020 

X4 0.9994 0.0295 0.0113 -0.0003 

X5 0.1377 0.9唖05 -0.0184 -0.0000 

X6 0.8786 0.4769 0.0034 0.0007 

X7 0.8789 0.4770 0.0032 0.0016 

X8 0.9589 0.2837 0.0072 -0.0024 

13.7 正準因子分析法

この因子分析の方法は 1955年に C.R. Raoによって初めて Psychometrika
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に発表されたもので，前節の主因子分析法よりもさらに正準相関分析法に近い

立場で因子負荷行列の最尤解を一意的に推定する。したがって，この解法を正

準因子分析法 (canonicalfactor analysis)と命名した。そして，この解法は観

測値ベクトルの正規分布d性のもとで残差誤差の形式に関して式 (3.14)を制約

条件に付した際の因子負荷行列の最尤解と同じ結果を与える。

さて，式 (13.162)から (13.166)までを前提とし， Cの要素の任意の線形式

a'Cに s'xを対応させる。ここに a とPはP次の係数ベクトルである。

このとき，本節の考え方の特徴は，a'Cと s'xの相関性を最大ならしめる

ような α とβを決めることである。ただし，最大の相関性とはいっても a と

βが相対的にいくらでも大きくなって意味をもたなくなることを防ぐため

に，a'Cおよび β'xの分散をそれぞれ1と規準化しておき， α および β を

一意に決定する。この二つの線形式の相関性については，すでに述べた正準相

関分析の場合と全く同じ形式をとっているわけである。

いま，xと Cに関する分散共分散は次のようになっている。

E(xx') = P， 

E(CC') = E(Aff' A') = AA' = P-'IJ'， 

E(xC') = E[(Af+e)f' A'] = AA' (13.182) 

すなわち

:AI' C' 

Cov (x， C) = ~: [pユ:21 (13. 183) 

で示される。

したがって，正準因子分析法での解法は，

a'(P-W)a = 1， s'Ps = 1 (13.184) 

の条件下で，a'Cと s'xの相関係数を最大にするような a，s を定めること

を主題とする。

このような aとsは，常法によってラグランジュの乗数』および μを用

い，次の関数

件三 a'(P-W)β-fA附 -V)a-1}-2dPP-1) (13m 
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を a と βの各要素で偏微分し， ぜロに等しいとおき，式 (13.184)によって

整頓すればよい。

これを実施すると，

白

u一一a
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y
 ，

 

P
 

，，.、一一
伸
一
句

(13.186) 

ao 百五=(P-7J')a.一μPf:J= 0 (13.187) 

を得，式 (13.186)に d を，式(13.187)に f:J'をそれぞれ左から乗じ，式

(13.184)によるとスカラーとして

a.'(P-1ff)β=).=μ (13.188) 

が得られる。

つづいて，式 (13.186)から

β= ).0. (13.189) 

を得，これを式 (13.187)に代入し

[(P-1ff)_).2P]a. = 0 (13.190) 

が誘導される。ここに固有値 Pは正準相関係数を 2乗したものに相当してい

る。

すなわち，次式は正準相関係数を意味している。

Cov (a.'C，β'x) = a.'(P-1ff)β=). 

さて，(J2 と rを新たに

82三 ).2/(1-).2)， r三宮ra.

のように定義すると，式 (13.190)は

(13. 191) 

(13. 192) 

[1ff-l/2(P-1ff)1ff-l/2-82I]r = 0 (13. 193) 

と変形できる。

さらに数値計算のためには

[1ff-1/2P1ff-l/2-1i2I]r = 0 (13.194) 

ここに ν2 = (J2+1 
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と書き換えて固有値と固有ベクトルを算出するほうが楽である。ここに固有値

02は式 (13.192)によって P に， 固有ベクトル rは式 (13.192)によって

a=W-lrに，また同時に，式 (13.189)によって Pにもどされる。

このようにして，a'Cと fJ'xの第 1の正準相関係数および正準変量の係数

ベクトルが求められるが，継続的に第2，第 3，…，第 q番めの正準相関係数お

よび正準変量の係数ベクトルまでも，式 (13.194)のq個の大きさ順の国有値

と固有ベクトルによって同時に得られる。このことは 3.1節ですでに記述した

事情と全く同様に導かれる。

ここで，式 (13.193)で定義された q個の大きさ順の固有値 (}12，(}22，…，(}i 
を要素とする対角行列をが，対応する q個の固有ベクトlレを列に並べた pxq

行列を rと定義すると，本節で目的とする正準因子分析法の因子負荷行列 d

は容易に次のように示される。

A = w1/2rθ (13.195) 

実際に標本値によって上の値を推定するには，式 (13.194)で Pおよび V

の推定量を必要とする。 P については標本相関行列 R を用い， W については

式 (13.164)から I一H2 と等しいので， 次のような反復収束の計算を行なう

ことになる。

まず，共有性の対角行列 H2の初期値を II2=1一(diag.R-l)ー1または岳=1

によって与え，f=I-II2をつくり，'1-1ノ2Rt-1/2-1の固有値と固有ベクト

ノレを算出する。これによって， θおよび rの推定量として 6および Fを

得る。ここで，式 (13.195)により d の推定量として A=t1/2f'eを得る。

次いで，いま得た dによって H2=diag.(AA')を算出する。ここで上の手

順にもどって，新たに t=I-H2とおき，以下の手順により dの推定量を出

す。この計算手順を繰り返し，Aが十分に収束し安定した値を示すまで巡回計

算(cyclesof calculation)を行なう。この安定した dが式 (13.195)に相当す

る最終結果となる。

上の式 (13.195)の性質として，rの各列の直交性から

A'曹-lA=θZ (13.196) 

となることが知れる。
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また，この正準因子分析の性質として，観測ベクトルの各要素の単位すなわ

ち尺度 (8回 ling)に対して，式 (13.194)の固有値と固有ベクトルには不変性が

あることも容易に知れる。いま，Sを標準偏差または任意の尺度変換のための

正則な対角行列とする。 このとき，観測値ベクトルの分散共分散行列は SRS

となるが，これに基づいても (j2 と rの結果は変わらない。すなわち，この場

合の式(13.193)に相当する式は

[W-1/2S-1 {S(R -W)S} S-lW-lノ2_(j2Ilr=O (13.197) 

となり，これは式 (13.193)とまったく同等になる。ただし， この場合の正準

因子負荷行列は，式 (13.195)における W1/2が SW1/2になり ，A は SAで

示されることに注意を要する。

ここで前節の主因子分析法と本節の正準因子分析法を比較して，どちらが良

い分析結果を与えるか，双方の長短を考えてみよう。

もちろん，理論的には，主因子分析法は観測値の分散を最大限に説明する q

個の因子を追求し，また正準因子分析は観測値との相関性を最高に説明するよ

うな q個の因子を抽出する方法であるわけで、，分析の意図にかなりの差異が

ある。たとえば，心理学などの分野では主要な関心が後者にある場合が多いよ

うである。

統計的推定論の立場からいえば，前者は最小2乗推定量を与え，後者は観測

値の分布の正規性および式 (3.14)の Vに関する制約条件を付した場合の最尤

推定量を与えている。したがって，後者の最尤推定量には一致性や有効性など

の良い性質があり，同時に最尤推定量に基づいて容易に導入できる統計的検定

の基準も存在している。しかし，前者の最小2乗推定では直ちに利用できる適

切な検定の方法がない。

他方，別の面で因子分析の結果を吟味するのに，因子数に関する理論的な考

察も重要である。通常，独立な因子の数に関する帰無仮説が現実の構造模型に

かなりはずれているときには，厳密な仮説検定の理論がなくとも，そのような

否定さるべき仮説は棄却できるのが実際である。すなわち，観測資料から計算

された標準誤差よりも大きな値を示す有意な因子の存在をみつけ出すような工

夫もできょう。

このように，現実の個々の問題で理論的かつ実際的な観点から選択を考える
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べきで，一概にいずれの方法がよいとはいえないことである。

ここで，普通感官に関する表 13.12によって数値計算の経過とその結果を示

そう。

数値計算は，標本相関行列 Rにより初期の暫定的な共有性行列 H2を

I-diag. (R-l)ー1で算出することから始まる。そして，本節の解法で中心的に

反復利用する唯一性 (uniqueness)tを I-H2で求める。しかし，次回から

の反復計算では，このすを I-H2で計算していく。この tの収束の様子を

表 13.20で示している。

表 13.20 lE準因子分析法における唯一性の収束

i 初期 1 1固め 1 2固め 1 3固め 1 4回め 1 9回め

X1 0.6902 0.6268 0.5802 0.5496 0.5289 0.4797 

X2 0.6746 0.5688 0.5125 。目4766 0.4522 0.3972 

X3 0.7231 0.6147 0.5627 0.5360 0.5233 0.5112 

X4 0.5300 0.4331 0.3915 0.3698 0.3577 0.3349 

X5 0.8518 0.7802 0.7549 0.7346 0.7169 0.6656 

X6 0.6033 0.5214 0.4860 0.4614 0.4433 0.3938 

さて，tを得れば， 式(13.193)により 6x6の対称行列世-1!2Rt-1!2_1

をつくり，この行列の固有値と固有ベクトノレを求める。そして，この固有値の

大きさ順に対角要素を並べて e2 をつくり，また対応して固有ベクトルを列に

並べて行列 fをつくる。この固有値を反復計算で求めていく毎回の経過を，

表 13.21に固有値の大きさ順で示している。

表 13.21 正準因子分析法におけるす→/'RW-1/'-Iの固有値の収束

初期 1 1固め 1 2固め 1 3固め 1 4回め 1 9回め

有値固

( 1 ) 3.1353 3.8522 4.2932 4.5968 4.8075 5.3314 

(2 ) 0.6892 0.9647 1.1412 1.2652 1. 3512 1.5533 

の (3 ) 0.0092 0.1262 0.2095 0.2734 0.3222 0.4570 

大き (4 ) -0.1248 -0.0082 0.0479 0.0894 0.1226 0.2181 

順な
(5 ) -0.2992 -0.1670 -0.0863 -0.0356 -0.0053 0.0494 

(6 ) -0.3772 -0.2790 -0.2173 0.1725 -0.1393 -0.0516 

ここに固有値が負を示すのは不合理であるが，比較的初期において数値計算

の丸めの誤差によって起こることがある。しかし，反復計算によって次第に綿
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密な精度になるにつれて，きわめて小さな正根のときは遅延するが，次第に正

値となっていくものである。

表 13.21のようにかなり安定化した9回めの固有値併を，式(13.192)によ

って正準相関係数の 2乗値 P にもどしてみると，表 13.22のようになる。

表 13.22

これを 13.4.2項の検定法によって採択する因子数を決めればよい。 この表

で，最小の第6番めの根はまだ負を示しているが，これは相当に小さな正値と

考えられる。 また第 5番めの根 0.0494も， 13.4.2項の検定法により信頼度

99%で有意とは認められない。 したがって， この 219症例での有意な因子は

4個とみなされる。表 13.23は，参考として，大きなほうからニつの固有値に

対応する国有ベクトルの変化を示している。

表 13.23 正準因子分析法における f)'-1/2RW-1/2-1の二つの固有ベクトルの変化

初

固有値 加[1.1叫 5.3314[ 1.5533 

X1 0.4043 -0.1837 0.3856 -0.1846 0.3834 -0.1864 0.3888 -0.1609 

有固 X2 0.3548 -0.5955 0.3535 -0.6220 0.3571 -0.6375 0.3870 -0.6707 

，、. X3 0.3020 0.5982 0.3059 0.6005 0.3063 0.6031 0.2803 0.5695 

ク X4 0.5772 0.1902 0.5953 0.1873 0.6012 0.1903 0.5881 0.2342 
ト

X5 0.1993 -0.4362 0.1874 -0.4029 0.1800 -0.3740 0.1780 -0.3394 Fレ

X6 0.1652 0.4933 0.1448 0.4876 0.1379 0.4929 0.1729 

このように玖 6および Fを得れば，正準因子負荷行列 dはず1/2['θ を

演算して得られる。

しかし，これまでは初期のザに基づいて計算をすすめてきたわけで，反復

巡回計算のためには，いま得たdを用いて曾を計算し直す。このために，新

たに diag.(AA')を H2としてず=I-H2によって¢を更新する。そして

上記の手順のように，行列 W-1/2R'-1!2_1をっくり，固有値と固有ベクトル

を計算する。



13.8 アルファ因子分析法ー-373 

このような反復計算によって， "θ およびFが十分に収束し安定になった

ところの dを正準因子分析の最終的な結果とする。表 13.24は，この最終的

に推定された正準因子負荷行列を示している。

表 13.24 普通感冒例(表 13.10)における正準因子負荷行列

F1 F2 F3 F4 (F 5) 

X1 0.6219 -0.1389 ← 0.3364 -0.0661 -0.0402 

X2 0.5632 -0.5269 0.0874 -0.0654 -0.0345 

X3 0.4628 0.5074 0.0536 0.0498 -0.1142 

X4 0.7853 0.1689 -0.0984 0.0832 0.0709 

X5 0.3352 -0.3451 0.1284 0.3023 -0.0212 

X6 0.7183 0.1360 0.2384 -0.1187 0.0271 

さらに， 先節からの長方形による検証例について，本法の数値結果を示そ

う。 この場合は固有値の統計的仮説検定を行なうまでもなく，有意な因子は 2

個であることがわかり， 6回の反復計算で表 13.25に示される正準因子負荷行

列が得られる。

表 13.25 長方形の検証例における正準因子負荷行列(第6固め)

F 1 I F 2 (F 3) I (F 4) I (F 5) I (F 6-F 8) 

X1 0.6747 0.7379 -0.0122 0.0087 -0.0001 

X2 0.6744 0.7382 -0.0006 0.0025 -0.0039 

X3 0.6976 0.7165 -0.0057 一0.0030 0.0004 

X4 0.9606 0.2778 0.0056 0.0002 0.0077 

X5 0.4340 -0.9007 -0.0159 0.0040 0.0020 

X6 0.9824 -0.1851 -0.0020 -0.0010 0.0109 

X7 0.9827 -0.1851 -0.0017 -0.0014 -0.0004 

X8 0.9997 0.0234 0.0037 0.0015 -0.0003 

13.8 アルファ因子分析法

前節の正準因子分析法に非常に類似するが， 主としてL.J. Cronbachや

H. F. Kaiserなどにより心理学的配慮を含んだ一つの因子分析の方法として，

アルファ因子分析法 (alphafactor analysis)が提唱されている。 この心理学

的配慮の立場は， 得られた対象を無作為標本とする母集団 (population)の

因子を母数として推測するよりも，これらの因子が完備した観測特性の母集団



374ーー 13章正準相関分析法

(universe)の中のたまたま P個の特性だけでとらえられるにすぎないことを

重要視している。ここでの方法は，このような見地から発生する推測の誤差に

配慮し，因子分析を意義づける分析法といえる。本節の因子分析法の名称につ

けられているアルファとは，心理学における一種の信頼性 (reliability)の係数

を示している。

いま， 13. 6節の式 (13.166)で定義した C=Afによって q次の共通因子評

点ベクトノレfは

f=(A'A;γlA'C (13.198) 

と書ける。

上式を fの第 s番めの要素んで示すと

p 

1，=呂ω8jCj， s=1，2，・..，q (13. 199) 

と書け，ここに W，j は qxp行列 W三 (A'A)一lA'としたときの (s，j)要素で

ある。

しかし，上記の心理学的な推測の立場から考えると，式 (13.198)または

(13. 199)はただ P種の観測特性に基づいたときのことであり，真の共通因子

の近似にしかすぎない。すなわち，真の共通因子はこれに関係ある十分に大き

な観測特性の集合全体が適用されて，初めて決められるものである。したがっ

て，本節の立場では，式(13.199)をこのような観測特性の集合に対する共通

因子評点として

Cs = I: W，jCj， s = 1，2，…，q 
j=1 

(13.200) 

で示さねばならない。ここに Cj は観測特性の集合における X の共通部分を示

し，'?Vsj はその係数を示している。

このような考察のもとに， アルファ因子分析法は式 (13.199)における共通

因子評点 λが観測特性母集団 (universe)における共通因子評点乙と最大の

相関性を示すように因子負荷行列を求めることになる。ここに正準相関分析の

考え方が適用される。

もともと， あらゆる観測特性で示される式 (13.200)のように， 厳密な表現

式を追求して信頼性の高い推測を得ようとするやみがたい心理学的な考察は，
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1937年来の一般化性 (generalizability)の概念をなしている。また，同じ年に

はよく知られた Kuder・Richardsonの公式 (21)も提唱され，信頼性に関する

基礎がためがなされた。

このような考え方は Cronbachらにより引き継がれ，f.と csの相関係数

の2乗を一般化性の係数 (coe伍cientof generalizability)とよんでいる。信頼

性の係数としては，この一般化性の係数を種々に変形した係数が工夫されてい

るが，いずれも伝統的な類似の公式を用い，そこには Kuder・Richardson信

頼係数または Cronbachのアルファ係数とよばれる一つの基準値

α=(合)(1-mfzJ (13. 201) 

を導入している。ここに H2は共有性 (communalities)を要素とする対角行

列である。

さらに，この基準値 αを最大ならしめるために， F.M. Loadは次式で定

義される μ2を最大ならしめることを考えた。

μ2=~v'(P- 7jJ')ω 
w'H2w 

(13.202) 

このことは，式 (13.163)および (13.165)の中で P-7jJ'を観測ベクトル Z

の共通部分の全分散 Z とし，H2を群内分散 .Ew，P-Iを群間分散 .EB に置

き換えるとき，13.5節の正準分析に沿った考え方であることがわかる。

さて，式 (13.202)の μ2を最大ならしめるには

。u
m
一

H
一

戸一

ω

ト
一
官

劃一

ω

P
一

匂一伽
(13.203) 

を解けばよく，これは分子部分の

[(P-7jJ')一μ2H2]W=O (13.204) 

に帰せられる。

この式は，また次のようにも変形できる。

[H-l(P_7jJ')H-lー μ2I]d= 0 (13.205) 

ここに δ=Hw 

上の式は，一般に ρ個の固有値と固有ベクトルをもつが，すでに前節までに

述べたように， μ12~μ22~...~と μqz とするとき，これらに対応する固有ベクトル
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は H-l(P_~)H-l を逐次最大限に説明する因子表現になっている。ここに，式

(13.205)はちょうど前節の正準因子分析法の式 (13.193)に対応する式である。

このようにして，式 (13.205)のq個の固有値を大きさの順に対角行列 M2

とし，また同じ順で対応する q個の単位長の固有ベクトJレを列に並べて pxq

行列 dを定義すると，因子負荷行列 d は

A=HAM (13.206) 

で示される。この d で表現される互いに独立した因子をアルファ因子 (alpha

factor)とよんでいる。

さらに，式 (13.205)における H-l(P-~)H-l は，式 (13.164) により H-l

(P-l)H-l+1とも書け，観測特性の母集団 (universe)から特定の選択による

近似として，観測特性の共通部分の相関行列を示していると考えられる。この

相関行列の主軸因子行列 (principalaxes factor matrix) K を求めると

K = AM (13.207) 

となり，式 (13.206)の d の各行を規準化した形になっている。また，式

(13. 206)から容易に

A'H-2A =M2 

と対角行列になっていることも知れる。

(13.208) 

また， 式 (13.205)の第 s番めの固有値 μfと式 (13.201)による Kuder・

Richardson信頼係数的との関係は

ぃ(合)(1一会) (13.209) 

で示される。

さて，数値計算にあたって，観測データから実際にアルファ因子行列 (alpha

factor loading matrix) A を推定するには，やはり前節と同様の反復収束の計

算手順をとる。

まず，Pの推定量として標本相関行列 R を用い，共有性行列 H2の初期の

推定量として II2=I一(diag.R-l)-lを計算する。または，めんどうであれば単

に H2=Iとおいてもよい。

次いで，R と ij2を用い，ij-1(R-l)II-l+1をつくり， この pxp行列の

固有値と対応する固有ベクトルを固有値の大きいほうから q個求める。 (q三;p)
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この計算は，式 (13.205)の μ2と対応する 8をP個求めることである。

さて，得られた q個の固有値を対角線に並べ qxqの対角行列 M2をつくる。

また同時に得られた固有ベクトルを列に並べ pxq行列 Jをつくる。ここで

J泊2J'の行列演算を行なう。

次いで， 逐次収束のための第2固めの共有性行列企2 を次式によって求め

る。

H2=会[diag.(1.泊2J')] (13.210) 

ここに得た H2によってさきの Ii2を更新し，H-l(R-l)H-l+1をつくる。

この pxρ行列の q個の固有値と固有ベクトルを固有値の大きいほうから求め

る。このようにして，逐次 H2の推定量を反復更新して，十分に安定な II2に

収束したと判定されれば，次式で主軸因子行列の推定量£を計算する。

K=J.政 (13.211)

さらに，アルファ因子負荷行列の推定量 dとして

A=HK (13.212) 

の演算を実施し，A の推定を終える。

ここで正準因子分析法とアルファ因子分析法の性格を解析結果の函から比べ

てみよう。もちろん，この相違は最初の定式化に基づいており，前者は最尤推

定の立場をとり， 後者は信頼性係数または一般化性の係数 α を最大にする立

場に基づいている。したがって，一概にどちらの原則が実際の現象に適切であ

るかはいえない。ただ参考として， Kaiserらによれば， 因子分析法で解明し

ようとする科学的な試みの一般的な問題に対して，また少なくとも心理学的推

測を意図するような場合には，アルファ因子分析法が実際に即した性質をもっ

ているようであると述べている。

次に，双方の分析法の因子抽出に至る本来の測度 (naturalmetrics)の立場

から，性格的な違いを考えてみよう。正準因子分析法では特殊因子と誤差項に

関する項 eを規準化し， 一方， アルファ因子分析法では共通因子に関する項

C を規準化している。

このことは前者の固有方程式が

lll'-U2(P-II')tT-U2-82I]r = 0 (13.213) 



378ーー 13章正準相関分析法

により，また対応して後者については

[H-l(P-1JT)H-lー μ21]δ=0 (13.214) 

により示され，かつ主軸因子行列 K による共通因子部分のすべての分散が 1

になっている。

この相違から，次の三つのことがうかがえる。第 1に，アルファ因子分析法

では因子分析で最も重要な共通因子部分によって因子抽出のための測度が選ば

れ， 一方， 正準因子分析では特殊因子と誤差項の部分に注目して， 因子抽出

のための測度を設定している。第2に， アルファ因子行列で基礎になる行列

H-l(P-1JT)H-lは相関行列であり，一方正準相関行列では 1JT-1/2(P-1JT)1JT-1!2 

に直接関係させて同様に解釈できるものはない。第3に，アルファ因子分析法

の共通因子部分に注目した解法は，現在，広範に適用されている解析的な回転

法と同様の考え方といえる。

さらに，各分析法における因子数の決め方について考えよう。

まず， 正準因子分析法は 13.4.2項におけるように， 一連の統計的帰無仮説

の検定によって共通因子空間の次元を決めることができる。

他方，アルファ因子分析法では，ある一つの共通因子の信頼'性の値が正でな

ければその因子をすてる。 このことは， 式(13.209)によって一つのアルファ

因子に対応する式 (13.205)の固有値〆が 1より小であるとき負の信頼性 α

を示してしまう。また， 母数のうえで μ2は式 (13.202)の後にしるしたよう

に， 全分散と群内分散の比に相当しているから，標本誤差を考慮から除くと，

当然 1より小さくあってはならない模型である。したがって， α が負であれば

きわめて疑わしい状態になる。もし，信頼係数が正であれば何かがそこにある

と考え， 少なくとも一つのアルファ因子を考える根拠を与える。 このことは，

主成因分析法で固有値が 1より大きいところで因子を定めるのと同様の根拠で

ある。さらに，アルファ因子の数 qの定め方には，上で得られる固有値と固有

ベクトルが一般に P個ではあるが，さきの13.6節の主因子分析法と同様に 3.5

節の統計的検定の立場を適用しまた同時に実質科学上の知識から適切に検討す

ればよい。

すなわち，正準因子分析では統計的に有意な因子だけを抽出し，アルファ因

子分析では心理学的な信頼性を主要な基準として因子数を決める。もし，観測
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特性の母集団 (universe)で共通因子の数がかなり大きいと仮定すると，正準

因子分析での因子の数は標本数の関数であり，アルファ因子分析での因子の数

は観測する特性の数 Pの関数になっている。これに関しては， Thurstoneも

論じているように，標本数と共通因子の数の聞に非常に重要な関連性を含んで

いる。この観点から，アルファ因子分析の場合の観測特性の数には十分な配慮

を必要とする。

次に，普通感官に関する表 13.12により，数値計算の手順とその結果を示そ

つ。

計算は，まえのこつの節と同様に，初期の共有性行列 Ii.2=1ー(diag.R-l)-1 

を求めることから始まる。この共有性行列の要素は，その後の反復計算の推移

とともに表 13.26に示されている。

表 13.26 アルファ因子分析法による共有性の収束

| 初 期 I 1回め I 2固め I 3回め I 4回め 9固め

X1 0.3098 0.3465 0.3424 0.3349 0.3296 0.3223 

X2 0.3254 0.4778 0.5646 0.6187 0.6549 0.7321 

X3 0.2769 0.3500 0.3845 0.4039 0.4163 0.4413 

X4 0.4700 0.6139 0.6632 0.6812 0.6885 0.6954 

X5 0.1482 0.1898 0.2006 0.2005 0.1971 0.1819 

X6 0.3967 0.4861 0.5030 0.5019 0.4976 0.4862 

次いで，Ii.2 を用い，固有値と固有ベクトルの算出のために 6x6対称行列

を Ii.-l(R-I)並ー1+1によって作成する。この行列の固有値と固有ベクトルを

求め，固有値の大きな順に対角要素とし M をつくり，また対応する固有ベク

トルを順に列に並べ行列 Jをつくる。この6個の固有値は， その後の反復計

算の経過とともに表 13.27に示されている。

表 13.27 アルファ因子分析法における H-l(R-I)H-l+1の固有値の収束

| 初 期 I 1回め I 2固め I 3固め I 4回め I 9回め

5.7858 4.7723 4.5438 4.4793 4.4602 4.4546 

(2 ) 1.8776 1.6678 1.6053 1.5792 1.5662 1.5478 

0.0224 0.1715 0.1918 0.1921 0.1903 0.1924 

言 (4) -0.3053 -0.0272 0.0381 0.0566 0.0602 0.0458 

順さ (5 ) -0.5283 -0.1259 -0.0974 -0.0851 -0.0715 

(6 ) -0.8522 -0.3776 -0.2531 -0.2099 -0.1919 -0.1692 
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また信頼性係数 α の観点から， 1.0より大きな 2個の園有値に対する固有ベ

クトノレを表 13.28で示している。

表 13.28 アルファ因子分析における H-l(R-I)H-l+1の二つの固有ペクトルの変化

五百 528117614JL678l45:JL053144;6r5478

X1 0.4391 -0.0412 i 0.4542 -0.0484 0.4630 -0.0507 0.4728 -0.0484 

有固 X2 0.4231 -0.4800 0.4023 -0.4955 0.3893 -0.5035 0.3657 -0.5164 

d、4・ X3 0.2931 0.6392 0.3021 0.6304 0.3034 0.6276 0.2954 0.6306 

ク X4 0.4533 0.2500 0.4540 0.2407 0.4543 0.2357 0.4539 0.2309 
ト

X5 0.3793 -0.4886 0.3697 -0.4925 0.3667 -0.4921 0.3788 -0.4794 Jレ
X6 0.4392 0.2410 0.4448 0.2329 0.4485 0.2285 0.4546 0.2240 

ここで，固有値と固有ベクトルによる行列泊2および dが得られるとき，

さきに用いた共有性行列 H2の代わりに H2[diag. (.4.政2.4')]:=.lI2を用いて，

再び固有値と固有ベクトルのための行列企-1(R-1).lI-1+1を作成する。

このように，逐次泊'2，.4および .lI2を反復して求め，十分な精度で安定す

るまで繰り返す。そして，十分な精度に至れば最終結果として， .4A主で主軸因

表 13.29 普通感冒例(表 13.19)における主軸因子行列

F 1 F2 F3 F4 (F 5)， (F 6) 

X1 0.9980 -0.0599 0.5741 0.9388 

X2 0.7704 -0.6427 -0.0249 0.5535 

X3 0.6224 0.7847 1.0000 0.8215 

X4 0.9580 0.2871 0.8215 1.0000 

X5 0.7995 -0.5952 0.0306 0.5951 

X6 0.9598 0.2786 0.8160 0.9995 

表 13.30 普通感冒例(表13.12)におけるアルファ因子行列

F 1 F2 

Xl 0.5664 -0.0340 

X2 0.6620 -0.5523 

X3 0.4143 0.5224 

X4 0.7989 0.2394 

X5 0.3396 -0.2528 

X6 0.6687 0.1941 
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予行列孟を，また HKでアルファ因子負荷行列 dを算出する。

この最終的な結果として£を表 13.29に，また dを表 13.30に示している。

つぎに長方形に関する検証例について，本節の分析を行なってみよう。 こ

の場合， 固有値は非常に明確な 2因子の存在を示し， 第3の固有値は O.飢渇3

となってしまう。この 2個の固有値に対応する固有ベクトルの収束状況を表

13. 31に示している。

表 13.31 長方形による検証例での固有値と固有ベクトルの収束J経過

初 期 1 固め 5 固め

固有値 2.2284 2.2292 2.2297 

Xl 0.3608 -0.3324 0.3612 -0.3323 0.3614 -0.3323 

X2 0.3613 -0.3328 0.3614 -0.3327 0.3613 -0.3326 
固

X3 0.3677 -0.3141 0.3677 -0.3140 0.3677 -0.3139 
有
，、d・ X4 0.4162 0.0194 0.4162 0.0196 0.4161 0.0196 

ク X5 0.0575 0.6633 0.0574 0.6633 0.0573 0.6633 
ト X6 0.3661 0.3192 0.3660 0.3193 0.3659 0.3194 
yレ

X7 0.3661 0.3192 0.3660 0.3193 0.3659 0.3193 

X8 0.3993 0.1897 0.3993 0.1898 0.3992 0.1899 

さらに， この際の主軸因子行列£およびアルファ因子行列 dを表 13.32

に示している。

表 13.32 長方形による検証例での主軸因子行列とアルファ因子行列

主軸因子行列 アルファ因子行列

Fl F2 F 1 F2 

Xl 0.8682 -0.4962 0.8680 -0.4961 

X2 0.8680 -0.4966 0.8679 -0.4966 

X3 0.8833 -0.4688 0.8833 -0.4687 

X4 0.9996 0.0293 0.9995 0.0293 

X5 0.1378 0.9905 0.1378 0.9902 

X6 0.8790 0.4769 0.8787 0.4768 

X7 0.8790 0.4768 0.8790 0.4769 

X8 0.9590 0.2835 0.9589 0.2835 

ここで，K および Aが酷似していること，および表 13.32が主因子分析法

の結果とよく似ていることは， この長方形に関する検証例で H2が Iに非常

に近く，観測誤差と特殊因子の部分がきわめて小さい理想的な場合であるから
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表 13.33 諸因子分析法

観(測特特性性数群) 構個割造別り模付な型因け子でのの 18総理襲|嫡 因 子 一

単一因子解法 1， (p) あり あり
異なった部分因子q個
のみ

二 因子解法 1， (p) あり (1そ群あの)ままりで 一つの全般因子のみ

双 因子解法 1， (p) あり あり 一つの全般子因子と q個
の部分因

多 群 解 法 1， (p) あり あり 部分因子のみ q個

成因分ロ析イ法ドまたはセ
ント 法

1， (p) なし なし 全般因子 q個

多因子解法 1， (p) なし* なし 全転般に因よ子り部q個分，因た子だqし個回

正準相関分析法
2 

なし なし 全般因子 q個
(P..P.) 

主準分 析 法 1， (p) なし なし 全般因子 q個

主 因手分析法 1， (P) なし なし 全般因子 q個

正準因子分析法 1， (p) なし なし 全般因子 q個

アルファ因子分析法
アルフ析ァ・マックス 1， (p) なし なし 全般因子 q個
因 子分法

* 条件づきの場合 (restrictedcase， p. 67)は部分的にわりつけられる.

である。唯一性 (uniqueness)が大きくなれば， 両分析法の差異も，本分析法

の Kと Aの違いも僅少になるのは定式化のうえで当然である。

本書では因子分析の方法として種々のものを列記したが，これらの解法の特

徴を相Eに比較できる簡単な一覧表を表13.33に示している。

13.9 アルファ・マックス因子分析法

これまですでに， Raoの正準因子分析法は，個々の人について観察したデ

ータからそれら一群の人々の母集団 (population)に関する性格特徴を推測す

る統計学的な方法に近く，また一方， Kaiserと Ca征reyのアノレファ因子分析

法は観測特性に関心をもって集めたデータから観測特性の母集団 (universe)



13.9 アルファ・マックス因子分析法一-383 

の簡略な特徴表

各複雑観測度特性の 度因子軸聞の角 共有性の推定 その他の備考

1 交直交または斜 いらない 9章

1 ただ 1本だけ いらない 10章

2 直 交 いらない 11寧

通常 1 霊安または斜~ああありりり

12章 合部斜分交因子のみであり， 多くの場
因子である

q す1ベ子て全以般後因子両極のみである.第す
(q~p) 直 交 2章 因 は 因子を意味

る

=玉q 交直る交)(ま回転たはに斜よ 3章
直回転交回し転て法部分，斜因交子回の転み法が得があられり，

る

q 交そ直交の，群群と斜問内で直 直接にはいらでは 13.1-13.4節
(q孟Pl~P2)

交
ない

q 直 交 直な接いにはいら 13.5節

q 直 交 あり 13.6節 観る測よ値うのな分因散子抽を最出大限に説明す

q 直 交 あり 13.7節 観分す測のる特線よ性形う式のな線の因形相子式抽関出をと共最通大因に子説部明

直 交 あり 13.8 節節 心理学的信頼係数を最大に十q 
13.9 る

というものの性格特徴を推測する心理学的立場に適した方法といわれてきた。

そして， 本節で記述する Bentler(1968)によるアルファ・マックス因子分

析法 (ALPHAMAX法， alpha-maximized factor analysis)は，よりいっそ

う心理学のような実質科学での問題に接近する方法として提唱され，この意味

でアルファ因子分析法に匹敵し競合するものである。

いま，先節からの記号と同様に，式 (3.1)，(3.6)のもとで，Pをρ次相関

行列とし，

bb' = B2， cc' = C2， 

7JI'=B2+C2， lf2=1-7JI'=1-B2-C2 (13.215) 

とおく。ここに，B2， C2， 1J!'および H2は P次対角線行列になっている。
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このとき観測特性ベクトルの分散共分散行列に対して，その中の共通因子と

特殊因子部分による分散共分散行列を次のような比として，信頼性の係数 r"，，，，

(reliability coefficient)を

--A
一

)一。“-
J

一一n
p
一1
，，.、-
F

-

4

・A-
3
 

2
 

v' 
(13.216) 

で定義する。ここに 1はρ個の 1からなる列単位ベクトルで， C2は繰り返

し試験法 (test-retest)や内的整合性 (internalconsistency)の過程で得られる

ものである。このことは 1940年代に Thomsonや Peelらが一つの複合変量

の信頼性を最大にするような各観測特性に対する重みづけを問題としたことに

起因するが，本節ではまず C2を用いアルファ係数の最大化を発想、の手がかり

にして，アルファ・マックス因子分析法へ展開していく。

さて，上に定義した信頼性を最大化する重みづけを考えるために，単位ベク

トル 1の代わりに重みづけの係数ベクトル ω を用いて，次の関数

イ
一
両

伊一

ω
(13.217) 

を定義する。この rMを最大にする ω を求めるには，常法により式 (13.217)

を切で偏微分し，ゼ、ロとおいて整頓して

[(P-C2)-rMP]w = 0 

を得る。この式は書き換えて

[(P-C2)_s2C2]W = 0 

としても同等である。ここに

s2 = rM/(1-rM) 

(13.218) 

(13.219) 

(13. 220) 

とおいている。この Pは CronbachとGleserのいわゆる“信号・雑音"比

の拡張になっている。この数値計算には，固有値と固有ベクトルを算出する基

本形式に整えた

[C-l(P-C2)C-l_s2I]v = 0 (13.221) 

によるのが便利である。ここに固有ベクトル eは U三 Cwである。

したがって，上に得た重みづけ係数ベクトノレ ω は一つの複合変量の信頼性

を最大にするものであり，これはまた 1950年に Greenが提唱した信頼性を最
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大化する解にもなっている。さらに，尺度に拘束されない因子分析 (scale-仕ee

factor analysis)も，式 (13.221)によって行なうことができる。

通常の因子分析では，誤差を除いたすべての信頼できる分散として Jl2+B2

を明確に分析しようとするものではなく，伝統的な内的整合性の考え方により

単に共有性の行列 H2を分析することを意図している。すなわち，因子分析を

試みるたいていの人は，行列 P-C2でなく，行列 P-f!を対象に考えている

わけである。

P-f!の解析にはいるまえに， まず，観測特性の内的整合性に基づき，式

(13.216)の信頼性の係数がよく知られたアルファ係数と同等であること，すな

わち，式(13.216)の Txx は C2が内的整合性の過程で推定されたときに限っ

て，Cronbachのアルファ係数または Kuder-Richardson信頼係数と同じこ

とになる。ここで内的整合性 (internalconsistency)とは， fを諸観測特性聞

の平均相関係数とするとき，次の関係式

l'C21 = P(1-f) (13.222) 

が成立することである。すなわち.l'C21は諸観測特性の分散1と共分散平均

fの差を P倍した値に等しいということである。

このとき，式 (13.216)の Txxは次のように書ける。

l'Pl一会(1-f) P l'Pl-p 
一 一一'xx - l'Pl -p-1 l'Pl 

=合(1一品)=α (13.223) 

一般に，内的整合性を仮定しなければ，アルファ係数は信頼性の係数に対する

下限の推定量になっており，とくに上式のように等号が成立するのは，内的整

合性の仮定がなりたつときだけである。

さて，観測特性が特殊因子を含むときには，内的整合性の定義はH2部分だ

けに関係して，

P-f! = (P-C2)-B2 (13.224) 

であるから全分散に対する共通因子部分の分散の比を示す次の関数を一つの係

数として定義する。
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α-o-1'(P-CL B2)1 l'竺二竺)1
- 1'P1 - I'Pl 

(13.225) 

これをアルファ・オ (alpha-o，αー0)係数とよび，観測される特性による一つの

複合変量の内的整合性を示す。もちろん，この内的整合性の係数の式(13.225) 

は 'ljJ'=C2すなわち B2=Oのとき，信頼性の係数の式 (13.216)と等しくなり，

それ以外の通常のときには 'ljJ'>C2であるから，式 (13.225)は (13.216)より

も小さい。したがって， αo係数は信頼性の係数の下限を示すことが知れる。

いま， この内的整合性を最大にするような観測特性の重みづけ係数 ω を求

め，これにより複合変量を考えるならば，その中の共有性は最大になることに

なる。

このために，次の α。

α ーが(P-'ljJ')ω
oー ω'Pw (13.226) 

を最大にする ω を求める。 この方法は，上記の信頼性の係数を最大にしたの

と全く同様の手順によって

['ljJ'-1I2(P_'ljJ')'ljJ'-1/2ー μ2I]v= 0 (13. 227) 

を得る。ここに

v = 'ljJ'1/2W かっ μ2=α。/(1ー α。) (13.228) 

となっている。式 (13.227)の数値計算の方法も，式(13.221)のときと同様で

ある。そして， ρ個の固有値 μ♂は内的整合性の拡張となっていて

αOi =μ♂/(1+μ♂)， i=1，2，…，p (13.229) 

である。ここに当然 μi2;;:::0であるから， 0::;;αoi::;;lとなる。

このように各複合変量の作成により因子抽出を行ない，それぞれを共通因子

として解釈する方法をアルファ・マックス因子分析法という。

さて，このようにアルファ・マックス法も形式的には一種の正準分析となる

が， この方法は内的整合性の係数を最大にすることにより次のような利点を

もっている。 まず第 1に， 式 (13.227)で得られる〆はいくら大きくても式

(13.229)により α。値は 1を示すことはない。アルファ・マックス法を最大の

信頼性が得られる決定的な定式化とみなしでも，現実の諾観測特性値が完全に
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信頼できるわけでなく，複合変量で精密に因子を規定できるのでもない。この

意味で観測された変量が完全に内的整合性を示すことはなく，経験的につじつ

まがあう。第2に，信頼性の係数から期待されるように， α。は観測特性の数

Pが無限大になるときに限り 1になることである。 これは式 (13.229)で μグ

が無限大のときのみ αoi=lとなる。もちろん，固有値 μPの大きさは，観測

特性の数に関連して式 (13.227)の Jl'-U2(P-Jl')Jl'-1/2 のランク qに依存し，

p対 qの比が大きくなれば固有値も大きくなる。 このように， この比が十分

好ましいほど大きくなればなるほど，因子がいっそう良い精度で測定されてく

るわけである。第3に，因子抽出を打ち切る時期に関し，アルファ・マックス

法は非常に明確な基準が示されることである。すなわち， αOiがゼロ{直に転落

したとき，それまでの i-l個で因子抽出を終了する。また一般に内的整合性

の低い値を示す観測特性は相対的に有用でないということも，実際的な立場か

らは妥当と考えられる。そして， いずれも， 式 (13.225)で示される伝統的な

アルファ係数を最大にするのではなく，式 (13.226)の α。を最大化して得られ

ることが特徴となる。

さらに， α。を最大にするために式 (13.227)を解くことは因子分析の一つの

システムと考えうるが，対照的に式 (13.223)の α を最大にすることは，因子

分析というよりむしろ成因分析に近い。すなわち， ω を重みづけベクトルと

して

ρ (1 w'lw ¥ 
α=一一一一回・ l 

p-1γ w'PwJ 

を最大にすることは，新しい基準として

r2ニ w'Pwjw'lw

を最大にするのと同等で、ある。このためには dr2jdw=Oにより

(P-r21)ω=0 

(13.230) 

(13.231) 

を解くことになる。 したがって，式 (13.227)との大きな差異は，P-Jl'に関

してでなく，Pに関して解を得ていることにある。しかも，この場合

αgzzZT(1す) (13.232) 

で αi>Oを必要とするから，因子抽出の停止規則として役だてられる戸>1
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に根拠を与えている。

次に， Kaiserと Ca仔reyの提唱したアルファ因子分析との差異にふれてお

こう。この基準は，式 (13.148)で示したように

α =合(1-ぷゐ) (13.233) 

であり，共通因子部分に関する全般的な内的整合性を表現している。一方，式

(13.223)で示した重み係数ベクトルを 1とする Kuder-Richardsonの式は，

観測されるデータの全般的な内的整合性を示し，また本節のアルファ・マック

ス法も観測されるデータについてではあるが重み係数 ω を考えていることに

なる。

アルファ因子分析とアルファ・マックス因子分析の解析手順の差異は，前者

の式 (13.150)と後者の式 (13.227)で示される固有方程式にある。そして，一

般に，双方の重みづけ係数の列ベクトルは同じでなく，基本的に前者は

μ2 = w'(P-7.f)w/ω'H2w (13.234) 

を，後者は

μ2=ω'(P-7.f)ω/w'7.fw (13.235) 

を最大にする ω を求めることになっている。このために7.f=H2でなければ，

それなりに根拠をもっ両者の解は一致しない。

したがって，ここでは双方の性格を比較し，実際に適用する際の優劣を要約

しておこう。もちろん，このことは心理学的な調査研究における共通因子部分

の妥当性を評価することになる。もし，因子分析でのねらいが単純にデータに

基づいた最大の賦課性を示すような各観測特性に対する重み係数を得ることで

あるならアルファ・マックス因子分析法の立場が好適であり，そうでなく，む

しろ観測特性群の母集団についての代表性とか相似性をねらいとするのであれ

ばアルファ因子分析法のほうが論理的に適した技法といえよう。しかし，その

後に簡素化構造のための因子軸の回転を行なうのであれば，アルファ因子分析

で得た母集団に関する代表性とか相似性は完全に減じられてしまう。一方，ア

ルファ・マックス因子分析では回転によっていくつかの複合変量の内的整合性

は減じても，その他の複合変量の整合性は増大するのである。

このように考えると代表性と賦課性とは別のものであるが，因子分析を適用
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する多くの調査研究では双方とも基本的に重要なことになる。すなわち，観測

特性群の母集団の諸国子を得ることは望ましいのであるが，抽出された因子が

実際的には低い信頼性しか賦課しないとすると奇妙である。また逆に，高度の

信頼性をもっ因子が望ましいのであるが，それらが観測特性の母集団因子にほ

とんど対応しないときには好ましくない。おそらく，この二つの性質を混和し

たものが最も望ましく，それはおのずと 'IF=H2に近い立場となり，また双方

の長所を組み合わせる尺度変換の適用が実際上最も適切な解を与えることにな

ろう。

13.10 計算プログラム

13.10.1 2個の部分ベクトルに関する正準棺関分析

正準相関分析を行なうプログラムである。すなわち，Pl次元と h 次元の

観測特性ベクトルを Pl+P2=ρとして， ρ次元観測特性ベクトルの観測資料

を得た際に，Pl要素の線形式と h 要素の線形式の聞の相関性を最大ならし

めるような双方の線形式を確定する。この双方の線形式を正準変量とよんでい

る。ここで一般性を失わず PlS.P2とおいて，以下逐次，このような正準変量

の対として，互いに独立な Pl個の線形式の対を求めていく。このような演算

操作の実質科学的な考察は正準相関のうえで探索的に種々の解釈を試みるが，

たとえば第1部分ベクトノレと第2部分ベクトルに対応する共通な因子を抽出

し，解釈することができる。

入カ (input) 出力 (output)

NN  観測特性の数 R(I，J) 分散ー共分散行列

NC 第 1ベクトルの次数 Pl G(I， J) 正め準の行相列関と正準変量を算出するた
MI 収束のための反復回数の限度

VC 収束判定定数
KK 変量の番号

IC 
原分散始ー資共料分か散ら行出列発かすらる計の算かすのる制の御か

RAM 正準相関係数

BC((II) ) 正準変量の係数

R(I， J) 分散ー共分散行列

B(I) 観測値ベクトル
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CA'IC1ll1CAL COkPFi.ATION AND C:ANONICAL VAfllATES 

R ・・-VARITNCE-COVARIANCE MATRIX 
NN ・・・ DIMEN旦IONOF R 
NC ---110. OF COMPONfNTS IN THE FIRST RANlluM VECTOR 
MI ---MAXI~IUM ITERATION NO. 
VC ・・・・ CONVfRGE CR ITER 1 011 
IC ---O. TO USE A COVARIANCE MATRIX wE HAVE ALREDY 

・・・ 1・TO MAKE A COVARIANC[ 珂ATRIXFROM ORl6INAL OBSERVA-
-TlONS 

I!D ---NO. OF SAMPLES 

F

、F
・、r
、w
p‘-
r

、F
、F
L
F
-
u
r

、r
、
C
C
C
F
L
E
E
C
 

SU明ROUTINEMATINV 15 RE由UIRED

〉n
u
 

-
A
 

E
 

n
u
 --3 

n
u
 

噌ム〈F

、
• 

3
 

n
u
 

令

Jf
 

u
u
 

• 
3
 

内

u'E品

• n
u
 

-
4
 

〈r
q
 

• 
3
 

勺£咽ム
•• 咽

4
4
E
a
 c

 

D
n
 

P

A

n

u

 

-
'
M刊

〉

'

n
v
F
E
M
 

-
-

.

.

 ，
 

n

υ

F

L

 

'

品

川

V

，、nυ

・

噌
4

・'
T
A

-
-
-
F
L
H円

R

・・
-
u
u
F
L
 

、，

.M川

n
u
ロu

・

q
J

・，
M
吋

-
-
A
M川

n
u
噌

4

宮

J
n
R

、，
，、・
n
u

D
n
n
R
n
v
 

-

噌

4

M
H
n
n

，
 

《

M
n
w
n
h
U

Fι

・
h"-

r
a
M
H

，、

M
川ハ
U

E
H
P
 

M
n
M円

auR

I
D
E
 

n
u
p

、n
n・4
WRITE (ち0.200)
IFCIC・1)2・4.4

2 00 :1 1・1.NN
.3 REAfl (40・101) (P CI・J).J=1.I'IN) 

60 TO 10 
4 00 5 1・L.NN

C(I)=O.O 
00 5 Jc1.NN 

5 R<I.J)-O・0
N~I・0

6 R[AO (40.10/) (R(I).1-1.NN) 
00 7 1~1 ・ 1m
C(I)居C(1) +R (J) 
00 7 J=l.lm 

7 R(l.J)冨 !HI・，j)+日(1)侍B(J) 

Ilel=ト111+1
1 F <t1t1・Wl) 6.8.8 

8 AN~1-NM 
00 <) 1=1・IJN
00 9 J・I.Ntl

R(I.J)=(R(I.J)-((I)*C(J)/AN~り IAN附
9 R<J，J)=RCI・，j)

10 00 11 Ic1.NC 
11 WRITE (50.201) (Il(I.J).J=l・NN)

NCll・NC+1
WRITE (50.202) 
00 12 !ョNC1l..NN

12 WRITE (号0.201> (RCI.J).J・1・NN)
IK1-NC+1 
NC2=t:N-IJC 

Do 13 l=l.NC 
00 13 J=l.NC 

1雪 RR(!.J.)-H(!.J) 
CALL 1'IATH!V (r.c> 
00 14 1=1.NC 
00 1斗 J=1.I!C

14 Rl1(!・J)-RR(J・J)
00 15 1=1.NC2 
K=NC+I 
00 l.5 J=1.IIC2 
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LaNC+J 
15 RR (1・J)=F<(Y..L) 

CAU けATHN(NC2) 
DO 1b 1 =1 .~!C 
00 16 J=l.NC 
G(J， J)胃円 .0
llO 16 K=l.NC 
00 16 L，;1.NC2 
Ll=t4C+L 
00 16 ~1=1 .t1C2 
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19 8(1)=白(I)+G(I・J)
20 RAM.O・0

Ou 22 l'電1.nc
C (1)-0.0 
DU ?1 J=l.l;lC 

21 C(I>・C(I)+B(J)*R(J.I)
22 RAM.f{Nl+白(1)・C(I)

RAM-RAfl.静養O.弓

00 23 l=l.NC 
23 C(I>-白(1)/RAM 

00 24 1-1.NC 
0(1)=0.0 
00 2'， J=l. NC 

24 0 (I)-{) (I>+G( (・J)骨C(J)
IFCI(-HI) 2弓.29.29

25 DO 2b (=1.トIC
E-Ar¥S (C (1)・[)(I))・vC
IF([) 2(，，27.27 

26 CONTINlIF. 
GO TO 29 

27 11=11+1 
00 28 1冨 1.tlC

2自 B(1 )-0 (J) 
GO TO 20 

29 RA同国RAt'I**l)o5 
WR JTE (号0.205) ~K.RA門
00 30 1=工.NC2
11・l+'lC
00 30 J=1.NC2 
Jl.JH!C 

30 RR(I.J)=R(ll，J1) 
CALL .1̂ TI NV (NC?> 
llO 32 1=1.NC2 
B (1) =0.0 
00 31 J=1.r-rC2 
Jl首'NC+J
DO 31 K=l.ト.IC

31 IHI)=白(J)+RR((..J)副;(Jl・10・.((1:>
32 1:1(1)=日(1)/flA刊

00 33 l=l.I-IC 
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33 WRITE (~O.20b). ((1).8(1) 
IF(NC2・・NC) 36・el6.ヲ4

34 00 35 l=tiCl.IK? 
3う WRITE (~O.201) 6(1) 
36 DO 37 Ial.NC 

日(1)3 0.0
DO 37 .J盟 1.IIC

37 fI (l>種目 (1)+亡(J)骨"(.J・!)

DO 38 I-l.NC 
lJO 38 .J=l.N仁

38 G(I..J)・G(J・ J)・RAt1祷RM1*C(l)餐巴 (J)
1 F (KK圃 NC )ヲ9.40.4リ

39 KKsKK+l 
GO TO H 

40 WRlTE (巧0.20自〉
GO TO 1 

100 FORMAT (312.F12.10.12.13) 
101 FORI1AT (ゎ1:12.5)
102. FOR判AT (Aト10.2)
200 FORt!AT (//32H CAtIutJlCAL CO只RfLATIONANA1YSIS 1136H INPりT VARIA"JCE 

1・ COVAドtAIICft1ATHIX /) 
201 FORMAT (5F16.4) 
202 FORf..1AT (12M ・・--ー・・・・ー 〉
203 FORMAT <149M MATRIX FOR CALCIJLATING CORRI:LATluN'i AND VA司IATE5)
20'与 FORf..1AT (/1里 .3X，ラ【2X.F7.4)/Rx.(5r2X.F7.4)))
205 FOR~1AT (1/120H CANOtllCAL VMnATE・Iぅ.1/29H (，¥IJmllCA.L CORRE 

lLATION.F11.~II~qH CANONJ仁AL C(，ビFFICJENT・11121.26HFOR GKOIJP 
21 FCH! GF:t1IJP U) 

206 FORHAT (13X.F1η.6.丹X.FlO.ι〉
207 FORtlAT (28X.F10.(，) 

208 FORト1AT (611 Etlf') 

5Tor 
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SUBROUTINE MATINV (N) 
OIMENSION A(11.12).B(10).C(10) 
CO阿川ONA 
00 4 1・1.N
00 1 J・1.N
B(J)・A(J. J) 

1 A(J.I)-O.O 
A(J.I)・1.0
00 2. J・1.N

2 C(J)・AO.J)/B(J) 
00 3 J・1.N
00 .3 K・1.N

3 A(J.K)・A(J.K)・C(K)・B(J)
00 4 J・1.N

4 A(J .J)・C(J)
RETURN 

ENO 
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正準相関の検定

前項の正準相関分析によって線形式の Pl個の対が定式上求まるが，

に有意な線形式の対が何個であるかを各対に対応する相関係数の大きさによっ

て検定するプログラムである。理論的には近似的な f検定を適用して相関係

数の大きいほうから系統的に行なっていく。これによってム対の線形式のう

ち，有意義な若干個の対を選択できる。

統計的

13.10 

13.10.2 

(output) 

正準相関係数ベクトル

計算した fの値

自由度

出カ

m
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N

 

(input) 

標本の大きさ(数)

第1変量ベクトルの次数

第2変量ベクトルの次数

正準相関係数ベクトノレ

カ入

N 

Nl 

N2 

R(I) 

TESTING THE SIGNIFICANCE OF CANONICAL CORRELATIONS 
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OIMENSION R(10) 
1 REA口 (40・100) N.N1.N2 

REAO (40.101) (R(I).I・1・N1)

WR ITE (50・200)
WRITE (50，201) (R(I).I・1.N1)
AN~N 

AN1~N1 
AN2-N2 
AA-O.O 
00 2 I皿 1.N1

R(I)=R(I)錫R(T)

2 AA=AA+ALOG(1:0・R(1)) 

00 3 K-1.N1 
CHI--(AN・0.5.・CAN1+AN2+1.0l)・AA
NN-(N1・K+1)・(N2・K+l)
WRITE (50・20V K・CHI.NN

3 AA-AA-ALOG(1.0・R(K)) 
GO TO 1 

100 FORMAT (313) 
101 FORMAT (6F5.4) 

200 FORMAT (53H TESTING THE SIGNIFICANCE OF CANONICAL CORRELATIONS ) 
201 FORMAT (/4X.41H A VECTOR OF CANONICAL CORRELATION COEFFICIENTSl110 

lX.(6(F8.5.2X))) 
202 FORMAT (11.9H H ， R.12.6H ・0.11.12H CHl • .E12.5.11.13H 

1 0.1'.・ 013)
STOP 
EN白
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正準変量と残差正準変量聞の相関行列の検算

13.10.1項で行なわれた正準相関分析による正準変量と正準相関係数を， 実

際に与えられた分散共分散行列にあてはめて，結果の精度を全般的に視察し検

討するプログラムである。すなわち，前項では近似的な χ2統計量で正準相関

係数の検定を行なうが，ここでは正準変量の対および P2-Pl個の正準変量以

外の変量との相Eの相関性を，pXpの相関行列全体として理論どおりに表示

されているか否かを考察する。インプットは，標本分散共分散行列，正準相関

係数ベクトルおよび、正準変量の係数ベクトルである。

394ーー 13章

13.10.3 

NN 

NP 

R(I， J) 

RAM(I) 

A(J， I) 

V(J， I) 

(output) 

正準変量相関行列

係数行列

カ出

R2(I， J) 
V(I， J) 

(input) 

全観測特性の数

第1ベクトルの次数

分散ー共分散行列

正準相関係数ベクトル

第 1正準変量の係数行列

第2正準変量の係数行列

カ入
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~ REAJ) (40・101) (R(!.Jl・J・1.NN)
N日-NN-NP
REAJ) (40.101) (RA州(1)・ 1・1.NP)
DO .3 1・1.NP

.3 READ (40.101) (A(J・!l.J・1.NP)
DO 4 1・1.NP

4 READ (40.101) (V(J.ll.J-1.N由〉
IF(NP-N品) ，・14.'

5 NREN由・NP
DO 1.3 1・1.N町



NS=NP+!・1
NT=N>J-NS 
N!;1=NS+l 
00 6 J信 1.NO
NPJ=NP+J 
DO 6 K-1・NS
O(J.Kl=O.O 
00 6 L-1.N由
NPL=NP+L 

6 O(J.Kl-O(J.Kl+R(NPJ.NPL)*V(L・K)
00 7 J=NS1.N~ 
X(J)-O.O 

00 7 K=1・NS
7 X(J)=X(J)+O(J.Kl 

00 8 J=1・NS
Y(J)=O.O 
00 8 K=NS1.N由

8 Y(Jl=Y(Jl・X(K)，降D(K・J)
CALL MAT!NV (NS) 
00 9 J=1.NS 

X(J)=O.O 
00 9 K=1.NS 

9 X(J)=X(J)+Y(K)，・O(K.J)
AA-O.O 
00 10 J=1・N由

NPJ=NP+J 
00 10 K=1.N由
NPK=NP+K 

10 A.I=AA+X(J)普 R(NPJ・NPK>*X(K)
AA橿 AA*'時0.5

00 11 J-1.NO 
11 X(Jl=X(J)/AA 

00 12 J-1.N也
12 V(J.NS1)=X(Jl 
13 CONTlNUE 
l'与 DO15 !・1・NN

00 15 J=1・NN
15 R1(!.J)-0.0 

00 16 !・1.NP

00 16 J・1・NP
16 R1(!.J)-A(J・J)

00 17 !=1.N曲
INP=!+NP 
00 17 J-1.N骨
JNP=J+NP 

17 R1(INP.JNP)=V(I.J) 
00 18 1=1・NN
00 18 J誼 1.NN
R2(I.J)=0.0 
00 16 K=1・NN

00 16 L=1・NN
18 R2(I.Jl-R2(I.J)+R1(K・1)・'R(K.L)'・R1CL.Jl

WR ITE (.50・2.00)

00 19 1=1.tJN 
19 WR!TE (50・2011 1・(R2(I.J).J・1.NN)

00 20 !・1・N由

20 WRITE (50・201) r.CV(!・J).J・1.Ntil)
GO TO 1 

100 FORMAT (213) 
101 F口RMAT (6E12.5) 
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200 FORMAT (/111内H CANONICAI VARIATE CORRFLAT!nN MATRIX ，/) 
201 FORMAT (1/I3.8(F8.4.1X)/3X，(8(Fd.4・lX))ヲ

STOP 
ENO 

[付] サブルーティン(逆行列の算出)
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OIMENSION A(31.31)・8(10).C(10) 
COMMON A 
00 4 1・1.N
00 1 J・1.N
B(J)・A(J・1) 

1 A(J，[)-O.O 
A(I，[)・1.0
00 2 Ja1・N

2 C(J)-A([・J)f8([) 
00 3 J-l.N 
00 3 K-1.N 

:1 A(J.K)・A(J.K)・C(K)'・8(J)
00 4 J・1.N

4 A(I .J)・C(J)
RETUIlI'I 

ENO 

13.10.4 m 個の部分ベクトルに関する正準相関分析

ρ次観測特性ベクトルが，m個の部分ベクトル (p=ρ1+P2+…+ρm)に分け

て考えられるとき，この部分ベクトルに含まれる観測特性群聞の正準相関分析

を行なう。このことは 13.10. 1項の一般化に相当する。このプログラムも，コ

ントロール・カードによって，インプットおよび、アウトプットを多様化してい

るが， min (Pl> P2， • ・ '， Pm) 種の m 組からなる正準変量に関する係数行列を示

し， また 13.10.3項と同様に，各正準変量聞の総括的な相関行列をも同時に得

ることができる。
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(output) 

ID=Oのとき相関行列で， 1のと
きは分散共分散行列

反復回数

周有ベクトノレ

固有値

正準係数

正準相関行列

カ出

R(I，]) 

ICYCL 

X(I) 

RAM(I) 

XB(J) 

RW(I，]) 

(input) 

節分ベクトルの数

各部分ベクトルの次数

標本の大きさ(数)

ゼロのときインプット行列を算出
し， 1のときは算出しない

ゼロのとき相関行列を， 1のとき
分散共分散行列をインプットする

収束のための反復回数の限度

収束判定定数

観測値ベクトfレ

ID=Oのとき相関行列で， 1のと
きは分散共分散行列

入 力

ID 

IMAX 
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X(I) 
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NI S( J)-NT 
NT-NT+N() J 
lF(N(I)・MINNI)2・2・3

2 MINNI・N(IJ 
3 CONT1NUE 

1F(!C) l'ト.4.14
4 DO 5 1-1・NT

XB (1)・0.0
DO .5 J・1・NT

.5 R<I，JJ圃 0・0
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t'l{j 6 t・1・N.S
自韮AD(40'I()<.) (X(I)， I.・l.NT>
D明也 1"1・制下
話昌0)帰J民嘗(!)φX(1) 

110晶 J'験1・Nす
(， R(I‘J).R<j・..1)+)1<1)場X(j)

J時総"NS
lF<!i>) 12，7.U 

7 00事 '''1‘鈍7
DO 8・"'-l'N't

事 RO‘j)総 (R(!‘J)働 XfHt)"X8(j) IXN) 
守 Jく(1)魯終c!・!) 

E出o11 l"l，.NT 
()O 10 .1場I.NT
R<l.J).fH!・J)/S@RT(X(I>"X(J))

10 fiU，!).o終q・.1)
11 日(1<1)"1・0

(，() 10 16 
12 1)0 1:3 1=1.NT 

i主守 13 J環 1.IH

時(l.J)調.(R(I・j)-XI:l(J)持足解(..1)1其N}/{且N・・1.0>
1:'1 R(J‘1)欝fHI・.1)

Go 10 16 
1九百o15 1積 1.NT
1う RF.AO {40‘1(3) (韓正10..1)・..1-1・NT)
.16 IFUO) 18‘17.1事
11'11罰iγε (!j(主権2(2)

奇心 10 1予

1傍 WRltE.(ぅo‘2自:n
1亨 bむまo11"1 "1 

1 S"H [S{J 1) +1 
lL包科C!1)+NIS(11)
{lU 20 .11'且i・11
'111¥1τE (50，212> 11、Jl
.1$幡料IS<Jl)+l
JL滋時(.11)+災1S (，;1). 

‘ 1I艇の
t)U 20 12殺 rS.H.
! 1 "'!l'l 

F骨泌fllTピ f苦0.20今) !I・(1'1(12・J2)・J2膚 J!"，JL>

IAt)"n 
!JO 2曹 11栂 1・H
Ni紛争HIl)
忠告 21 ..1'号~.rn
州民1"1糸口令J
00 21 艇場ム‘Nt
阿K2=IAD+K

21 RW(J・K)，写R(例~l 事 MK:!)
lAIJ姐'!J¥Vφ持i
保Ii(1.1') :I<W (1.1) I AfiS (詫，，(1・1))場$岳Rτ{ABS(RW(l.1})) 

1)0 22 1館 2、Nl
22 RW{J. d)沼 Hw<1d )/fそW(l‘1)

11'1主総付 1~1

DO 2;邑 2・曾2.tH
S叫).母

i例l旬， j.・1
00 23 L寝正義 !Hl

2' s=sゃ再，;((..1)婚情2
F侮符.I(!d)/AIも:;(!-lWC!，p) 
脅W(I.I)ωF併S¥ilH<詩111(1， 0"5)



00 26 J・I.NI
1 F (1・J) 24・26.24

24 5-0.0 
00 2~ L・1.Itll 

25 5・S+RW(1.・'1)鈴RW(L・J)
tlW( 1・J)・(RW(1・J)-S)/HW (1 • J) 

26 CONTINUE 
DO 27 1・1.NI
llO 27 Ja1.NI 

27 RW(J・J)aRW(I・J)

。o28 1鍾 1.NM1
IP1・1φ1
DO 28 J・Ip1・NI

28 RW(I・J)aO.O
CALL MATINV (NI) 
00 29 J・1.NI
00 29 K・1.NI

29 RWW(J.K.JI)・RW(J・K)
00 31 1・1.M
NI・N(J) 

00 31 Jd.M 
NJ-N(J) 
00 30 K・1.NI
00 30 L-1.NJ 
RW(K・l.)aU.O
00 30 IS・1・NI
MD・1S+N 1 S (1) 
00 30 NB-1・NJ
NO-NB+NIS(.)) 

13.10 計算プログラムー-39~ 

30 RW(K・L)-Rw (K・L)+RWW(K.I5.1)・R(MO・NO)・RWW(l・NB・J)
00 31 Ka1.NI 
MO-K+NIS(I) 
00 31 L=l.NJ 
NO-L+NI5(J) 

31 R(MO.NO)aRW(K.L) 
00 33 l=l.NT 
00 32 J-1.NT 

32 RY (1・J).R(i. J) 
3.3 R (1.1)・R(1・1)・1.0

00 50 IH・1・MINNI
ICYCL・0
00 34 I・1.NT

3偽 X(1)・1.0
.35 00 36 1・1.NT

XB(J)-O.O 
00 36 K・1.NT

36且B(J)・XB(f)+R(1・K)・X(K>
ICYCL・ICVCL・1
IAO・1
00 .37 1・1.M
NI=N(I) 
RAM(l)aO・0
00 37 J・1.NI
RAM( 1)・RAM(I)+XB(IAO>*Xs(IAO)

.37 IAO-Î D+1 
5-0.0 
IAO・1
00 .38 la1.M 
RAM (1)信S曲RHRAM(J))
w・1.O/HAM( 1) 
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00 47 1・1.M
NI.N(I) 

00 47 J・1.M
NJ.N(J) 

00 46 15・1・NI
15B・1S+N 1 S (1) 
00 46 JV.l・NJ
JVR.JV+NI5(J) 
RW( IS.JVl=O. 0 
00 46 JU・1・NJ

JUO-JU+N 1 5 (.J) 
00 46 IT・1・NI
ITD・IT+NIS(I)

U1・・X( 1 56)・X(1 T円》
¥l2.-X (JUD)，・X(JVB) • 
1 F (1 5B・'110) 4勾・43・4“‘3 U1・1I1+1.0

偽偽 If(JUD-JVB) ，‘6・‘，.・6‘5 ¥l2-U2+1.0 ・6 HW(IS.JV)・RW(IS.JV)+Ul・R(lTP・JUD)・U2

00 47 15=1・Nl
00 41 JV・1・NJ
ISB=IS+NIS(I) 
JVB・JV+NIS(J)

47 R(ISB.JVB).RW(IS・JV)
00 ，与8 I・1.NT.

48 06 (1・1M)・X(1) 
WRITE (50.208) 
00 50 1・1.M
NI・N(J)

00 49 J曽 1.NI
IAO-NIS<I)+J 
XB(IAO)・0.0
00 49 K=1.NI 
IA2=NI5(1)+K 

119 XB(IAD)冒 XB(IAO)+RWW(K.J.I)・X<lA21
IS・NIS(I)+1
JL-N( 1) +NI S( 1) 

50 WRITE (50.209) IM.I.(XB(J).J・IS.JL>
WRITE (50.210) 



00 51 11・1・H
1 S&N 1 S (1) +1 
IL-N(Il)+NIS(Il) 
[l0 51 J1・l・H
WHITE (50.212) 11・J1
JS-NIS(J1)+1 
JL-N(J1)+NIS(J1) 

11・0
00 51 12・IS.IL
11・11+1 

51 WRITE (50.204) 11・(RY(12. J2). J2・Js.JL)
WR 1 TE (50.211) 
DO 53 1・1.M
NI・N(J) 
00 5.3 J・1.M
NJ-N (J) 
00 52 IS・1.MINNI
00 52 JV-1・MINNI
RW(IS.JV)・0.0
00 52 IT&1・NI
ITD&NIS(I)+IT 
00 52 JU・1・NJ
JUO-NIS(J)+JU 
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52 RW(IS.JV)~RW(IS.Jv)+DB(ITO ・ IS) ・RY( 1 TO・JlJD)長DB(JUD・JV)
WRITE (~0.212) 1・J
DO 5.3 15・1・門 INNI

53 WRITE (50.20今) IS. (R1i(IS・JV).JV・1・MINNJ>
GO TO 1 

100 FOR~'AT (&1') 
101. FOR~'Ar eli 15・E12.5)

102 FORHAT (12F1.0) 
103 FOHMAT (8FI0.5) 
200 FORMAT (/sX.58HCANONICAL CORRELATION ANALVSIS FOH MりLTI・SETSOF vA 

1RIABLES/) 
201 FORMAT (5X・llHNO・OF SETS.15.3X.5(12・1H(・12・1H)・2x))
202 FOHMAT (/5X.18HCORRELAIION MATHIX/) 
203 FOHMAT (/5X.26HVARIANCE-COVARIANCE MATRIX/) 
204 FORMAT <15・6F12.5/(5X・bF12.'))
205 FORMAT (1115X・3HNO..13・2X.21HCANONICALVARIATE SET・10X'5HCVCLE・Ul

1/15X・12HEIGfN VECTOR.8X・11HEIGENVALUE/) 

206 FORMAT (5X・15・6X・F9.ヲ.9X.Fll.5)
207 FORMAT (1X) 
208 FOHMAT (/15X.22ItCANONICAL COEFFIClEN!S/) 
209 FORMAT (10X・1H(・12・1H・・12・2H)・6F10.5/<18X・6F10.5))
210 FORHAT (1115X・51HINITIALWITHIN・OHTHONORMALIIEDCROSS PRODUCT例ATR

lIx/) 
211-FORMAT (1115X.28HCANONICAL CORRELATION MATRIX/) 
212 F.ORMAT (/8X・lH(・12・lH・・12・2H)/) 

SToP 
END 
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[付] サブルーティン(逆行列の算出)
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SURROUTINE MATJNV (N) 

OIMENSION AUO・10).6(10) .C(10) 
COM~10" A 

00 " 1・1・N
00 1 JEl・N
e (J)・ACJ・J)

1 A(J.I)・0・0
A( 101)・1・0
DO 2 J・1・N
IF(6(1)) 2・5.2

2 C(J)-A<I・J)/B(J)
lJO .3 _'=1・N
00 .3 K・1・N

.3 A(J.K)・A(J・K)・C(K)・6(J)
DO " J・1・N

" A(I・J)aC(J) 

GO TO 6 
5 WRITE (50.200) 

STOP 

" RETlIRN 
200 FORMAT (5X・15HOETERMINANT・0)

ENO 

13.10.5 正準相関分析後の正準評点の算出

P次観測特性ベクトルを m個の部分ベクトルに分け正準相関分析して係数

行列を得たとき，k種の正準変量ごとに，m次評点ベクトルを算出する。イン

プットは，前項で得られる正準変量のための係数行列と p次観測値ベクトノレで

ある。

IC 

入力 (input)

ゼロのとき相関行列から 1のと
きは分散共分散行列から出発する

正準評点を算出する標本数

出カ (output)

DBσ，J) I 正準相関行列

FS(I， J) I正準評点
NS 

数
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行
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準

ベ
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値
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C.o.NONIĈ L SCOIlES FROM MlILTI-SETS CANONIC.o.L COEFFICIENT M.o.TRIX 

IC ---O. TO START CORREL.o.TION M.o.TRIX 
・・・ 10 TO 邑T.o.I!TVARI.o.NCE-COV.o.IlIANCE M.o.TIlIX 

NS ・・・・ SAMPLE SIZE 
同ー--NO. OF SUB-SETS 
N ---OROER OF EACH SUR-SET 

D6 ---CANONJCAL COEFFlC!loNT MAIRIX 

p
-
u
p
i
m
F
E

、rL
P」

F
-
w
r

、r」
F

、P
L

XM ・・・ 5AMPLE MtAN VECTOR 
50 ・・・ SAMPLE SIANDARO DEVIATION VECTOR 
IP --- INDEX OF tACH OBSFIlVATION VECTOR 
x ・・・ 0円SERVATIONVECTOR 

E
C
C
C
C
C
 

DIMeNSIO附 DB(50.10l.XM(50l・SO(50)・FS(5・10)・X(SOl・N(5)・NIS(5)
1 REA(l (40・100) IC ・NS・MdN(J)・1・1.M)

WRITE (50.200) 
WRITE (う0.201) M・(I.N(I).I・1.M)
1 F (IC) 3・2・3

2. WRITE (50.202) 
GO TO 4 

J WRITE (う0.203)
4 MINNI=999 

NT=O 
00 6 1=1・H
NIS(J)・NT
NT-NT+N(I) 
IF(N(I)・MINNI) 51'16 

5 MINNI~N(I) 
6 CONTINUE 

I(=MIWII 
00 1 1 =1・K

7 READ (4()・101) (06 (J・1)・J・1・NT)
00 9 11.1.M 
WRITE (50.204) (1・11・1・1・K)
lS-NIS(11)+1 
IL=NIS(Jl)+N(I1) 
00 8 12.=IS・IL

8 WRITE 【50.205) (D8(12・J1)・J1=1・K)
9 WRITE (50.206) 

WR.ITE (50.207) 

IF(lC) 12.10・12
10 00 11 1=1.NT 
11 READ (40・102) X附(1) • 5D 1I) 
12. DO 17 L・1.NS

READ (今0・103) IP・(XCI>・1・1・NT)
IFClι) 15.13・15

1~ DO 14 1・1.NT

14 X (1 l・(X(1)・XM(I))/5D(I)
15 00 16 1.・1..K 

00 16 ，)=1.刊
NJ-N(J) 
FS(J・1)=0.0
DO 16 11=1・NJ
IAO=NIS(J)+II 

16 FS(J・1)-FS(J・J)+OB(IAD・1)・X(1.0.0) 
WRITE (50.208) IP 
00 17 1・1.阿
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17 WR!TE ('0.209) 1・(FS(I・J>'J・1・k)
GO TO 1 

100 FORMAT (1015) 
101 FORMAT (10F8.5) 
102 FORMAT (2FI5.') 
10.3 FORMAT (15・12F1.0)
200 FORMAT (/5X.61HCA~ONICAL SCORES FROM MULTI-SETS CA~ONIC~L COEFFICI 

lENT MAIRIX/) 
201 FORMAT (.5X・llHNO.'OF SETS.15.3X.!t(l2・1H(・12・1H)・2X))
202 FOR阿AT (/10X ・今6HCANO~ICAL COF. FFICIE~TS FROM CORRELATION MATRIX/) 

203 FORMAT (/10X.54HCANONICAL COEFFICIENTS FROM VARIANCE-COVARIANCE州A
lTRIX/) 

204 FORMAT (1dX.6(3X.1H(・12.1H・・ 12・1H)))
205 FORMAT (18X.6FI0.5) 
206 FORMAT (IX) 
207 FORMAT (/10X・15HCANONICALSCORE) 
208 FORMAT (/ Iぅx・3HNO・・151>
209 FORMAT (10X.I'・6FI0・'IC15X.6FI0.5))

STOP 
ENO 

13.10.6 正準 分 析法

P次元観測特性ベクトルで観測された h個のカテゴリーについて，このカテ

ゴリーの性格的な違いを特徴づける k-l個の因子を探索する，いわゆる正準

分析法を行なう。この分析は，観測値ベクトルの全分散共分散行列をカテゴリ

ー聞の分散共分散行列で最大限に表現するような新変量を求める発想、による。

解法としては，カテゴリー間分散共分散行列の逆行列とカテゴリー内分散共分

散行列の積行列の固有値と固有ベクトルを求めるのが主要な計算になってい

る。

入カ (input) 出カ (output)

N 観測特性の数 NPN(K) 指(数定)された母集団の標本の大きさ
NP 母集団の数
NT 標本の大きさ(数) Y(I) 平均ベクトノレ

MI 収束のための反復回数の限度 R3(I， J) 共分散分共散行分散列行列， のちに群内分散

vc 収束事j定定数 Rl(I， J) 群間分散共分散行列
NPN(l) お(数の)おのの母集団の標本の大きさ RAM 固有値

S(J) 観測値ベクトル Y(I) 固有ベクトノレ
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CANONICAL ANALVSIS 

N ---NO. OF ELEMENTS IN AN OBSERVED VECTOR 
NP ---NO. OF POPULATIONS 
NT --- NO. OF TOTAL SA附PLES
MI ---MAX. NO. OF ITERATIONS 
VC ---CONVERGE CRITERION 

NPN ---NO. OF SAMPLES OBTAINED FROM EACH POPULATION 
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X(!)=u. n 
00 2 J=1.N 
R1(I.j)，・0.0

2 R2(1・j)=u.O
NT=O 
DO 1υr=l.NP 
Ni<=Nf'/'l(K) 
DO :l 1=1.11 
Y(()=o.口
D口、 j=l.n

3 R3(I.J)=(J.O 
Nトムt1(K)宮司

4 H正AI' (/'0・101) (S (.J) . j.1. t..) 
NPN (K) =~Jf>N (K) +1 

U口旦 j=l・N
XU)・X(j)+SCj)
YU)=YCj)+ち(j)
DOラ L-j.N
R1(J.L)-R1Cj.L)+S(j)*S(L) 
R3(j.L)-R3(J.L)+SCJ)*SCL) 

R1CL.J)軍 R1Cj.L)
5 R3CL.J)-R3(J.L) 

IF(NN-NPN(K)) 9Q.6・4
6 AN-NPNCK) 

NT・.tlT+NPN(K)
DO 7 I・1.N
DO 7 j=l・N
R2(I.j)~R2(I.J)+R3(1 ・ J) ・Y( 1l骨VCJ)/AN

7 R3CI・J)-(R3CI・J)・y(I)*V(J)/AN)/(AN・1.0>
DO 8 I・1.N

8 YC!)胃 YC!>lA'1
WRIT~ (50.201) ，.NPN(K) 
WHITE C50.202) (YCI)・I-l.・N)
VlRITE (雪0.203)
1J0 9 1=1・N

9 YI白ITE (ち0・204) (H3(!・.J).J-1.tn 
10 CONT 1 1'JlJ': 

ANN='l了
Atl=NP-l 
WHlTl: (~O.205) 
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14 W白ITE (円O.?04) (R3(1・J).J'・1.W

Wt(!T[ (50.207) 
AN=NT・11戸

00 15 1=1.~1 
WRITt: (巧り.~04) (f~ 1. (l・J).J=l.N)
D'J 15 J=1.N 
R2 Cl .J) 曹 1~2(! .J)/Ai-1 

1雪村30.J)=R~(I.J) 
CALL :1ATH:V (N) 
DO 17 K=l.~1 

Dヨ16 l=l.tl 
$(1)=0.0 
00 16 ，1=1.'1 

16 S <l)~亘 (!)+R2(K.J) 発PlCJ ・ 1 ) 
00 17 J=工.tl

17 R2(K.!)=ら(1)

WRITι 〈ち0.208)
00 18 1・ェ.N

18 WRlTビ f弓C.?09) 1・(R?(1・，J)，J=l.N) 
WRlTE (~O.210) 

KKal 
19 11=1 

Ou ~O l=l.N 
X(I)-O.O 
DO 20 J=工.1-1

20 X(I)=X(I)+R2(I.J) 
21 PM'1=O.0 

Du ?_i 1司 1.11
S(I)-O.O 
D(J 22 J=l.N 

22 S(IJ=S(I)+X(J)*R3(J.I> 
23 RA"=RAM+勺(1)根X(l)

RA f'1 =HM11~静(:.~

Dl) 2斗 1=1.~
24 Y(I)=XI!)/RAH 

[)O 25 1宮工 .N
X (1)副l.日
00 25 ，)=工.N

2ち X(1)=λ(!)+P2<l.J)持V(.)) 
IF(lI-11l) n.記R.2拘

26 D(; 27 1=エ.吋
5 (1) -AP5 (X (1)・V(I))・Vι
IF(~~( l)) ;27.32、32

27 COtIT 1 '，t.lf 
28 WRlTF. (弓u.211)

YlRlTE (ち口、20斗) P.Aト1
WRITE (~O.~09) KK.(V(I).1-1，N) 
00 ?9 1-1，N 
X<l)=O.1) 

DO ~9 J・=l，IJ
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29 X(!)=X(!)+V(J)普P.3CJtI)
DO 30 l=l.N 
00 ~O J=l.N 

.30 R2 (1司J)=H2(IoJ)・RM.l.‘VO)後X(J)
LL=tllN口(N.tJP・1)
IF(P:-l.L) 31.1.1 

.31 KK=KK+l 
G口 T()lQ 

.32 11=11+1 
GO TO 21 

』R
J
 

I
 

• 但ヒ'ι
 I

 

C
d
 

E
」

EEh 
n
r
 

M
 

A

川

、

，

r

a

、

.

，

，

，

、

，

，

r

、

J

H

円

，

，

、

J

h晶
Y

V

A

B

P

噌
目
也

T
S

凶
開

-

H

，、

V
A
n
'
t
、
，
、
J
，
E
、
、
，

R
，
a
a
円
、
，
，
，
，
V
A
P
、
，
、
，
，

-
M
円
、
，
V
A
，
a
，
，
、
，
、
，

仇

1
4
、
.
，
民
1
d
v
A
'
l
n代

d
n
R
1
d
，
，
.

〉

1
3
E

・I
R

T

U

守・
R

P
3
.
、
，
r
、
内
4
D
nベ

?
'
a
内
、
，
勾
乙
ハ
U

I
X
5
N
1
T
A
H
w
l
T
 

5

2

・A
E

A

H

E

C

V
Y
-
-
内
d
，
A
・
M
円
r
L
E
『
・
z
r

'
L
・
・
ム
n
R
V《

E
E
p
a
w
n
u
v《

M
V

A

D

E

A

2

E

C

N

2

 

N
N
-
V
〈

C

N

A

-

r

D

A
M
n
V
A
n
U
R
J
M
川
A
ハ
'
A
U
W
R
J
M
内

N
2
c
-
A
I
R
N

・A

-
L
n
v
，
、
，
A
f
ι
旬日
H
A
ハ
V
』
・
V
ハ

A
1
5
D
5
H
A
V
E
5
E
 

E
T
-
-
H
f
A
V
O
E
U
 

、
，
T
a
・
ι
内
V
A
A
n
，
，
v
v
n
u
r
h
r
r
'
'
'」

R
J
M
川
E
L
R
J
、
，
n
u
p
、
n
v
、
，
A
ハ

I

D

U

E

E

5

C

N

5

V

 

O

N

P

I

c

-

N

F

X

・

-

A

o

r

N

2

i

I

E

I

2

N

 

-

c

p

・A
1
A
H
W
H
1
E

a
Q
u
n
M
M
，
A
F巳
守
'
守
l
守
t

守
t
r巳

r
u

・
6
n
H
川
A
H
D
n
・
n
u
曹

A
E
t
A
u
n
a
'
T
A

0
3
1
5
r
L
A
X
T
W
B
H
X
E
 

'
品
。
ι
，

，

E

-

M

H

U

V

ラ

&

内

4

Z
-
-
v
A
・
，
、
u
H
吋
川
H
H
U
H
F
、
M
H

'
n
v
R
J
V
A
H
円
U
H
a
J
R
J
喝
ム
ラ
H
A晶
T
R
J
q
J

民
J
4
4
噌
ム
K
J
R
J
咽
4
・
内
4
q
J
v
q
J

勺

r
・
弓
4
、
J

T
A
C
E
'
'
'
'
'
'
q
d
V
A
，
，
，
，
，
，
，
，
民
J
，
，
，
，

A
a
o
p
'
'
'
'
f
'
'
5
f
'
'
f
'
'
I
J
，， 

〈
〈

f
〈
〈
〈
〈
〈
〈
〈

E
C
f
f

ヤ
a
T
a
T
'
?
1
T
a
?
，
T
E
γ
E
'
a
T
-
T
'
T
E
守

t
'
l

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
 

阿

N
H
M
H
H
H
H
r
M
R
N
M
H
N
P

n
R
n
n
n
n
n
n
n
k
n
k
n
k
n
H
H
n
k
n
k
n
π
n
n
n代

n
k
n
v
n
υ

円
》
内
u
w
円
U
ハ
u
n
v
n
u
n
u
円
u
v
n
》
n
v
n
u
円
v
n
v
n
u
T
e
M
川

F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
F
5
E
 

n
リ
句
ム
n
u
'
白
骨
内
d
q
J
h守

R
J
，
。

7
・
。
の
の
ヲ
ハ
U
咽
ム
Q
，

n
u
n
u
n
u
n
υ
n
u
ハ
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
咽
品
噌
&
Q
F

噌
ム
・
4
内
ζ

内
4
内
4
内
4
内
，
島
内
4
内
4
内
4
内
4
内
4
内
4
内
4

[付] サブルーティン(逆行列の算出)
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、 SUBROUTIN~ MATINV (N) 

01附ENSION A(.3 1. .3 1)~島(0) .C(.30) 
COMMON A. 
00 4 l=l.N 
00 1 J=l.N 
8(J)=A(J.I) 

1 A<J.Il=O.O 
A( 1.1l=1.0 
00 2 J=l.N 

2 C(J)=A(!.J)/B(I) 
00 .3 J=l.N 
00 .3 K-1.N 

.3 A(J.K)=A(J.Kl・C(K)'降BCJ)
00 4 J-1.N 

4 A(J .J)=C(J) 
RETlJRN 

ENO 



正準相関分析法

主因子分析法

正準相関分析の考え方を適用して，p次元観測特性を因子変量で最大限に説

明できるような共通因子に関する主因子負荷行列を逐次的に算出する。この主

因子分析が成因分析と異なる主要な点は，後者が相関行列から出発するのに対

し，主因子分析法は対角線要素を共有性にもつ相関行列を用いる。このプログ

ラムでは，相関行列を入れれば，共有性をフ。ログラム中で反復計算で次第に改

良しながら主因子負荷行列が得られる。

408ーー 13章

13.10.7 

N 

IC 

CV 

R(I，J) 

(output) 

標本相関行列

共有性，のちに固有値

固有ベクトル

主因子負荷行列

カ出

R(I，J) 
H(I， I) 

G(J， I) 

A(I， J) 

(input) 

観測特性の数

収束のための反復回数の限度

収束判定定数

標本相関行列

カ入

PRINCIPAL FACTOR ANALYSIS 

N ---NO. OF VARIABLES 
IC ---MAX. NO. FOR ITERATION CYCLES 
R ---A CORRELATION MATRIX 

SUBROUTINE MATINV・EIGENANO OROER ARE RE曲UIREO

P
U
C
E
C
c
c
c
c
c
c
 

01阿ENSIONR(31.31).H(30・30).G(30.30).AC30.30)・8(30)
cα判 ONR・H.G.A

1 REAO (40・100) N.IC.CV 
WRITE (50.200) 
00 2 I・1.N
REAO ('+0・10D CR(I.J)・J・1.N)
WR ITE (50・201) I・(RCI.J).J・1・N)
00 2 J-1・N

2 A((.J)-RCI.J) 

c 

CALL MATINV CN) 
00 4 I~l ・ N
B (() ~O. 0 
00 3 Ja1.N 

3 H(I.J)・0.0
H(I，J)a1.0・1.0/RCJ・1)
00 4 J-l.N 

4 R(I.J)・ACl.J)
KK=O 

5 00 7 1=1・N



TH・H(!.I)
00-6. J・1.N

6 HCI.J>・R(I.J)
7 H(l.!>・H(ld)・1.0+TH

KK.KK+1 
WR lTE (50・202) KK 
WRITE (50;20.3> 
00 8 1・1・N

8 WRITE (50・205> H(ld) 
C/)LL EIGEN (N) 

M-N・1
K.1 
CALI. ORDER (N・M.K)
NR・0
WRITE (50・201ゆ
00 10 1・1.N
WRlTE (50・.201) 1 ・H(l・1)
WRITE (50・205) (G(J.I)，J・1.N)
IF(H(I.I)) 10・!h9

9 NR.NR+1 

10 CONTINUE 
00 l.2 1・1.N
TH寓 H(1.1) 
00 11 J=l.N 

11 HCT.J)・0.0
12 HCI.I)=TH 

D口 1.3 1=1・N
00 1.3 J-1・N
A( I.J) -0.0 
00 1.3 K回 1.NR

00 1.3 L=l・NR
1.3 A(! .J)・ACI.Jl+G(1・K)・.tHK.L)・G(J.L)

lF(KK-IC) 14.14.18 
14 00 15 1-1・N

AA=ABS (B (!l・HCT.Il) 
!F(AA-CV) 15.15.16 許

15 CONTlNUE 
GO TO 18 

1品 0017 1・1・N
B(!l-H(I.I) 

17 H ( 1 .I > =A CI .I) 
60 TO 5 

18 WRJTE (50・206)
00 20 1-1・N
00 19 J-1・NR
ACI .J)-O.O 
00 19 K-loNR 

1q A(I.J)-A(I.J)+6(I.K)・'S由RTCH(K.J))
20 WRITE (50.201) 1・(A(1・J)・J・1.NR)

60 TO 1 

100 FORMAT (21.3.F7.6) 

13.10 計算プログラムーー 409

101 FORMAT (16F5.4) 、

200 FOR叫AT (1126H PRINCIPAL FACTOR ANALYSIS"'7H INPUT CORRELATION MAT 
1RIX R/) 

201 FORMAT (15.ラF12.5.(/5X.5F12.5))
202 FOR州AT (/11雪H CYCLE NO.・・12)
20.3 FORMA'r (/11今H COMMUNARITIFS/) 
204 FORMAT (1116H EIGEN VALUE ANO/17H THE EIGFN VECTOR/) 
205 FORMAT (5X.5F12.5) 
206 FORMAT (11128H PRINCIPAL・FACTORANALYSISII) 

STOP 
END 
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[付] サブルーティン 1(逆行列の算出)
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川
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cd 
F
L
P

、F‘、
F

、 SUBROUTINe MATINV (N) 
OIMENSI口N AC31.31).BC30).CC30) 
COMMON A 

00 " I~l.N 
00 1 J~l.N 
aCJ)=ACJ.I) 

1 A(J，!)=O.O 
ACI. !)~1.0 
00 2 J=1.N 

2 CCJ)=ACI .J)/BCI) 
00 3 J=l.N 
00 .3 K=l.N 

:3 ACJ.K)=ACJ.Kl・CCK)僻B(J) 

00 4 J=l.N 
" ACI.J)=CCJ) 

RETURN 

ENO 

[付] サブルーティン 2(実対称行列の固有値・固有ベクトルの算出)

C EIGEN VALUE ANO EIGEN VECTOR OF REAL SVMMETRIC MATRIX 
C 
c 

SUBROUTINE EIGEN (N) 
OIMENSION H(30.30).EV(:30.30)，T(2)，BC31，31) 
COMMON B.H.EV 
T(1)=0.0001 
T(2)・0.00000001
00 2 I-l.N 
00 1 J=1.N 

1 EVCI.J)=O.O 
2 EV(I.Il・1.0

LEVEL誼 1
NN=N-1 

:l LSTEP=O 
DO 13 1=1・NN
K=I+l 
00 13 J=K ，N 
IFCT(LEVEL)・ABS(HCI.J))) 4.13，13 

" AK= (H CI .1)・H(J .J)) i・2.0
CN=0.7071068 
SN=CN 
IF(AK) 6.5・6

5 IF(HCI.J)) 9.10.10 
6 AK=H(I・J)/AK

1 FCABS (AK)・0.4142136) 8，8.7 
7 IF(AK) 9，10.10 
8 TEMP=1.0+AK骨AK

SN=2.0*AK/TEMP 
CN=(-TEMP+2.0)/TEMP 
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GO TO 10 
9 SN=幽 SN

10 DO 11 L=1.1>/ 

TEMP=・SN*EVCI• J) 
EV(L ・I) ~CN普EVCL ・I> +EVCL ・ J)*SN
EV(L・J)揖 TEMP+EV(L. J) i・CN
TEMP=・SN骨H(L.I) 
H (L.I) ~CN発H(L ・J) +H(L. J)暢SN

11 H(L.J)-TEMP+H(L.J)骨CN
00 12 L-1.N 

TEMP=・SN*H(I.L>
H(I.L)=CN.峰H(I・L)+H(J.Ui・SN

12 H(J.L)=TEMP+H(J・L)傍CN
LSTEP-1 

13 CONTINUE 
IF(LSTEP) 3.14.3 

14 IF(LEVEL-2) 15.16.15 
15 LEVEL-LEVEL+1 

GO TO 3 
16 RETURN 

END 

サブルーティン 3[付]

SUBROUTINE ORDER 
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 SUBROUTINE ORDER (N.M.K) 

01阿ENSIONH(31.31) .EVOO..30)・EV2(30)・P(30)
COMMON H.EV 
00 1 1=1.N 

1 P (1) =H (1・1>
DO 10 1=1‘阿
11=1+1 
00 5 J-101 
IF(~.EQ.2) GO TO 2 
IF(P(J)・P(ll)).3・5.5

2 IF(P(J)・P(I1)) 5.5・3
.3 AB=P(11) 

00 4 L=1.N 
1; EV2(U-EV【LoIl)

HH=H ( 11 011) 

GO TO 6 
5 CONTINUE 

GO TO 10 
6 00 8 L"JoI 

LL旬 J+I-し



正準相関分析法

LLL=LL+l 
P (LLL>・P(LU
00 7 KK・1・N

7 EV(KK・LLL>・EV(KK・LU
8 H(LLL.LLL)-HCLL.LL) 
P(J)・AB
00 9 KK=l.N 

9 EVCKK.J)-EV2CKK) 
HCJ.J)sHH 

10 CONTINUE 

412一一 13章

RETURN 
ENO 

正準因子分析法

Raoによる正準因子分析法を行なう。前項の主因子分析と異なる点は，p次

元観測特性の任意の線形式を因子変量で最大限に説明づけるような共通因子を

追求することで正準因子負荷行列が得られる。

13.10.8 

(output) 

標本相関行列，のちに正準因子負
荷行列

唯一性

問有値

固有ベクトル

カ出

R(I， J) 

TH(I，I) 

EV 

Q(J， I) 

(input) 

観測特性の数

収束のための反復回数の限度

標本相関行列

入カ

N 

IC 

R(I，J) 
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SUBROUTINE HATINV.EIGEN AND ORDER ARE RE曲UIRED
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TH(1 ・ J)~O.O
2 H(!.J)cR(I.J) 

WRITE (50・200)
WRITE (50.201) 

00 :3 1-1・N
.3 WRITE (50・202) 1・(R(I.J).J=l・N)

CALL MATINV (N) 
00 4 1-1.N 

4 THCt・1)=1.0/R cl ，，) 
5 KK-KK+1 

WR ITE (50・20，3) KK 
WRITE (50・204)
00 6 1 =1‘N 
WR ITE (50・205) THC!.I) 
00 6 J=l.N 

6 RC!.J)・Hcl .J) 
00 7 1-1・N
00 7 J・1・N

7 RCl.J)・1.0/TH<I.!)・0・0.5'・RCl.J)'・1.0ITH(J.J)・・4・0.5
CALL EIGEN (N) 

t.m-N・1
K=l 
CALL OROER (N.NN.K) 
NR=O 
WRITE (50.206) 
009 l=l.N 
EVcR(1・!)・1.0
WRITE (50.207) !・EV
WR ITE (50・20ち) (由 (J.I).J-l・N)
IF(R(! .!)・1.0) 9.9.8 

8 NR-NR+l 
9 CONTINUE 

00 10 1=1・N
! F (ABS (RAM (()・R(!.I))・0.001) 10.12.12 

10 CONT!NUE 
00 11 l=l.N 

11 RAM (1) =R <I ，，) 
GO TO 17 

12 00 1.3 1・1.N
1.3 RAM(I)=RCI. i) 
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21 WRITE (50.209) (J.J・NR2・NR3)
00 22 J-1.N 

22 WRITE (50・207) J，(R(J.K).K-NR2，NR3) 
GO TO 1 

100 FORMAT (212) 
101 FORMAT (10F5.4) 
200 FOR阿AT (1126H CANONICAL FACTOR ANALYS1SII) 
201 FOR附AT (/25H lNPUT CORRELATION州ATRIX/)
202 FORMAT (15.5F12~5.(/5X.5FI2.5)) 
203 FOR阿AT (1112H CYCLE NO. ー.13//)

204 F口RMAT (l1H lJN1&UENESS/) 
20号 FORMAT (5X.5F12~5) 
206 FORMAT (1112H EIGEN VALUE/6X.12HEIGEN VECTOR/) 
207 FOR叫AT (/15.F12.5) 
208 FOR附AT (11134H CANONICAL FACTOR LOAOING 
209 FORMAT (1111/・5X.5(18.4X))

STOF> 
END 

[付] サブルーティン 1(逆行列の算出)
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SUBROUTINE MATINV (N) 
DIMENSION A(31・31).8(30) ，C(30) 
COMMON A 
00 4 1・1，N
00 1 J・1.N
B(J)・A(J.I)

1 ACJ.l)・0.0
ACI.l)・1.p
00 2 J-1・N

2 C(J)・A(ItJ)/s(1)

00 3 J・1・N
00 3 K・1・N

3 A(J.K)・A(J.K)・C(IO・s(J)
00 1; J・1・N

1; ACl.J)・C(J)
RETURN 

ENO 

[付] サブルーティン 2(実対称行列の固有値・固有ベクトルの算出)

C EIGEN VALUE ANO EIGEN VECTOR OF REAL SYMMFTRIC MATRIX 
C 
C 

SUBROlJTlNE EIGEN (N) 
DIMENSION H(30.30).EVC30.~0) ・T( 2) .B<31・31)
COMMON B.H.EV 
TCll =0.0001 
T(2.)=0.00000001 
00 2. 1=1.N 
00 1 J=l.N 
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1 EV(!.J)mO.O 
2 EVCI・Ilsl. 0 

LEVEL-l 
NN=N・1

3 LSTEP=O 

00 13 !・1・NN
K=!+l 
DO 13 J=K.N 
1 F CT (LEVEL)・ABS(H(I.J))) 4.13.13 

4 AK=(HCI.I)・H(J.J))'降2.0

CN=口.7071068
SN=CN 
IF(AK) 6・5.6

5 IF(H(I.J)) 9.10.10 
6 AK=H(! ，J)/AK. 

』伊で吹古S(AK)-0.4142136) 8・8.7
7 IF(AKl 9・10.'0
8 TEMP=1.0+AK'・AK

SN=2.0*AK/TEMP 
CN=(-TEMP+2.0)/TEMP 

GO TO 10 
9 SN=・SN

10 00 11 L=l.N 
TE阿P=・SN冊EV(I・1)

EV(L・!)=CN*EV(L、Il+EV (L・Jl*SN
EV(L・J)=TEMP+EV(L.J)*CN
TEMP=・SN'降H(L.l) 
H(L.r) =CN・H(I • !)+H(L.J)'・SN

11 H(L.J)-TEMP+H(L.J)*CN 
00 12 L=l・N
TEt1P--SN骨 HCI.Ll
H ( 1 • L) =CN*H ( 1・L)+H(J.Ll*SN

12 H(J.l)=TEMP+H(J.Ll場CN
LSTEP-l 

13 CmlTINUE 
IF(LSTEP) 3・14.3

14 IF(LEVEl-2) ，5.16.15 
15 LEVEL-LEVEl+l 

GO TO 3 
16 RETURN 

ENIl 

サブルーティン 3(固有値の大きさ順に固有ベクトルを配列する){付]

SUBROUTINE ORDER 
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2 IFCPCJ)・PCI1)) 5.5.3 
:3 AB=P (11) 

00 4 L=l.N 
4 EV2 CL)笛EV(L.Jl)

HH=H(Il.I1) 
GO TO 6 

5 CONTINUE 
GO TO 10 

6 DO 8 L=J.I 
LL=J+I・L

LLL=LL+1 
P (LLL) =P (LL> 
00 7 KK=l.N 

7 EVCKK.LLL)=EV(KK.LL) 
8 H(LLL.LLL)・HCLL.LL) 

P(J)=AB 
00 9 KK=l.N 

9 EVCKK・J)・EV2CKK)
H(J.J)-HH 

10 CONTINUE 

RETURN 
ENO 

13.10.9 アルファ因子分析法

Kaiserによるアルファ因子分析法を行なう。 この方法は，観測特性の母集

団と観測対象の母集団を考え，両者の有限なサンフ。ルに基づく各因子評点の相

関性を最大ならしめるような因子負荷行列および主軸因子行列を求める。ま

た，この相関性の最大化は，クロンパッハの信頼係数アノレファまたは一般化の

係数を最大化することとも同等である。インプットの相関行列によって毎回共

有性を改良しながら，共有性を対角線要素とする相関行列を得，この両側から

共有性の平方根からなる対角線行列の逆行列を乗じてできる行列の固有値と固

有ベク，年fレを求めることになる。
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出カ (output)

標本相関行列

共有性

固有値

固有ベクトル

共通因子の数

主軸因子負荷行列

アルファ因子負荷行列

R(I， J) 
A 

FM(I，I) 

E(J， I) 

NR 

D(I， J) 

MF(I，J) 

(input) 

観測特性の数

収束のための反復回数の限度

標本相関行列

入 カ

N 

IC 

R(I， J) 

ALPHA FACTOR ANAL Y.S I S c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
 

N ---NO. OF VARIA8LES 
IC ---MAX. NO. FOR ITERATI0N CYCLES 
R ---A CORRELATION MATRIX 

SUBROUTiNE例ATINV.EiGENAND OROER ARE RE~UIRED 

DIMENSION R(31.31).H(30.30).E(30.30).FMC30・30).0(30.30).B(30)
CO阿MON R・FM・E・O.B.H

1 REAO (40・100) N.IC 
KK-O 
DO 2. ID 1.N 

2 READ (40.1011 (R(I.J).J-1.N) 
WHITE (50・200)
DO 3 1・1.N

3 WRITE (50・201) 1・(R(I・J).Ja1.N)
00 4 l'・1・N
B (1)・0.0
00 4 J-t・N

4 D(I.J)=R(I.J) 
CALL MATINV (N) 
'00 6 l=l.N 
A=R(I・1)

00 5 J=l.N 
H(I.J)=O.O 

5 RCI.J)-O.o 

c 

RCI.I>-1.0"'， 
6 H(I.I)=S0RT(1.0・R(I.l))

00 7 1・1.N
00 7 J・1.N

7 R(I.J)=O(I.J) 
8 KKDKK+l 

WRITE (50・202) 1('1< 
WRITE (50.203) 
00 9 1-1.N 
A-H( I ，，>骨・2

9 WRITE (50.201) I・A
00 10 I篇 1・N
H(J.I)・1.0/HCl.J) 

10 R CI .1)・R(1. 1)・1.0
00 12 1語 1・N
00 11 J.・1・N
FM(I.J)=O.O 
00 11 K.1.N 
00 11 L司 1.N

11 FM(I.J)・FM(I.J)+H(I.K)*R(K・L)・HCL・J)
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12 FMCl・!)-F州CI・1)+1.0
CALL EIGEN (N) 
M=N・1
1(=1 
CALL OROER (N・阿.K)
00 14 1=1・N
RC!.I)橿RCI.r)+1.0
A=FM (1・J)

00ユ3 J=l・N
13 FM CI・J).O.O
11与 FMC!・I)=A

WR ITE (50・2.04)
00 15 1・1.N
WR ITE (50.201) I・FM(loI)

15 WRITE (50.205) (E(J.I) .J-l ，N) 
NR=口
00 17 1=1・N
IF(FMCI.!)・1.0) 17・17.16

ユιNR-NR+1
17 CONTlNUE 

AA・0.0
00 18 1=1・NR

18 AA=AA+FM' 1.1) 
NR1=NR+1 
00 19 I=NR1.N 

19 AA-AA+FM(I.I)鋳暢2
00 20 1・t.N
00 20 J=l.N 
0" • J)・0.0
00 2.0 K=l.NR 

00 20 L=l・NR
200C!.J)・D".JHECI.K)場FM(K.L)・E(J.L)

00 21 1=1・N
21 HCI・!)=S由RTCp"・1)暑 (1・/H(1・1))・・2)

IF(KK-!C) 22.22.25 
22 00 24 1-1.N 

A=O.O 
00 23 J=l・NR
00 23 K=l.NR 

2~ A=A+(E(I.J)*FM(K・J)骨骨0，5)骨骨2

AA=ABS(1.0・Al
IFCAA・0.00001)24・24.8

2斗 CONTINU~
GO TO 25 

25 IoIR ITE (50・206) NR 
00 26 !・1.NR

26 FM<l.I).S唖RTCFMCI.I)}
00 27 !=l.N 
00 27 J=l.NR 
O<I.J)・0.0

00 27 1(-1・NR
270CI.J)=D(I.Jl+EC!.I().・FM(K.J)

WRITE (50.207) 
DO 28 !・1.N

28 WR!TEC 50.201' I・CDCI・J)，J・1・NR)
00 29 !・1.N
00 29 J=l・NR
FMCI・J)-O.O
00 29 K-1・N

29 F附C!.J)=FMCI.J)+HCI.J()・O(K・J)
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WRITE (50.208) 
00 30 1・1・N

30 WRITE (50・201) 1.(fM(I.J).J・1.NR)
GO TO 1 

100 FORMAT (212) 
101 FOR州AT (16FS'.4) 
200 FORMAT (1I21HALPHA FACTOR ANALYSIS/1I24HINPlJT CORRELATION MATRIX/) 
201 FORMAT (15.5F12.5.(/5X.5F12.5)) 
202 FORMAT (//14HCYCLE NO. & .12、
203 FORMAT (/113HCOMMUNALITIES/) 

20'込 FORMAT ClIHHEIGEN VALUE/6X.12HEIGEN VECTOR/) 
205 FORMAT (SX.5F12.S) 
206 FORMAT (//16HTHE FINAL RESULT/4X.17HNO. OF FACTORS .12) 
207 FORMAT (/136HPRINCIPAL AXFS FACTOR LOAOING MATR(X/) 
208 FORMAT (1127HALPHA FACTOR LOAOING MATRIX/) 

STOP 
ENO 

[付] サブルーティン 1(逆行列の算出)
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SUBROUTINE MATINV (N) 
OIMENSION A(31.31)・8(30) .COO) 
COMMON A 
DO 4 (~HN 
DO 1 J~l.N 
a (J)・A(Jo!)

1 A(J.r).O.O 
A(!.1)=1.0 
DO 2 J=l.N 

7. C(J)=A(I・J)/B(!) 

00 .3 J=l.N 
DO .3 K=l.N 

:ち A(J ，Kl ~A(J ，Kl・C(K) i・B(J) 
00斗 J毘 1，N

4 A<I，J).C(J) 
RETURN 

ENO 

[付] サブルーティン 2(固有値と固有ベクトルの算出)

C nc，EN VALUE AND EIGEN VECTOf> OF REAL SYMMETRIC MATRIl¥ 
C 
C 

SlJBROIJT !lIE E 1 GE~J (N) 
D.(MENSlorl H(，30.:l0)・FV(30・30).T(2)・B01・31)
CO~1M(lN B.H.EV 
7(1)=0.0001 
7(2)=0.00000001・
00 :;: (ロ1・N
00 1 J=l.N 
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1 F.V(!.J)-O.O 
2 EV(! 01)・1.0

LEVEL冒 3
111'1-1'1・1

3 LSTEpmO 
DO 13 !~l.NN 
K-!+l 
DO 13 J=K.N 
1 F (t(LfVEL)・AE¥S(HCI・J))) 4・1.3.13

4 AK c (IH 1 .I )・H(J.J))保2.0

420一一 13章

CN=o.1071068 
SN-CN 
lF(AK) 1， .5・6

ち lF(!I(I，))) 9.10..10 
6 II I<. ~HCI ・ J)/AK

1 F(ABS(AKl・0.4142136) 8.8.7 
7 lF(且，)。・10.10
8 TEMP-1.0+AK*AK 

SN爾 2.0*AKITE阿P
CN-(-TEMP+2.0)/TEペP

GO TO 10 
9 SN・・:，N

10 DO 11 L宮 1.1'1
TEI.11'=・SN*EV(L・1)
EV(L.I)事CN'降FV(L.1 l+EV(L.J)'・Stl
EV(L.J)-TEMP+F.V(L.J)*CN 
Tt:r~P~・5N*H(L. 1)
H(L.I)=CN.・H(L・i)+J-I(L・J)梼5吋

11 H(L.J)-TEMP+H(L.Jl祷仁N
lJO 12 L・1.1'1

TEll"'-・Sf-l*H(1 . L) 
H<l司L)=Cf!硲H(I・Ll+叶(J・L，*Sil

1~ H(.J.L}=TE，IP+IH.J.Ll'・仁川
LSTEド・1

13 com・I'HlF
IF(l.STF.") 3.14.3 

14 lF(l.EVEL-2) 15・16.1'
1里 LEVEL-LEVEL+1

GO 70 :1 
1瓜 RETI.IRN

員

EN[l 

サブルーティン 3(固有値の大きさ)1買に固有ベクトルを配列する)[付]

SURROUTINE OROcR 

K ---1. T凸 OUTPUTEIGEN VALUES ANO VECTORS FROM THE LARGEST 
VALUE IN ORDER 

・・・ 2. TO OUTPUT EIGEN VALUES AND VFCTORS FROM THE SMALLEST 
VALUE lN ORDER 

c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
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2 lFCpCJ)-PC11)) '.5・3
3 AB-PC 11) 

00 4 L・1.N
4 EV2 CL)・EVCL・11)

トキH-HC11.I 1) 
GO TO 6 

5 CONTlNUe: 
GO TO 10 

6 DO 8 L-Jd 
I:;l-JφI-L 

LLL-LL+1 
PCLLL)・PCLL>
00 7 KK・1・N

7 EVCKK.LLL>・EVCK1C・LL>
8 HCLLL・LLL>・HCLL.LL)

PCJ)・AB
00 9 KK-1・N

9 EVCKK・J)・EV2CKK)
H CJ .J)・HH

10 CONTINUE 

RETURN 
ENO 

13.10.10 アルファ・マックス因子分析法

1968年 Bentlerにより提唱された因子分析を実施する。この方法は，得ら

れた資料に基づき，p種の観測特性自体も無作為標本のように考え観測特性の

母集団 (universe)の立場から因子的推測を行なう。 この意味でアルファ因子

分析法と同様の指向性があり，普通の統計的分析よりももっと実質科学的な観

点にたち， アルファ因子分析法よりさらに強い性格の解を示すとされている。

この定式化の特徴は，信頼係数の下限を与える内的繋合係数を ρ種の観測特

性のうえで一般的な重みづけを行なう拡張により αo係数を考え，これを最大

化する重み係数ベクトルを求めていく。最終的な演算式は固有値と固有ベクト

Jレの計算になるが，アルファ因子分析法での共有性行列が唯一性行列に置き換

わった式をとくことになる。
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C 

R(I， J) 

(output) 

唯一性

固有ベクトル

繰り返しの実際の回数

因子数を決める α。ー係数の基準値
(O~αQ~l) 

固有値と固有ベクトノレを求める直
前の行列，のちに固有値

固有値行列のトレース

固有値の和

有効因子数

因子負荷行列

出カ

FM(I，J) 

T 

S 

NR 
A(I， J) 

U(I) 

H(I，J) 
KK 
C 

(input) 

観測特性の数

繰り返しの最大回数

0・H 結果のみを出す
1…各回ごとの結果と最終結果の

双方を出す

因子数を決める α。一係数の基準値
(O~三α。云 1)

相関行列

入カ

N
mル

M

ALPHA-MAXIMIZED FACTOR ANALYSIS 

N ---NO. OF VARIABLES 
IC ---MAX. NO. OF ITERATION CYCLES 
H ・・・ O. ONLY TO OUTPUT THE FINAL RESULT 

・・・ 1. _!O OUTPUT BOTH INTERMEDIATE AND FINAL RESULTS 
c・・・ CRITERIONFOR ALPHA-O TO EXTRACT FACTORS 

( 0.000 TO 1・000 ) 

p

、P
、PL
-
F
L
・r
、rt-r‘.
r
、r
、P
、

R ---CORRELATION MATRIX r
、r
、F‘.
F

、P
、

SUBROUTINE MATINV.EIGEN AND ORDER ARE RE岨UIRED

OIMENSION R(30・30)・A(30・30)，FM(30・30)，H(30・30)，U(30)・且(30)
COMMON R.FM.H 

1 REAO (40.100) N.IC.M.C 
WRITE (50・200)
00 2 1・1.N

READ (40，101) (R(I・J)・J・1・N)
WRITE (50・201) 1・(R(1・J)・J・1.N)
00 2 J-1 ・N

2 A(I・J)・R(I・J)
CALL MATINV (N) 
00 3 1-1・N
8(1)・0.0
U(I)・1.0/R(1・J)

00 3 J・1.N
3 R(I・J)・A(I・J)

KK・0
4 K証・KK+l

T・0.0
MM・0
00 6 1 ・1.N
R( 1・1)・R(I・1)・U(I>
00 5 J-1・N， FM(I.J)-R(J・J)/(U(I)・U(J))・・0・5
R (1，1)・R(loI)+U(I)

6 T・T+FM(1o1) 



007 1-1.N 
IF(ABS(B(I)・U(1))・0.001> 8・8.7

7 B (1) -U (1 ) 
IF(KK-ICl 11・8・8

8 H例・l
WRITE ()0.202) N・IC.KK・c
WRITE (50・203)
00 9 1-1.N 

9 WR JTE ()O・208) I.U(f) 

WRJTE (~0.20~) 

00 10.1・1・N
10 WRITE (50・201> I・(FH(I・J).J.1・N)
11 CALL EIGEN (N) 

K-1 
CALL OROER (N.K) 

NR・0
00 13 1・l・N
D・FH(1・f)I <1. O+FM( I・1)) 
IF(O-C) 1.3.13.12 
IF(FH(I・f)・C) 13・1.3・12

12 NR-NR+1 
13 CONTINUE 

5・0.0
00 14 1=1・N
SsS+FH (f ，，) 
00 14 J=l・NR

14 A(I・J)・H(1・J)・(U(1)・FM(J・J))・4・0.5
IF(MM) 15・15・22

15 IF(M) 19・19・16
16 WRITE (50・206) Ktc: 
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200 FORMAT (1M1・32MALPMA-MAXIMIZED FACTOR ANALYSIS///26H INPUT CORRE 
1LATION MATRIX) 

201 FOR阿AT (/.4X.12.5X.5F12.'‘.1.(UX.5F12・‘))

202 FORMAT (1H1・I・18H THE FINAL RESULTS.//.10X.16HNO. OF VARIABLES.1匂X
1・15./・10X・2'‘H刊AXIMU同 ITERATIONCVCLES.6X.15./.10X・23HACTUAL ITERAT 
210N CVCL正S.1X・15・l.l0X.'込OHCRITERIONFOR ALPHA-O TO EXTRACT FACTORS 
3.F6.3) 

203 FORMAT (/"，与x・10HUNI也UENESS)
204 FORMAT (11X.5F12.4) 
205 FORMAT (//.4X.46HS曲UAREMATRIX FOR EIGEN-VALUES AND THE VECTORS) 

206 FORMAT (1H1・13HCVCLE NO. .... 2) 
201 FORMAT (//.4X・30HEIGEN-VALUESAND EIGEN-VECTORS) 
208 FORMAT (/.4X.12.Fl1.4) 
209 FORMAT (1/・10X・25HTRACEOF THE ABOVE MATRIX.F15.4/10X.19HSUM OF EI 

1GEN-VALUES.6X・F15.4)
210 FORMAT (/"，‘K・17HNU何回EROF FACTORS・15・/1>
211 FORMAT (1/.4X・20HALPHA-0COEFFICIENTS./) 
212 FORMAT (/.‘X.31HALPHA-MAXIMIZED FACToR LOADING MATRIX) 
213 FOR刊AT (1・(1・且・且HF.12.9X.1HF.12.9X・1HF・12.9X.1HF.12・9X.1HF・12))

STOP 

ENO 

[付] サブルーティン 1(逆行列の算出)
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SUBROUT!Ne MATINV CN) 
OIMENSION AC31.31)・B(30) .C (30) 
COMMON ~ 
00 4 1・=l，N
00 1 J~l.N 
6(J)=ACJ・1)

1 A (J.l) ~O.O 
A(! .1)=1.0 
00 2 J・1.N

2 C(J)置 AC1 .J) /白(1)

DO 3 J・1.N
00 .3 K・1.N

.) A(J.K)=A(J.K)・CCK)*BCJ)
00 4 J・1.N

4 A(I.J)aC(J) 
RETLJRN 

END 

[付] サブルーティン 2(固有値と固有ベクトノレの算出)

C SUBROUTINE OF EIGEN-VALUES AND EIGEN-VECTORS 
C 
c 
c 

SUBROUTINE EIGEN (N) 
DIMENSION R(30・30).H(30.30).U(30・30)，T(2)
COMMON R.H.U 
T(1)・0.00001
T(2)・0.0000001.
DO 3 I・1.N



00 3 J・1.N
IF(I-J) 1・2・1

1 U(I・J)・0.0
GO TO 3 

2UCI.J)・1.0
3 CONTINUE 

LEVEL.1 
NN-N・1

4与しSTEP.O
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A‘SN・0.7071068
GO TO 13 

15 IF(H(I・J)) 12・14.14
16 00 17 L-1・N

TEMP.-SN・'U(L・1)
U(L・I).CN*U(L・I)+U(L・J)・SN

17 U(L・J).TEMP+U(L・J)・CN
00 18 L・1・N
TEMP.-SN・H(L・1)
H(L・II・CN*H(L・J)+H(L・J)・SN

18 H(L・J)..TEMPφH(L・J)・CN
00 19 L・1・N
TEMP--SN<・HCI.U
H( I・U-CN・H(I・L)・H(J・II・SN

19 H(J・U・TEMP+H(J・l)・CN
ιSTEP-1 

20 CONTINUE 
IF(LSTEP) 4.21・4

21 IF(LEVEL-2) 22・23・22
22 LEVEL-LEVEL+且

GO TO‘ 
23 CONTlNUe; 

RETURN 
ENO 
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サブルーティン 3[付]

SUBROUTINE ORDER 
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SUBROUTINE ORDER (N.K) 
DIMEN510N H(JO.JO).EV(JO.30).EV2(JO).P(30) 
COMMON H.EV 
M=N-1 
DO 1 l=l.N 

1 P(Il=H(1・Il
DO 10 1・1・H
11=1+1 
DO 5 J=1・1
lF(K.E由.2) GO TO 2 

IF(P(J)・P(J1)) 3.5.5 
2 IF(P(J)・P(I1)) 5・5・3
J AB-P(i1) 

DO 4 L-l.N 
4 EV2(U-EV(L・11)

HH-H(11.Il) 
GO TO 6 

5 CONTINUE 
GO TO 10 

1> DO 8 L=J，[ 

LL-J+l・L
LLL担 LL+1
P (LLU -P(LU 
DO 7 KK=1.N 

7 EV(KK.LLL)=EV(KK・LL)
8 H(LLL.LLL)・H(LL.LL)

P(J)・AB
DO 9 KK司 1.N

9 EV(KK.J)-EV2CKK) 
H(J.J)・HH

10 CONTINUE 
RETURN 
END 



付録

広い分野の方々が本書を利用されるときのことを思い，次に便宜的に最小限

のベクトル・行列の定義と 2，3の平易な手計算用の演算法を付しておく。しか

し，ベクトノレや行列の次数が高くそして電子計算機を借用できるならば，本書

のプログラムを利用するのがよい。もちろん，これらの行列論に関しては入門

書や専門書が数多く出ているので，これらの単行本によって勉強されるのが望

ましい。

A. 1 ベクトルと行列

mn個の数 a拙 (i=1，2，…，m，k=1，2，…， n)を次のように方形に配列したも

のを (m，n)行列 (matrixof order m x n)，または単に行列 (matrixまたは

general rectangular matrix)という。

? ? ?「「jトトトト三剖引叩[仇刷枕ikl[a 
a叩 la間 2・・・a冊 n

行列を構成する数 a曲を行列 A の要素 (elementまたは component) と

いい，行列の横の並びを行 (row)，縦の並びを列 (column)という。上から数

え第 i行，左から数えて第j列といい，その交点の要素を (i，j)要素という。

行，または列の数が 1である行列をベクトノレ (vector)といい， (1， n)行列を

n次行ベクトノレ (rowvector of order n)， (m， 1)行列を m次列ベクトJレ

(column vector of order m)という。

ベクトノレの要素がすべて 1であるものを単位ベクトル (unitvector)という。

また，ベクトルの要素がゼロと 1からなるものを 2値ベクトル (binaryvector) 

とよび，とくに，一つの要素のみが 1で残りの要素はすべてゼロであるベクト

ノレを基底ベクトル (elementaryvector)とよぶ。

さらに，ベクトノレの要素がすべてゼロであるものをゼロベクトル (zerovec-

torまfこは nullvector)という。
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また，要素が一つからなるベクトル，すなわち 1行 1列からなる行列をスカ

ラー量 (scalarquantity)といい， これは通常の数値を行列形式で表現しただ

けのことである。

(m， n)行列において， とくに m=nのとき n 次正方行列または単に正方

行列 (squarematrix)といい，nを次数 (order)という。このとき，左上から

右下への対角線にある要素 all，a22，…，annを対角線要素 (diagonalelement)と

いい，対角線以外の要素を非対角線要素という。非対角線要素がすべてゼロで

ある行列を対角線行列 (diagonalmatrix)という。

また，対角線行列で対角線要素がすべて等しい行列をスカラー行列 (scalar

matrix)という。

さらに，対角線要素がすべて 1で他の要素がゼロである行列を n次単位行列

(unit matrix of order n)または単に単位行列 (unitmatrixまたは identity

matrix) といい， 1"または Iで示す。 また， 対角線行列の要素が 1と -1

からなり他の要素がすべてゼロのとき，この行列を符号行列 (signmatrix)と

いう。

また，一般の行列でその要素がすべてゼロと 1である行列を 2値行列

(binary matrix)という。

さらに，正方行列の各行と各列において，どのような行と列にもゼロでない

要素がただ一つしかなく他はすべてゼロを要素としているとき，この行列を単

項行列 (nominalmatrix)という。また，単項行列でゼロでない要素がすべて

1であるとき，この単項行列を置換行列 (permutationmatrix)とよぶ。

行列の要素がすべてゼロでできている行列をゼロ行列 (zeromatrixまたは

null matrix)とよぶ。

A. 2 小行列，直和行ヲIj，転置行列，対称行列，三角行列およびエル

ミット行列

行列 d をいくつかの縦線および横線でくぎると， さらに小さな方形の行列

が配置されているとみなされ， この小さな各行列を d の小行列 (submatrix

または partitionedmatrix) という。そしてこのように考えたとき，Aを大

行列(supermatrix)という。なお，行列の要素がすべてスカラー量である行列
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を単純行列 (simplematrix)とよび，大行列と区別するのに役だてられる。

また，正方行列 A=[PiJlで Pijを d の小行列とし，Piiは正方行列，Pij 

(iキj)はゼロ行列であるとき，A を Pl1，P22，…， Prrの直和 (directsum)と

いい，直和行列 A は次式のように示される。

A = Pl1+P22+……+Prr 

ここで Piiの次数を Piとすれば，Aの次数は Pl+P2+…+Pγ である。ち

なみに，上で Piiと Pりの要素に関せず，P，叫を任意の次数あの正方行列と

するような d の分割を対称分割 (symmetricpartitioning)という。

(m， n)行列 Aの行と列とを入れ替えてできる (n，m)行列を dの転置行列

(transpose of matrix A， transposed matrix)といって A'で示す。すなわ

ち，A=[aiklのとき A'=[akdをいう。

また，A'=Aである行列を対称行列 (symmetricmatrix)という。すなわ

ち，すべての (i，k)要素と (k，i)要素とが等しい正方行列を対称行列という。

さらに，A'=-Aがなりたつ行列を逆対称行列または交代行列 (skew-sym-

metric matrixまたは alternatematrix)という。したがって，逆対称行列は，

対角線要素がすべてゼロで，非対角線要素が対称の位置にある要素と絶対値の

み等しく符号の異なる行列ということができる。

正方行列 A=[aiklで，すべての t と hについて，i>kのとき a曲 =0，ま

たは i<kのとき a泊 二Oであれば， この d を三角行列 (triangularmatrix 

または canonicalmatrix)という。とくに，対角線要素より上方がすべてゼロ

要素であるとき下方三角行列 (lowertriangular matrix)，対角線要素より下方

がゼ、ロ要素のとき上方三角行列 (uppertriangular matrix)とよぶ。 もし，A

が正方行列でなく (m， n)行列の場合には，m<nかっ i>kで a曲 =0なら

一部上方三角行列 (upperpartial triangular matrix)といい，m>nかっ i<k

で a帥 =0なら一部下方三角行列 (lowerpartial triangular matrix)という。

また，n次行列 A=[aiklで要素が ao，ah "'， an_lの n種だけからなり，し

かも (i，k)要素が nを法 (moduln)として i-kのみを添字として表現され

る行列，すなわち

A = [aikl = [ai_k] 
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ここに i-k = 0， 1，…，n-l (modn) 

を巡回行列 (cyclicmatrix)という。

一般に，行列の要素がすべて実数であるものを実数行列 (realmatrix)，複素

数を含むとき複素行列 (complexmatrix)という。さらに，(m，n)行列 d の

要素が複素数であるとき，このすべての要素を共役複素数に置き換えてできる

(m，n)行列 d を共役行列 (conjugatematrix)という。

さらに正方行列 dにおいて，この共役行列を転置した行列 (A)'を A*で

示し，A の共役転置行列 (transposedconjugate matrix， adjoint matrix)と

よぶ。 この A*がもとの A に等しいとき，すなわち (A)'三 A*=Aのとき，

この行列 d をエyレミット行列 (Hermitianmatrix)とよぶ。 n次エルミット

行列 d について，ゼロベクトノレでない任意の n次列ベクトノレ aによりがAx

なる形をとるとき，この形をエノレミット形式 (Hermitianform)といい，この

値は実数値となるが， この値が王または非負のとき，それぞれ d を正値エル

ミット行列 (positive-de白liteHermitian matrix)または非負エルミット行列

(non-negativeまたは positiveseme-definite Hermitian matrix)という。

A. 3行列の演算

行列は数を方形に配列しただけのもので，もちろん一つの数値を示すもので

はない。しかし行列に対しでも，ちょうど，数値(スカラ}量)に対する算法と

同様に，力日法・減法・乗法が定義される。

A.3.1 行列の同等，加法，減法およびゼロ行列

二つの (m，n)行列，A=[aiklおよび B=[biklについて

( i ) あらゆる iと h に対応して G曲=b曲なら，A と B は同等

(equivalent)で A=Bと示す。

(ii ) あらゆる iと hに対応して，[a帥 +biklなる行列を d と B の和

(sum)といい，A+B=[a曲+biklと示す。

(iii) あらゆる iと hに対応して，[a曲-biklなる行列を d と B の差

( difference)といい，A-B=[a曲-biklと示す。

(iv) A=Bのとき，A-Bなる行列はゼロ行列となり， 0で示す。
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A.3.2 行列の乗法，ノルム， トレース

(m， l)行列 d と (l，n)行列 Bが与えられているとき，Cik= L; aitjk を (i，

k)要素とする行列 C を d とB の積 (product)といい AB=Cで示す (i=

1，2，…，m; k=1，2，…， n)。 したがって，積は dの列の数と Bの行の数とが

等しいときに限り定義される。

また，一般に AB=BAは必ずしも成立しないから，Aから積 ABをつく

ることを d に右から B を掛ける (Ais postmultiplied by B)といい，A

から BAをつくることを dに左から B を掛ける (Ais premultiplied by B) 

という。とくに，AB=BAがなりたつとき，A とBは交換可能 (commuta・

tive)という。

一般に行列演算が可能である条件下で，行列の積に対する交換律 (com-

mutative law)を除き，その他の行列演算では結合律 (associativelaw)，分配

律 (distributivelaw)および交換律 (commutativelaw)が成立する。

行列 d の元素 a曲をすべて a倍 (aは数)したものを要素とする行列を，a

と Aのスカラー積 (s回 larproduct)といい，aAと書く。

一般に，(m，n)行列 d と (P，q)行列 B三 [biklとするとき， このこつの行

列からつくった (mp，nq)行列 C三 [Abiklを dとBの直積またはクロネッカ

ー積 (directproduct， Kronecker product)といい，C=A・xBと示す。二つ

の n次ベクトfレおと yについて，積 x'yをつくるとスカラー量になるが，

これをベクトルのマイナー積 (minorproduct)という。これに対し，積 xy' 

をつくると (n，n)行列となり，これをメジャー積 (majorproduct)とよぶ。ま

た，二つの n次ベクト/レ mとyについて，積 (y)'x，すなわち yの共役転

置ベクト/レ y本と zの積 y*おをつくるとき，これを m とyの内積 (inner

product)といい，y*おまたは (x，y)で示す。

さらに，(x，y)=Oならば mとyは五いに直交(orthogonal)するという。

また，(x， x)をベクトノレおのノルム (norm)といって Ilxllで示す。

また，直交するベクトルを列とする (m，n)行列 d のマイナー積 A'Aが，

単に n次の対角線行列をなすとき，A を直交行列 (orthogonalmatrix)とい

い，この対角行列が n次単位行列になっているとき，A を正規直交行列 (or-

thonormal matrix)といっている。 Aが正規直交行列であるとき，Aのメジャ
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ー積AA'は，もちろん単位行列ではなく，この積は対称案等行列(symmetric

idempotent matrix)となる。また，案等行列とは，kを任意の正整数とすると

き，正方行列 d について Ak=Aを満たす行列 d をいい，ここに Akは正方

行列 d の h個の積を示す。

さらに，A と B を正規直交行列として，正方行列 Cについて dを対角線

行列とし C=AdB'と三つの行列の積で掛けるとき，AdB'を Cの基本構造

(basic struc加 reof C)， A と B をそれぞれ C の左側， 右側基本正規直交

行列 (left，right basic orthonormals of C)，そして d を C の基本対角線

行列 (basicdiagonal matrix)という。

n次行現UA=[a怯]の対角線要素の和を dのトレ}ス (trace)といい， tr. (A) 

と書く。すなわち，

免

tr. (A) = I: a“= all+a22+……+ann 

ここで A，B をともに n次行列とすると，次式がなりたつ。

tr. (A+B)ニ tr.(A)+tr. (B)， tr. (AB) = tr. (BA) 

A. 4行列式，正則行列，逆行列

A.4.1行列式

n個の相異なる正の整数を 1から n として， (1，2，…， n)と並べたとき，こ

れらの整数の任意の一つの並び (Pl>P2，…，Pn)三 Pから，二つずつの数字の交

換(li.換， transposition)によって初めの並び (1，2，…，n)にもどる互換の回数

を考える。この回数が偶数(偶互換)であれば配列 P のもつ性質の符号として

プラス，すなわち sgnP=+1とし，また回数が奇数(奇互換)であれば配列 P

の符号としてマイナス，すなわち sgnP=-lと定義しておく。

このとき，n次正方行列 A=[aik]の行列式(determinant)を IAIで示して

次式で与える。

IAI = I: sgn P.alPla2p，...a町 η

r 

ここに，上式右辺の aip，は d の (i，ρi)要素で，第 1行として行番号 1，

L…，nを選んだとき，対応する第あ列として PhP2，• ・ ， Pnをそれぞれ異な
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った数字として列番号 1，2，…，nから選び，この列番号の並びを (Pl>P2，…，Pn) 

三 P として上式右辺に示される要素の積に符号 sgnP をつけ，このようなあ

らゆる可能な P の選び方について加え合わせることを意味している。また，

正方行列 dの行列式 IAIを次のようにも示すことがある。

au a12・・・・・・aln

a21 a22……a2川， det A， il(A)， laikl 

anl aη2・・・・・・anη

さらに，n次正方行列 d の対角線要素を対角線にしている d の小行列の

行列式を主小行列式 (principalminor)といっている。

一般に，(m，n)行列 d から任意に r個ずつの行と列を選び出してつくった

r次正方の小行列の行列式を d の小行列式 (minorまたは subdeterminant

of order r of A)という。

また，このような行列 d の m行または n列による横ベクトノレまた縦ベク

トルのうちで 1次独立なベクトルの最大数を行列 d の階数(位数，ランク，

rank)という。したがって，残りのベクトルは階数に等しい個数のベクトルの

1次従属な形で表現されることになる。このことはまた，A の (r+1)次の小

行列式がすべてゼロとなり，r次の小行列式ではゼロでないものがあるとき，

このような rを階数と定義して， rank A， r(A)などと示しでも同じことであ

る。このとき，mとnの小さいほうと階数の差を退化次数 (nullity)というこ

とがある。また，階数が減ずることを退化(degeneration)という。

A.4.2 正則行列，逆行列

行列式の値がゼロでない行列，すなわち IAIキOなる d を正則行列 (re-

gular matrixまたは non-singularmatrix) とよぶ。 さらに，n次正則行列

d に，ある一つの n次正方行列 Xを乗じ積の結果が n次単位行列になる

とき， この X を d の逆行列 (inversematrix)といい， ただ一つ存在して

A-lで示す。

n次正方行列 d において，任意の要素 G曲に着目して，i行と h列を除い

た小行列式は a帥に関する Aの (n-1)次小行列式であり， これに(_1)i+k 

の符号をつけた値を aikの余因子 (cofactor)とよんでムk と示すことが多い。

また， この余因子 A枕を (k，i)の要素としてできる n次正方行列を dの余
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因子行列 (adjugatematrix of A)といい，adj A で示す。よく知られた公

式に adj・A=IAI.A-Iがある。

いま，n次正方の実数行列 d について，A'A=Inであれば，A を直交行

列 (orthogonalmatrix)といい，A は正則で A'=A-Iとなっている。直交行

列の行列式の絶対値は 1であって， +1のものを正値直交行列または正格直交

行列 (positiveorthogonal matrix または properorthogonal matrix)， -1 

のものを負値直交行列または変格直交行列 (negativeorthogonal matrixまた

は improperorthogonal matrix)という。

この際，Aの要素に複素数をもっていて， 単に転置行列 A'ではなく共役

転置行列 (A)'三，A*を用いて，AキA=Iη がなりたつ行列 d をユニタリ行列

(unitary matrix)といい，この行列式の絶対値も 1となる。

d が n次複素行列のとき，AA*=A*Aを満たす行列 d を n次正規行列

(normal matrix) という。このとき d は， あるユニタリ行列 U によって

A=UDUネと対角化できる。ただし D はある複素対角線行列である。

A. 5 固有値と固有ベクトル

n次正方行JIJA について，行列式 IA-Unlの値をゼロとするスカラー量

』を dの固有値(固有根，特性根， eigenvalue， characteristic root， latent root， 

proper value)といい，IA-Unl=Oを d の固有方程式(特性方程式， ch-

aracteristic equation， proper equation)とよぶ。また，この式の左辺 IA-.Uη|

を d の固有多項式 (characteristicpolynomial)といい，固有方程式はえの

n次代数式であるから，一般に Aとして n個の根をもっ。この各根んに対

し，Xをゼロ・ベクトルでないとして AX=Aixなるベクトル xが存在すると

き，この xをんに対応する dの固有ベクトノレ (eigenvector， characteristic 

vector， latent vector)とよぶ。すなわち，(AーんI)x=Oとなる xをんに対

する d の固有ベクトルといい，各んに一つずつ対応して全部で n個の固有

ベクトルが d に対して得られる。エルミット行列やこれに属する実数対称行

列の固有値は実数となる。
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A. 6 ガウス・ドゥリットル法

本文中で最も頻繁に出てくるやっかいな演算は，逆行列や行列式の値を算出

することであろう。とくに，階級(ランク)の大きい行列について，これらを算

出するにはたいへんな労力を要し，また計算結果の誤差もかなり大きくなりが

ちである。このような場合にはなるべく簡単で精度のよい数値計算の手順が必

要となる。

これらの観点から，ここではガウス・ドゥリットル (Gauss-Doolittle)法と

よばれ，手計算にも楽な計算方法を紹介する。この方法は統計関係の本や論文

にもよくみられるが，数値計算に熟達した人もしばしば利用している。数値解

法としては， ρ個の未知数をもっ p個の連立 1次方程式から一つずつ未知数

を消去し，各未知数に対する係数行列の逆行列と，この行列の行列式の値およ

び未知数の値が同時に算出できる。

いま，簡単のため p=4として，次の連立方程式に基づいて， dm=aoにお

ける計算手順の数理を示そう。
戸『戸-- -

la a a a|lX|ニ lal
a21 a22 a28 a24 I I X2 I I a20 I 

a31 a82 a38 a84 I I X3 I I a30 I 

a41 a42 a43 a44J LX4J La40J 

まず，第 1行の両辺を allで剰し，

a
一ax

 

a
一a+

 
x
 

a
一a+

 

ぬ
a
一a+

 
x
 

をつくり，この両辺に ail を乗じ，第 i行から引く。

ここで，
alO __ _ a1J _ _ alj _ _ L 

一一一=aoo， 一一一=aOJ' aij一一一一c..ai1 = Dり，
all all au 

i = 2， 3，4 j = 0， 2， 3， 4 

とおくと，上の連立方程式は

11 a02 Qo8 a04l iXll iaool 
同 b22 b23 b24 I I X2 I I b20 I 
十 b32 b33 b剖 II x31 I b30 I 
LO b42 b43 b44J LX4J Lb40J 

に変形される。
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次いで，上の行列の要素 bjj に関する部分で，第2行を b22で剰して

b23 ， b24 b20 
X2+一一約十一-x一一一

b22b224-b22  

さきと同様に第 3 行以降の第 2~Jの要素をゼロにする。すなわち

さらに doo=

をつくり，

iv t
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a04 I I Xl I I aOO I 

b04 I I X2 I I boo I 
C04 I I X3 I I COO I 

1 J LX4J LdooJ 

。0
3

3

A

町
九
1

0

2
 

向

1

0

0

が最終的な形として求められる。ここに XhX2， X3， ぬの解は，逆順に次のよう

に代入しながら得られる。

X4 = doo 
X3 = Coo一C04X4

X2 = boo-boaX3-bωぬ

Xl = aOO-a02X2-a03X3-aQ4X4 

同時に，行列 d の行列式の値は，Aが上方三角行列に変換された過程にお

いて，対角線要素を 1にするために各行を剰した all，b22， C33， d44の積によって

与えられる。すなわち

IAI = allb22c33d44 

となる。

さらに逆行列を求めるには，上記の Ax=aoにおいて，与えられた行列を d

... ， 

A
U
Aり

咽
i

A
リ

:
-
A
U

日
U
4
i
n
u
nり
・

:
n
u

旬

A

A
リ
内
リ
ハ
リ
・
・
・
ハ
リ

ao = 

またとみなし，



A.6 ガウス.fゥリットル法一一 437

とつぎつぎにおいて，各ベクトルに対応して得た解 aを列ベクトルとして正

方行列を構成すればよい。これが逆行列となる。すなわち， AX=Iなる正方

行列 X を求めていることになる。

このようにガウス・ドゥリットル法では逆行列・行列式の値および根の解が

同時に得られ，このために各段階の計算が系統的に楽に行なえるような計算手

順表が考案されている(表A.1)。

次に，この計算手順表を用いて簡単な数値例を示そう。

小池・中尾ら*の年齢 18-22歳を主とした女子学生305名の体形の調査によ

ると表A.2の成績を報告している。

この相関行列に基づいて Xl>X2， Xsを独立変量としぬを従属変量とし，さき

の3変量から標準胸囲(ドレス)を回帰直線によって推定する問題を考えよう。

ここに各的はすべて規準化されているとする。

まず，

X4 = s1Xl+s2X2+sSXS 

で与えられる係数 shs2， saを推定する。

このときの正規方程式は表A.2の相関係数によって，次の 3元1次連立方程

式で示されている。

ん+0.48saO.81ss= 0.67 

0.48sl+ん+0.40ss= 0.20 

0.81sl +0.40s2+ゐ=0.75

これをガウス・ドゥリットル法で解いてみよう。この計算手順を表 A.3で示す。

したがって，この表の結果から

を得る。

sl = 0.2807，ゐ=ー0.1664，ゐ=0.5791 

行列式の値=1.0xO. 7696xO.3437 = 0.2645 

i 3.1753 -0.5897 -2.3361l 

逆行列=1-0.5897 1.2999 -0.04231 

(係数行列の) Iー2.3361 ー0.0423 2.9091 I 

ここで，上に得た解を現実の胸囲(ドレス)の値として推定するために，規準

ホ 小池，藤田，中尾: “被服構成のための若年女子の計測 (1)"，人間工学誌， Vol. 2 (1967)， 
No. 4， 15-29. 
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ガウス・ドゥリットル法の計算手順表表 A.l

E怒

線形方程式の係数行列 定数項 逆行列のための単位行列

1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 .. 

01 all a12 a13 a14 aJO 1 

02 a21 a22 a23 a2晶 ・・....・・・ a20 1 

03 a31 a32 Q33 a34 a80 1 

04 a・・U ~42 ~岨 ~4. .•••••••. a，. 1 行列を記入する. 

:・.・.・. 
: : : : . . 

: : : 
: : : 

:・・:・・ :・.・.・・・ ・.・
. 

1 

10 1 002 a03 a04 a.. a.， 行ベクトル [10]= [01] +au 

22 b" b" b" 62• b25 1 [22] = [02]-a21 X [10] 

23 b" b.. b" b，. b" 1 [23]=[03]-a'1 X[10] 

24 b" b.. b .. b.. b" 1 [24]=[04]-a“x[10] 
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20 1 b03 bO• b帥 bo， b06 (20)= (22) + b22 

33 C33 C34 C30 C35 C86 1 (33)=[23)-b32X (20) 

34 
c‘3 C，‘ C，O C.5 C46 1 (34)= (24)-b" X(20) 

~-_. 

30 1 CO' COO C05 Co・C07 (30)=[33)+c33 

44 d" d" d" d'6 d" 1 (44)=(34)-c"X (30) 

40 1 doo=x" (40) = (44) +d" 

30' 
の行について，

1 Xa eS1 eS2 eS3 eS4 逆順に並べか (30')=[30)-c"x (40) 

20' 1 X2 e21 e22 e23 eu えたものが逆 [20')= (20)-b03 X [30')-b" X (40) 
行列となる.

10' 1 X， eu e12 e13 e14 [10')=[10)-ao2x [20')-a03X [30')-a"X [40J 

行列式の値=al1b22CS3d44'"

方程式の根町，X2，xaJ・.
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表 A.2 相関行列表

体 重 身 長岡(ヒップ)胸囲(F'レス)

体重 x， 1 0.48 0.81 0.67 

身 長約 0.48 1 0.40 0.20 

腰 囲拘 0.81 0.40 1 0.74 

胸囲拘 0.67 0.20 0.74 1 

表 A.3 計 算 表

係 数 行 現j 定数項

2 3 4 5 

01 1.00 0.48 0.81 0.67 1 

02 0.48 1.00 0.40 0.20 。
03 0.81 0.40 1.00 0.74 。
10 0.48 0.81 0.67 1 

22 0.7696 0.0112 -0.1215 -0.48 

23 0.0112 0.3439 0.1973 -0.81 

0.0145 -0.1580 -0.6236 

I7 ド竺 0.1990 -0.8030 

0.5791 -2.3361 

1 -0.1664 -0.5897 

0.2807 3.1753 

化された的を実測値 Zjにもどすと

0.2807x4.3 
z4=78.8+ -'--5:7' ..-(zl-49.7) 

0.1664x4.3 
一 (均一153.4)

5.3 

0.5791x4.3 
(za-86.4) 

4.9 

(単位: kg， cm) 

平均値|標輔差

49.7 5.7 

153.4 5.3 

86.4 4.9 

78.8 4.3 

(逆行列のため)

6 7 

。 。
。

。
。
1 。
1.2993 

-0.0145 

1.2999 I -0.0423 

-0.5897 I -2.3361 

= 45.08+0.2118z1-O.1350z2+O. 5082za 

を得る。

すなわち，18歳から 22歳までの女子学生を調査集団とした場合， 平均的に

次のように胸囲(ドレス)が推定できる(単位:cm， kg)。

推定胸囲(ドレス)=45.08+0.2118x(体重)-O.135x(身長)

+O.5082x (腰囲)
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計算プログラム

ガウス・ドゥリットル法による正則行列の逆行列や行列式の値を求める。基

本的には連立 1次方程式の解を消去法によって得ることである。インプットは

係数行列と定数ベクトルで，アウトプットは係数行列式・根ベクトノレおよび係

数行列の逆行列である。

[付]

N 

IC 

係数行列と計算経過

(output) 

行列式の値

出力

A(I， J) 

D 

(input) 

観測特性の数

ゼロならば入カデータと計算経過
を示す
1ならば結果のみを示す

線形方程式の係数行列

入 力

方程式の解A(IN，M) 

A(IN， J) 逆行列
A(I， J) 

GAlI SS・~OOLITTLF SOLUTION 
( SlJBSTITUTION METHOD ) 
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OIMF.NSION A(59.ι1) .AA<.30) 
COM~'ON A 

1 READ (40.100) N・IC
WRITE (50.200) 
M-N+1 
NN.M+N 
DO 2 I・1.N

2 READ (40・101) (A(I・J).J・1.刊〉
00 3 1・1.N

c 

M1・M+1
00 3 J-M1.NN 

3 A( 1・J)・0.0
00.4 1・1.N
J-M+I 

4A(J.J)・1・0
AA(l)・A(1.1)
IF(IC-1) 5・7.5

5 WR ITE (50.201> 
WRITE (50.202) (J.J・1.NN)
00 6 1-1・N

6 WRITE (ラ0.203) (ACI・J)・J・1・NN)
7 NL-N-1 

00 12 L・1.NL
LL・L+1
A1・A(L.U
00 8 1-1・NN

8 A(L.D・A(L・I>/A1
00 9 J・LL.N
A2・A<J.U
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DO 9 K・1・tlN
9 A(J.O-A(J・K)・A2*A(L・K)

AA (LL)・A(LL.LL>
IF(IC-1) 10.12.10 

10 WRITE (里0.20'み〉
DO 11 I・L.tl

11 WRITE (旦0.203) (A(I.J).J=l・NN)
12 CONTINUE 

A1・A(/'J，N) 
Do 13 l=l.NN 

13 AOI. ])-A(N・I>/A1
lF(IC-1) 14.15.14 

14 IIR lTE (雪0.204)
WRITE (50.203) (A(N.J).J・1・NN)

15 D-1.0 
DO 16 l=l.N 

16 D-D骨AA(I)
lN-N-1 
KK-N-1 
WR ITE (里0.204)
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WR ITE (里0.209) (J.J・1.N)
DO 22 1-1.N 
lN・2骨N-l

22 WRITE (ラ0.210) 1・(A(ltl・J).J-M1・NN)
GO TO 1 

100 FOR料AT(213) 
ユ01FORドAT(10F里.2)
200 FORMAT (lX・2'るHGAUSS-DOOLITTLESOLUTION/10X.23H( SUSSTITUTION METHO 

1D )I//) 
201 FORMAT (5X.36HINPUT DATA AND COMPUTATIONAL PROCESS./) 

202 FORMAT (10(16・2X))
203 FORMAT (10F8.4) 
204 FORMAT C1H ) 
205 FOR判AT (1/~X.11HDET F. R刊 lNANT ・ 11 ・ 10X.F8 ， 4'//)
206 FORMAT (5X・16HROOTS /) 
207 FORMAT (10X.1HX.12 ・ 2H ・， Fl0 ，~け
208 FORMAT (1/5X.14HINVERSE阿ATRIX・/)
209 FORMAT (10X.8(16.2X)) 
210 FORMAT (3X.15.2X.8F8.4) 

STOP 
END 
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A. 7 平方根法

この平方根法とよばれる行列演算も統計解析の計算にしばしば適用できる。

しかし，ガウス・ドゥリットノレ法を知っている人の間でも，この方法はあまり

知られていないようである。この平方根法の利点は，計算が非常に簡潔でまた

計算手順を通じ記入量も少なく， 結果が見やすいことであろう。そして， こ

の解法は係数が対称になっている線形方程式の解を非常に楽に与えるだけでな

く，ある種の統計解析で必要になる形式の逆行列や解を求めるのに，とくに有

利である。

いま，前記のガウス・ドゥリットル法におけると同じ P元連立 1次方程式

Ax=ao 

によって，計算手順を示そう。ただし dの要素について aij=ajiとする。ま

ず，Aと aoを変換して新しい行列 B とベクトノレ boを次のようにして求め

る。

( i) Aおよび aoの第 1行について

bll = 、/五~， b1j = aljjbll ， j = 0，2， 3，…，p 

(ii) Aおよび aoの第 i行について

biiニ必至iJ， i=2，3 ，p 

1 -1 i-1 

1十 (aり-I; bkん)， 
bij = ~ Qii 制

[0， 

(iii) この bijを要素として

i= 2， 3，…，p-l 
j = 0， i+l， i+2，…，p 

i= 2， 3，…，p-l 

i>j， jキO

B=(bij)， i，j=1，2，…，p 

とおくと， A=B'Bを満たす上方三角行列 B が得られる。

(iv) A の行列式の値は IAI= IB'¥ IBIであり， いま IBI=bub22日・bpp と

なっているから，上の結果から直ちに次式で得られる。

IAi = (bub22…bpp)2 
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(v) 解 XhX2，…，Xp を得るには

bUX1 +bI2X2+b1aXa+・…・・+b1pxp= b10 
b22X2+b2aXa十・・・一 • +b2pxp = b20 

baaxa+・・…・+bgpxp= bao 

bp_1，p四 1Xp_1+bp_1，pXp = bp_1，o 

bppxp = bpo 

の形式に算出され準備されているから，逆順に次のように求める。

Xp = bpo/bpp 

Xp_1 = (bp_1，O-bp_1，pXp)/bp_1，p_l 

Xp_2 = (bp_2，O-bp_2，p_1Xp_l-bp_2，pXp)/bp_2，p_2 

(vi) もし，Aが変量的，Z2，"'，Zpに関する pxpの相関行列で，aOが特

定の変量 Zoに対する相関係数ベクトルであれば，Zoに対する ZhZ2，…Zpの

重相関係数 Ro・12"'p は，

Ro・12...p= (alOX1 +a20X2+……+apoxp)1/2 

で与えられる。また， (vi)は相関行列を同等な行列の積と考えたときの行列を

求めたことを意味している。

(vii) Aの逆行列を求めるには，上の手順 (i)から (iv)において，定数項

のベクトル aoを順次
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とおいて解を求める。ここで各 aoの解を P次列ベクトノレとして XhX2， "'， Xp 

とし，これを列とする pxp行列を構成するとよい。

この平方根法の計算手順を表A.4に示している。

また，表A.5には前節で引用した小池・中尾らの例を用い，本節の数値

計算を示している。もちろん，計算結果はドゥリットル法と合致し，計算表は

他のどの方法によるよりも簡潔である。
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逆行列のための単位行列定数項線形方程式の係数行列
法出算

17 16 13 12 11 10 9 8 7 4 3 2 1 

与えられた係数行列と定数ベクトル

および単位行列を記入する.
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表

I

P

-

-

算
計「
1

表 A.5

7 

01 1.0 0.48 0.81 0.67 1 。 。
02 0.48 1.0 0.40 0.20 。 1 。
03 0.81 0.40 1.0 0.74 。 。 1 

11 1.0 0.48 0.81 0.67 1 。 。
12 。 0.877 0.012 0.138 -0.547 1.139 。
13 。 。 0.586 0.339 -1.369 -0.024 1. 705 

解 0.281 -0.166 0.579 3.175 -0.589 -2.336 

Ro・~I 0.764 逆行列 -0.589 1.299 -0.042 

行列式 1 R 1=0.264 -2.336 0.042 2.909 

(逆行列のため)

下τ寸5 

定数項

4 3 「
行

2 

[付] 計算プログラム

対称行列に関する平方根法を行なう。すなわち，実数の場合の平方根に相当

する演算を正方行列について実施するわけで，得られる行列は三角行列で，こ

れを転置したものの逆行列も同時に得られる。この方法は，前項のガウス・ド

ゥリットル法と同様に，対称行列の場合の逆行列や行列式の値をも与え，

インプットが相関行列であれば重相関係数ベクトルと偏相関係数行列も得られ

る。この平方根法の統計的多変量解析での用法は広く，因子分析法では単一因

子解法や多群解法などに利用される。

また

(output) 

係数行列，のちに逆行列

行列式の値

方程式の解

重相関係数

ガ出(input) 

観測特性の数

線形方程式の係数行列(対称行列)

カ入
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J

a

。
00 7 J・2.N2

7 ACl.・J)-AC1・J)/A(lt1)
00 10 1・2.N
" ・1・1
B-O.O 
00 8 J・1t11

8 B-B+ACJ，J)*・2
ACI.I)-SQRT(AC!.I)・!I)
IJ-I+1 
00 10 J・IJ.N2
IlB・0.0
00 9 K~l ・"
BH・円臼+ACK.I.)噌AC~ .J) 

9 ACI・K)・0.0
10 ACI.J)=l.o/AC!・1)骨CAC1・J)・as)

AB-1.0 
00 11 1・1.N

11 AS-A白骨A(I.))
AB-AE¥**2 
AC'JtltN)・AnltNN)IACN.N) 
00 13 1・1.M
NI-tl-I 
ANI・A(NI・NN)
00 12 J・1.1
NNJ・NN・J

12 ANI-ANl・A(NI・NNJ)侵A(NN・NNJ)
13 ACNN・N))・ANIIACNI・NI>

c・0.0
00 14 1・ltN

14 C・C+ACNN・I)*AA(!)
c・5由RTCC)
00 15 1・MM・N2
00 15 J・I.N2
ACI.J)・0.0
00 15 K・1.N

15 ACl・J)・ACI・J)+ACK・I>*A(K・J)
00 16 1・MM・N2
00.16 J・MM・1

1ιACI・J)・ACJ・1)
WRITE C50.203) 

A.7 平方根法ー 447
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WRITE (里0.201) CJ.J・1.N2)
00 17 I・1.N

17 WRITE (雪0.202) I・CA(I.J).J・1.N2)
WRITE (50.204) AB 
WRITE (50.205) 
00 18 I・1.N

18 WRITE (里0.206) I・A(NN.I)
WRITE (50.207) C 
WRITE (う0.208)
NN2-Z*N 

NNJ・3暢N
WR ITE (50.201) CJ. J・1.N)
K-O 
00 19 I-I'lM・N2
K-K+l 

19 WRITE (雪0.202) K.(A(I.J)・J-MM.N2)
GO TO 1 

100 FOR~lAT (12) 
101 FORMAT (10F5.2) 
200 FORMAT (//5X.20HS由UARE ROOT METH口D/13X.22HFOR SYMMETR1C MATR1X 

1///16" 1NPUT MATR1X A/) 
201 FORMAT (10(2X・16))
202 FORMAT (12・9F8.4)
203 FOR~1AT CII24H 5向UARE ROOT SOLUTION B/15X.13HWHERE A-T白骨B/l2X.2HB

1・3
204 FORflAT (/ /12H OF.TERfll NANT /l10X・F1Q.4)
20雪 FORflAT (1I17H ROOTS /) 
206 FORMAT (5X・1HX・12.2H・・F10・4)
207 FORMAT (//33H MULTIPLE CORRELATION COEFF1CIENT//10X.F10.4) 
208 FORMAT (//15M INVERSE MATRIX/) 

STOP 
END 

A. 8 逆行列計算の便法

逆行列の計算法は種々考えられているが，一般にかなり労力的で，また計算

誤差の累積の問題もある。ここでは，手計算の場合の比較的簡単なそして計算

精度を配慮したこつの解法をあげておく。ここに，いずれも d を正則行列と

前提する。

A.8.1分割法

いま，n次正方行列 d の小行列 B，C，D および Eを次のように考え，

A= [! ~J 
さらに，Bおよび Cを正方行列と設定しておく。

ここで，もし Bおよび C-EB-ID三Xが正則行列であれば，B-ID三 Yお

よび EB-l三 Z とおいて，A-lは次の形式で示すことができる。

ル1= íB叫 :X~lZ -~~-ll 
I -X-1Z X-1 I 
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すなわち，n次正方行列 d の逆行列は小行列 B の逆行列と Cと同じ大きさ

の行列 Xの逆行列の計算に分けて算出することができる。

次に，先節の小池・中尾の例を用いて，この数値計算の手順を示しておく。

まず

4::::月
において，

B = i 1 0.48l 
= 10.48 1 卜 C= [1] 

D=悶， 土問 O柑]

とおく。このときは簡単に B-lが得られ，

1
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となるから，
X = C-EB-ID = [0.3437] 

X-1 = [2.9091] 
を得る。

さらに，Yと Zについて

iO.8030l 
=I~'~~=~I ， Z=EB-l=[0.8030 0.0146] 
10.01461 

となるから，これによって A-lを作成する。この答は次のように得られ，当

然前節の結果と一致する。

i 3.1753 -0.5897 -2.33611 

A-l = 1 -0.5897 1.2999 -0.04231 

1 -2.3361 -0.0423 2.90911 

A.8.2 反復収束法

n次正方行列 A について， なんらかの方法で A-lに近似する行列 Xoが

得られているとする。このとき，Xoから出発しでもっと精度のよい逆行列を

求めるために，A-lに逐次収束させる方法の一つをあげておく。

この方法はきわめて簡単で，
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Xk+1 = Xk(21，η-AXk) ， k=0，1，2，… 
によって逐次的に hを大きくとっていくと， 終局的に h→∞のとき IimXk

=A-1となる。

ただし，このためには

Iim (In-AXo)2kニ O

が必要十分条件となる。

A.8.3 フレィム 法

この方法は n次正方行列dの行列式の値 IAI，逆行列 A-1，余因子行列 adj

dおよび固有多項式の係数を同時に与え，非常に便利なわかりやすい方法であ

る。しかし，比較的小さな行列に対して手計算むきで，少し大型の行列になる

と急速に計算誤差が大きくなり，精度が非常にわるくなることもよく知られて

いる。

いま Aの固有方程式を

IA-Hnl =(ーl)n(An-C1An-1_C2An-2-……-Cn) = 0 

とおく。このとき

Ao三 ln，

Ak = AAk_1-Ck1n 

CK=ttr(dd叫 k=日 ，n

として，上式によって hを nまで反復的に計算すると，

IAI = (ー1)n-1ら

21=Ldn-1 
c弧

adj A = (-1)n-1An_l 

固有多項式の係数:1， CI> C2，…， Cπ 

が得られる。

さて， A.6節からの例によって，この方法での n=3の数値計算の手順を示

そう。

まず，Ao三 13とおいているから

C1 = tr. (AAo) = tr. (AI3) = 3.0 
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である。このれによって
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AA，~[~と :::;lti::171
i --1.1135 --0.1560 

=1ー0.1560 --1. 6096 

1 --0.6180 --0.0112 

を計算して，

C22÷ 廿 (ddh÷(-1附一1.6ω0仰俳9

=一1.9535

を得る。したがって

i 0.84∞ 
A2 = AA1--C21 = 1ー0.1560

1 --0.6180 

が計算されて，また

--0.1560 --0. 6180l 

0.3439 --0.01121 

--0.0112 0.76961 

cs=ttr(M2)=÷(02叫 0.2併5+0.2併5)

= 0.2645 

を得る。 この数値例では n=3であるから， これまでの計算で dの行列式の

値・逆行列・余因子行列および固有多項式の係数が得られている。すなわち，

IAI = (--1)2c3 =0.2645 

i 3.1753 --0.5897 --2.3361l 

A-l =土A2= 1--0.5897 1.2999 --0.ω31 

cal-23361-OM232.切92J

i 0.8400 --0.1560 --0. 6180l 

adj A = (ー1)2A2= 1 --0.15ω0.3439 --0.01121 

1 --0.6180 --0.0112 0.76961 
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固有多項式

Jい)= (-1)8(.l.8_cIA2-c2A-ca) 
= -A3+3A2_  1. 9535え+0.2645

と示される。

A. 9 固有値と固有ベクトルの算法

固有値と固有ベクトルを算出する方法には，大別して直接法・反復法および

回転法がある。このうちの直接法は，前節の Frame法のように，n次正方行

列 dについて IA-UI=Oなるえに関する n次園有多項式を導き， この代

数方程式の根として n個の固有値を求め，またこの各根に対して n個の連立

方程式として (A-U)x=Oを満たすようなゼロベクトルでない mを，その根

に対応する固有ベクトルとして算出する方法である。しかし， この方法は n

が大きいと計算誤差も大きく影響してあまり感心しない。

本節の中では，反復法としてパワー法 (powermethod)を， 回転法として

ヤコビ法(Jacobimethod)を代表として紹介しておく。

A.9.1 パワー法

この方法は対称行列にも非対称行列にも応ずることができ，しかも計算法は

比較的容易である。そして固有値の絶対値の大きい順に数個算出するような際

に最も適している。因子分析法や正準分析法では，このような立場から固有値

と固有ベクトルを必要とするので頻繁に利用される。

いま，n次正方行列 dの n個の固有値を IA11>1ゐ卜・・>1ん|とし，各ん

に対応する固有ベクトルを m とする。

このとき，第 1番めの固有値んに対応する固有ベクトルは，任意に与えら

れた初期の n次ベクトル Xlω を用いて

21 (kl = AkXl (0) 

を k=1，2，3，…と繰り返し計算し，Xl (却を規準化して得られる。このとき h

が十分大きくなるにつれて Xl山は X!に収束する。

そして固有値んは，ベクトルが十分に収束した hについて，次の内積の比

んー (Ax!(k-!)， Ax! (日 l)
一

且 (Axl(k-!)， XI (k-!)) 
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で得られる。ここに AX(k-l) は X(k) の規準化するまえのベクトルを示してい

る。 このことは， Xl刷 =AX1(ト 1) から (A-U)X1 (k) =0となる Aを求めて

いることになる。また別に， 固有ベクトルの各要素が十分に安定していれば，

Ax(炉 1) とお〈日)の任意の一つの対応する要素どうしの比でも得られる。

次いで，i=2，3，…，nに関して，第 i-l番めの固有値 Ai_1 と固有ベクトル

Xl_1 を得たあとで，第 i番めの固有値んと固有ベクトル m を求める手順に

はいる。

この際には，第 i番めの固有値んと固有ベクトル鳥のための A，を用い

て，さきと同様の式

Xi(k) = Alxj(O) ， i = 2， 3，…，n; k=1，2，3，. 

によって反復計算を行なう。ただし Aj をつくるには，もとの行列 d が対称

形でも非対称形でも，まず AとA'の第 i-l番めの固有ベクトノレを必要とす

る。すなわち，kを十分大きくしてそれぞれ M および Nで得たdおよびA'

の第 z-1番めの囲有ベクトルを Xj_1(M) および Xi_l(N)とし Xj_l(M】'ムーI(N)=1

と規準化しておくと，

Aj三 A-Aj_1Xi_l(M)ムー1(N)f 

で与えられる。したがって， もし d が対称行列なら， もちろん Xj_l(M】と

ムー1(N) は閉じものであるから， Ajのっくり方は Xj_l(M)'Xi_l (M) = 1のもとで

Aj三 A-Ai_1Xi_1(且f】Xj_l(M)' 

で示される。

さて，上の Aiによる反復計算によって第 i番めの固有ベクトル叫が得

られれば，この夙によって第 z番めの固有値は，さきと同様に内積に関する

次式によって得られる。

ん=[Xj， X，]/[Xj， Xi-t] 

次に，パワー法の許算例として， A.6節から使用してきでいる 3次正方行

列 d について手順を示そう。この行列は対称形であるから，ムを求める手聞

がはぶけるときの公式を利用することになる。

まず，第 1番めの固有値と固有ベクトJレを求めるために，初期のベクト 1レ

Xl(O) を

お1(0) = [1，1，1]' 
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とすると

%1 (1)吋廿:::;11=[;jl
を得る。これを規準化すると， %1ω=[0.6196 0.5087 0.5979]'となる。

次いで，k=2として計算を繰り返す。

%1【2)ニ A 1%1(1) = A2%1 (0) 

i 1 0.48 0.81liO.6196l i1.3488l 

= 10.48 1 0.40 11 0.50871 = 11.04531 

10.81 0.40 1 1卜O.5979 1 11. 3033 1 

これを規準化すると %1(2) = [0.6280 0.4869 0.6071]'を得る。

さらに，k=3では

%1 (3) = A%1 (2) 

i 1 0.48 0.81liO.6280l i1.3535l 

= 10.48 1 0.40 11 0.48691 = 11.03121 

10.81 0.40 1 110.60711 11.31051 

と計算されて，規準化すると %1(3)=[0.63020.48010.6102]'を得る。

同様の計算をさらに続け，規準化したベクトノレのみをしるすと次のようにな

る。

k=4， お1(山=[0.6308 0.4780 0.6112]' 

k= 5， %1(5) = [0.6310 0.4774 0.6115]' 

k=6， %1(6) = [0.6311 0.4771 0.6116]' 

k = 7， lil(7) = [0.6311 0.4771 0.6116]' 

すなわち， 7回の反復計算で第 1の固有ベクトルは確定し， このときの固有値

は k=8で A%I(7)=[1.3555 1.0247 1.3136]'となるから，これとお1仰を用

いて

を得る。

1.35552+1.02472十1.31362
1一
1-1.3555xO.63f1+1.0247XO.4771+1.3136xO.6116 

= 2.1478 

次いで，第2番めの固有ベクトルと固有値を求めるために，Aが対称行列の

場合の公式
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A2 = A-A1Xl%{ 

i 1 0.48 0.81l iO.6311l 

= 10.48 1 0.40 1-2.14781 0.47711 [0.6311 0.4771 0.6116] 

10.81 0.40 1 1 10.61161 

i 0.1445 -0.1667 -0.0191l 

= 1 -0.1667 0.5112 -0.22671 

1 -0.0191 -0.2267 0.19651 

によって，初めの d を更新し的ω=[1，1，1]'から反復計算を行なう。

この推移は次のようになる。

k= 1， お2(1)= [-0.3077 0.8778 ー0.367句'

k=2， X2(2) = [ー0.2757 0.8750 -0.39却，]'

k=3， お2(3)= [-0.2667 0.8739 -0.4063]' 

k=4， X2(山=[ー0.2643 0.8736 -0.4087]' 

k=5， お2【5)=ト0.2636 0.8735 -0.4093]' 

k=6， X2【6)= [-0.2634 0.8735 ー0.4094]'

k=7， %2(7) = [-0.2634 0.8735 -0.4094]' 

したがって， この際も 7回の反復計算により第2の固有ベクトルは確定し，

このときの固有値は0.6677と得られる。

全く同様に，第3番めに固有ベクトルと固有値を求める。この際には

i 0.0982 -0.0130 -0.0911l 

A3=A2ーえ2X2X2'= I -0.0130 O.∞17 0.0121 I 
1 -0.0911 0.0121 0.08461 

となり， これを第 1の固有ベクトルと固有値の計算式における d と考えて，

X3(O) =[1， 1， 1]'から出発して反復計算を行なう。

この第3の固有ベクトルの計算も 7固めで収束し，次のように得られる。

%3(7) = [0.7296 -0.0974 -0.6769]' 

したがって対応する固有値は 0.1制4となる。

A.9.2 ヤコビ 2去

この算法は対称行列にだけ適用できて，手計算にはめんどうであるが，機械

計算のプログラム面では適した有効な方法である。一般に，実対称行列の固有
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値はすべて実数であることが知られているが，これらの固有値と各対応する固

有ベクトルを全部同時に算出できる。とくに，行列の階級がおちても固有値と

してゼロがあっても支障なく，また計算精度のうえでもヤコピ官去は通常の対称

行列の場合には決定的な解法と考えられている。しかし，この計算法は，手計

算には複雑でまた詳しい三角関数表も必要とし相当に労力的であって，むしろ

プログラムを利用できる電子計算機による場合には最適である。

この方法は，与えられた n次正方行列 dに対し，んを要素とする n次対角

線行列を d とするとき，A.=TAT-lとなるような直交変換 T(もし，Aが

複素エノレミット行列ならユニタリ行列でよい)を求ることにより，固有値んは

TAT-lの第 i番めの要素によって， またんに対応する固有ベクトJレは T

の第 i列として得られるのである。 このことは， 与えられた行列 d の非対

角線要素を逐次ゼロとしていく直交回転行列れを dに施し，終局的に T=
T1T2...Tk として Tを確定していくことを考える。このような非対角線要素

の選択は，通常，Aの対角線要素以外のすべての要素のうちで絶対値の最も大

きなものから逐次選び出してゼロ化する手順をとる。

いま，Aの第 h固めの回転結果を A(k)とし， この行列の非対角線要素の

うち絶対値が最大な要素を atj曲)とし，これをゼロにする直交変換 Tk+1 を考

える。ここに初回を dω 三 d とする。さてこの atj(k) に関する変換行列は次

の形式で示される。

Tk+1= 
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ただしこの行列で要素のはいっていない空白なところは，すべてゼロを要素

とLている。

このとき，回転角。は at/k+l】=0とするために
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と定める。

このようなれ刊によって， Tk+1AωTk+1' を実施した結果は，次のように

なっている。

ajj曲+1)= aii(k】sin21t+ajj向 cos21t+aij刷 sin21t

a“曲+1)= aii【前十aJj出 _ajj(k+1)

.世+1)= a，，(肘 1)=0 ajj'"'.' = aji 一

また，上で指定された iまたは jと，その他の行または列の番号 lとに関す

る要素は

au (k+1) = aU刷 coslt-aJ!山 sinlt

aJ!(肘 1】=aj!向 cosIt+au向 sm件

と変化する。

次に，回転によって新しくできたれ+1AωTk+1をA(肘 1)として，との行列

の非対角線要素の絶対値の最大のものを捜し，上と同様の手順によって Tk+2

を施すことになる (k=1，2，…)。

さて，このような手順の反復によって，もとの行列は次第に対角線行列に近

づき，非対角線要素がすべて十分にゼロに近いとみなせるときに，反復回転の

計算をやめる。この収束を判定する具体的な方法は，この変換が直交回転また

はエルミット変換であるから，行列の要素の2乗和は変わらないという性質を

利用するのがよい。すなわち，与えられた行列を対角線行列化する過程で，対

角線要素の2乗和は単調に増加するので，この和が初期の行列の全要素の 2乗

和に近づき，次第に収束してくる。したがって，両者の差を収束の判定のため

に用い，あらかじめ指定した必要精度の値と比較して小さければ反復計算を終

了するようにすればよい。 このようにしてでき上がった行列を上述の d と考

えればよいから，その対角線要素に固有値が示され，その順に対応する固有ベ

クトルが，各階の回転行列をすべて乗じてできる一つの行列の列で示される。

次に，ヤコビ法の計算例として，前節と同じ 3次正方行列 d について計算

手順の概略を示そう。ここに
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i 1 0.48 0.81l 

A = 10.48 1 0.40 1 

10.81 0.40 1 1 

さて，反復計算にあたって，行列の非対角線要素の絶対値の大きな要素から

ゼロにしていくような直交回転をすでに述べたが，このような要素の選択の代

わりに，非対角線要素 aりの(t"，j)を(1，2)，(1，3)，…， (1， n)， (2，1)，…， (2， n)， 

(3，1)，…， (n，n-1)のように，系統的に逐次すべての要素にわたり n(n-1)/2

回の直交回転を反復計算の 1巡回 (cycle)と考え，上記の反復計算の停止規則

を適用しでもよい。電子計算機のプログラミングには，このような系統的な選

択のほうがプログラム技法のうえで楽である。

この数値例では次数が小さいので，ここでしるした系統的な方法によって数

値計算を行なってみる。

まず，a12の要素 0.48をゼロとする直交回転 T1 を考える。このとき

tan2O = -2x0.48/(1ー1)=一∞

であるから，勾=-71:/2，すなわちゅ=一π/4となる。 したがって， sinO=1/ 

d玄と cosO= -1/ .J2 を用いて

i -0.7071 0.7071 Ol 

T1 = I -0.7071 -0.7071 0 I 
1 0 0 11 

を得る。

ここで，A(o>三 d として T1A【O>T1'=Aω を計算すると，次を得る。

i 0.52 0 -0. 2899l 

A(l> = 1 0 1.48 -0.85561 

1 -0.2899 -0.8556 1 1 

次いで，a13 にあたる -0.2899をゼロにするような直交回転 T2を考える。

このとき，多少の丸めの計算誤差のために正確にゼロとならなくとも，かなり

小さい値になって反復計算の過程で逐次非対角線要素をゼ、ロに収束させていく

からそれほどの心配はいらない。この際の直交変換の要素として，sin o= 

0.5535と coso=O.8328を得る。 これによる A(2) の計算結果として次のよ

うになる。
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r 0.2289 0.1026 -0.1991l 

Aω=  1 0.1026 0.1651 -0.69281 

1 -0.1991 -0.6928 1.12021 

次いで，a23にあたるー0.6928を選択する。これに関するれについては，

sin o =0.4183と coso =0. 9083を得る。これによって T3AωT3'三，A'引を

得れば，上に与えられた d に関する 1巡回の反復計算を終えたことになる。

全く同様の計算を，Aのすべての要素の2乗和が変換後の対角線要素の2乗

和にほぼ等しくなるまで，反復するわけである。

この計算法を電子計算機によって行なうと， 26回の反復計算，すなわち第9

巡回中の2固めにおいて，きわめて安定した次の結果を示している。

r 0.1845 0.4874x 10-10 

A'26> = 1 -0.2例Ox10-6 0.6677 

0.2910x 1O-10l 

-0.9095 x 10-121 

I 0.1639x10-6 -0.1553x10→ 2.1478 1 

T= T1T2"…・T26

i -0.7296 -0.2633 -0.6311l 

= 1 0.0974 0.8735 -0.47711 

1 0.6769 -0.4096 -0.61161 

したがって，固有値は d僻の対角線要素によって

ん=0.1845，ゐ=0.6677，ん=2.1478 

と示され，それぞれに対応する固有ベクトノレは，規準化した後に

と得られる。

お1= [ー0.3133 0.0418 0.2907]' 

X2=[-0.2151 0.7137 -0.3346]' 

X3 = [ー0.9249 -0.6991 -0.8963]' 
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