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動的システムの最適制御アルゴリズムとその応用
豊田　充 統計思考院　特任助教

はじめに

微分方程式で表現される動的システムを制御対象として，設定した評価
関数を最大化あるいは最小化するような制御入力の設計を考えます．

minimize
u∈U

J (u) ,

J (u) =

∫ T

0
l
(
t, x(t), u(t)

)
dt + h

(
x(T )

)
,

subject to ẋ(t) = f (t, x(t), u(t)), x(0) = x0.

• x: 状態変数， u: 制御入力，Uは許容制御入力の集合
• T : 固定された終端時刻
• J(u): 評価関数，これを小さく/大きくする

• l
(
t, x, u

)
: ステージコスト関数, h(x(T )): 終端コスト関数

多くの工学的問題では解析解は求まらないため，数値計算アルゴリズム
によって，離散的な制御入力の系列を求めることを検討します．この問
題に対する計算法としては，

•動的計画法を適用し離散時間ベルマン方程式を計算する方法
•最大原理により得られる2点境界値問題を計算する方法

•非線形最適化の手法を適用する方法
などが挙げられます．工学的な応用問題に関しては，動的計画法を用い
た計算手法が主体でしたが，これは

•ある種の列挙式の解法と見ることができ，実装もシンプルである．
•近似計算適用に際して，広いクラスのシステムに適用可能．
•理想的な動的計画法は大域的最適解を求めることができる．

といったアルゴリズムの簡便さが背景にありますが，状態変数を離散化
するという性質上，状態変数の数の増加に応じて計算量が指数的に増加
する点が問題となります．

Control Parametrization による計算[1]

本研究では非線形最適化の手法の適用によるアプローチをとります．制
御入力を離散化して非線形計画問題に変換します．

u(t) =

N∑
k=1

σkχIk(t),

χI(t) =

{
1, t ∈ I
0, otherwise.

0 = t0 < t1 < · · · < tN = T,

Ik := [tk−1, tk), k = 1, 2, . . . , N.

離散化された制御入力について，階段高さのパラメータσに依存する
評価関数の勾配はvariation method あるいは costate method と呼ばれる
変分法的手法によって求まることが知られています．

ハイブリッド自動車制御問題への応用[2]

minimize
u1,u2

∫ T

0
ṁf(t, u1(t), u2(t)) dt,

subject to ˙SoC = fSoC(u1) =
−UOC +

√
U2
OC − 4Rbη

− sgnu1(t)
m u1(t)

2QbmaxRb
,

SoC(0) = SoC(T ),

Pm,min ≤ u1(t) ≤ Pm,max,

u2(t) ∈ {i(1)g , i
(2)
g , i

(3)
g , i

(4)
g , i

(5)
g , i

(6)
g },

0 ≤ SoC(t) ≤ 1.

•状態変数: SoC(State of Charge，バッテリー充電量)

•制御入力: u1(モーター出力)，u2(ギアシフト)

•制御目的: 燃料消費量 ṁfの時
間積分の最小化

•終端拘束: バッテリーに蓄積さ
れる電気的エネルギーと燃料
との換算の問題を避けるため，
最初と最後のバッテリー容量は
同じになるように拘束．

パラレル型ハイブリッド
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　　Control Parametrization による結果　　動的計画法による結果

• 1段目:車の走行速度，2段目:走行に必要なパワー(Pdrive)，3段目:エン
ジンとモーターの出力 (Pe, Pm)，4段目:ギアシフト，5段目;SoC，6段
目:燃料消費の積算

•双方の評価関数値を燃費換算すると，Control Parametrizationによる結
果は1Lあたり32.3km，動的計画法による結果は1Lあたり27.9km．

•動的計画法では状態変数と制御入力双方を離散化して計算しますが，
そのステップの適当な設定規範は知られていません．数値計算過程で
の補間による誤差等々の影響が大きいことが指摘されています [3]．

今後の課題

　　　　離散化のイメージ

•動的計画法を適用する際に，状
態変数を離散化しマルコフ決
定過程の枠組みで取り扱う研
究がなされています[4]．これら
は行列計算や並列計算といった
計算機実装に適していること
から，初期解の探索アルゴリズ
ムとして有用であると考えら
れます．

•実際の工学問題においてはアクチュエータの飽和や，システムの安全
動作域といった制御入力uおよび状態変数xに関する拘束が存在しま
す．これらの拘束を考慮した計算結果を得たいと考えています．
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