
2017年6月16日　統計数理研究所　オープンハウス

最適化の数理と応用
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測度空間における凸最適化
コンパクトなハウスドルフ空間 X , Y , Z に対し，これらの上で定義され
る有限な符号つきボレル測度からなる実バナッハ空間を M(X) 等と書
くことにする。関数 f , g, h, φ, ψ がすべて定義域上で連続であるとき，
以下のような測度空間M(X)上の最適化問題（一般化モーメント問題）

min
µ∈M(X)

∫
X
f (x) dµ

subject to

∫
X
φ(x, y) dµ ≥ g(y) ∀y ∈ Y∫

X
ψ(x, z) dµ = h(z) ∀z ∈ Z

µ ≥ 0

を考えることができる。これを主問題とすると，双対問題は

max
ν∈M(Y )
ξ∈M(Z)

∫
Y
g(y) dν +

∫
Z
h(z) dξ

subject to

∫
Y
φ(x, y) dν +

∫
Z
ψ(x, z) dξ ≤ f (x) ∀x ∈ X

ν ≥ 0

と書ける（Y , Z が有限集合ならば，後者は半無限線形計画問題となる）。

Z は有限集合 Z = {z1, z2, . . . , zl} であるとし，X , Y をそれぞれ有限部
分集合

Xk := {xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
nk} ⊂ X, Yk := {yk1 , y

k
2 , . . . , y

k
mk

} ⊂ Y

で緩和して得られる有限次元線形計画問題の主双対ペア

min
µ∈Rnk

nk∑
i=1

f (xki )µi

subject to

nk∑
i=1

φ(xki , y
k
j )µi ≥ g(ykj ), j = 1, 2, . . . ,mk

nk∑
i=1

ψ(xki , zj)µi = h(zj), j = 1, 2, . . . , l

µi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , nk

max
ν∈Rmk

ξ∈Rl

mk∑
j=1

g(ykj ) νj +

l∑
j=1

h(zj) ξj

subject to

mk∑
j=1

φ(xki , y
k
j ) νj +

l∑
j=1

ψ(xki , zj) ξj ≤ f (xki ),

i = 1, 2, . . . , nk
νj ≥ 0, j = 1, 2, . . . ,mk

を逐次的に解くことにより，双方向切除平面法のアルゴリズムを構成す
ることができる。

ヒルベルト空間におけるリプシッツ最適化
X を実ヒルベルト空間，D を X の非空開部分集合，Y をハウスドルフ
空間，f を D × Y 上の実汎関数とし，最大値汎関数 v : D → R を

v(x) := sup
y∈Y

f (x, y)

と定義する。いま，Y がコンパクトで，f が D×Y 上で連続ならば，最
大解写像 Ŷ : D → 2Y を

Ŷ (x) := arg max
y∈Y

f (x, y) = { y ∈ Y | f (x, y) = v(x) }

により定義することができるが，最大解集合 Ŷ (x)は任意の x ∈ D に対
して非空コンパクト，v : D → R は D 上で連続となる。

さらに f : D × Y → R が任意の y ∈ Y に対し D 上でフレッシェ偏微
分可能，かつ ∇xf : D × Y → X が D × Y 上で連続ならば，最大値汎
関数 v : D → R は D の任意の点の近傍でリプシッツ連続であり，任意
の x ∈ D における一般勾配 ∂◦v(x) は

∂◦v(x) = co {∇xf (x, y) | y ∈ Ŷ (x) }

=

{∫
Y
∇xf (x, y) dµ

∣∣∣∣ ∫
Y
dµ = 1, µ ≥ 0,

∫
Ŷ (x)c

dµ = 0

}

で与えられる（µ は最大解集合 Ŷ (x) 上でのみ正となる確率測度）。

この確率測度による一般勾配の表現を用いれば，実ヒルベルト空間上で
定義されたmin-max問題やロバスト最適化問題など，最大値汎関数を含
む最適化問題の最適性条件が得られ，またこれらを数値的に解くための
アルゴリズムを構成することができる。

リーグスポーツにおける応用

リーグスポーツにおいて勝敗の組合せが有限であることを考えると，
シーズン中のどの時点においても，最終的にある順位以上になることが
確定する最小の勝ち試合数（クリンチ数），もしくは逆にある順位に届
かないことが確定する最小の負け試合数（エリミネーション数）が存在
することは明らかである。例えば，k 位以上が確定するとは，残り試合
すべてに敗れたとしても k + 1 位以下になる可能性がないことであり，
k + 1 位以下になるという制約条件の下で今後の勝数を最大にするとい
う最大化問題（これをクリンチ問題と呼ぶことにし，最大勝数を z̄ とす
る）を解くことにより，クリンチ数は以下のように求めることができる。
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k 位クリンチ数として

z̄ + 1 を点灯

図. k 位クリンチ数を求めるアルゴリズム

このような勝敗数の計算は，引分の有無や価値，そして同成績の場合の
順位決定方法などにより，求解の難易度が様々に変化し，汎用的で効率
的な定式化と解法が望まれている。


