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はじめに

　研究の背景　

１変量コーシー分布について，以下の結果が知られている．

【定理】(McCullagh, 1992)✓ ✏

確率変数Xが１変量コーシー分布

f (x) =
1

π

|σ|

σ2 + (x− µ)2
, x ∈ R; µ, σ ∈ R,

に従うとき，X ∼ C(µ+ iσ)とあらわすことにする．ここで，iは虚数
である（i2 = −1）．このとき，

X ∼ C(θ) =⇒
aX + b

cX + d
∼ C

(

aθ + b

cθ + d

)

(1)

が成り立つ．ここに，θ = µ + iσ，a, b, c, d ∈ R，ad− bc 6= 0．
✒ ✑

(1)においてあらわれた変換 θ 7→ (aθ + b)/(cθ + d)はメビウス変換とよ
ばれる．メビウス変換は複素平面上の等角写像として知られる．

　研究の目的　

上記で述べた結果は，１変量コーシー分布に関するものである．

本研究では，(Rd上の)多変量コーシー分布について，上述の結果を拡張
することを目指す．

多変量コーシー分布とメビウス変換

以下の議論は厳密には，拡張されたユークリッド空間R
d ∪ {∞}上で考

えられるべきであるが，紙面の都合上，本報告ではR
d上で考える．

　多変量コーシー分布　

d変量コーシー分布を確率密度関数

f (x) =
2d−1Γ{(d− 1)/2}

π(d+1)/2

(

|σ|

σ2 + ‖x− µ‖2

)d

, x ∈ R
d, (2)

で定義する．ここで，µ ∈ R
dは位置パラメータ，σ ∈ Rは尺度パラメー

タである．また，‖ · ‖はユークリッドノルムをあらわす．

この分布は，通常の多変量コーシー分布（自由度1のt分布）とは異なっ
ている点に注意する．

　R
d上のメビウス変換　

R
d上のメビウス変換は以下で与えられる．

g̃(x) = A

(

γ
x + a

‖x + a‖ε
+ b

)

, x ∈ R
d \ {−a}. (3)

ここに，a, b ∈ R
d，γ ∈ R，Aはd次直交行列，ε ∈ {0, 2}である．また，

g̃(−a) = Ab (ε = 0), g̃(−a) = ∞ (ε = 2)とする．

　R
d上のメビウス変換の性質　

(i) g̃は，以下の４つの変換から成っている：

x 7→ x + a, x 7→ γx, x 7→ Ax, x 7→ x/‖x‖2,

(ii) g̃はR
dをそれ自身に写す等角写像である，

(iii) g̃全体の成す集合は，写像の合成を積として群をなす，

(iv)特にd = 2のとき，g̃は(1)における複素平面上のメビウス変換と本
質的に等しい．

　複素数の拡張と新たな関数 [1]　

多変量コーシー分布とメビウス変換の関係を調べる上で，以下の複素数

の拡張を考えると便利である．

θ = µ + iσ, µ ∈ R
d, σ ∈ R.

拡張された複素数θについて，以下の新たな関数を定義する．

g(θ) = µg + iσg

(

≡ A

(

γ
θ + a

‖θ + a‖ε
+ b

))

, θ ∈ R
d + iR. (4)

ここに，µg(∈ R
d)とσg(∈ R)は，

(

µg
σg

)

=

(

A 0
0 1

)

(

γ
θ̃ + ã

‖θ̃ + ã‖ε
+ b̃

)

,

である．また，θ̃ = (µ′, σ)′ ∈ R
d+1 \ {−ã}，ã = (a′, 0)′ ∈ R

d × R，

b̃ = (b′, 0)′ ∈ R
d×R，γ ∈ R，ε = 0, 2，Aはd次直交行列とする．θ = −a

のときは，g(−a) = Ab (ε = 0)，g(−a) = ∞ (ε = 2)とする．

(4)においてθ ∈ R
dのとき，gはR

d上のメビウス変換(3)と等しくなる．

　主結果 [1]　

以後，R
d値確率ベクトルXがd変量コーシー分布(2)に従うとき，X ∼

Cd(µ + iσ)とあらわすこととする．

R
d値確率ベクトルXが，X ∼ Cd(θ)とする．このとき，

X + a ∼ Cd(θ + a), γX ∼ Cd(γθ),

AX ∼ Cd(Aθ),
X

‖X‖2
∼ Cd

(

θ

‖θ‖2

)

,

が成り立つ．ここに，a ∈ R
d，γ ∈ R，Aはd次直交行列をあらわす．ま

た，Cdの引数における演算は(4)式にならうこととする．

これらをまとめると，以下を得る．

【主定理】(Kato & McCullagh, submitted)✓ ✏

関数gを(4)式により定義する．このとき，

X ∼ Cd(θ) =⇒ g(X) ∼ Cd (g(θ))

が成立する．
✒ ✑

上記の定理において，特に d = 1のとき，冒頭で述べたMcCullagh
(1992)の定理と本質的に等しくなる．
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