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アブストラクト：最適化問題の数値解法として知られる切除平面法を，
測度空間における離散測度の極限として解を求める反復法として捉える
ことにより，目的関数値が単調に減少もしくは増大しないアルゴリズム
を構築し，その収束性を保証することができます。

測度空間における最適化
X , Y をコンパクトHausdor�空間とし，f 2 C(X), g 2 C(Y ), ' 2C(X � Y ) に対して，以下のような最適化問題を考えます。8>><>>:

min�2M(X)ZXf (x) d�subjet to ZX'(x; y) d� � g(y) 8y 2 Y; � � 0 (P )
ここで，M (X)は X 上の有限な符号つき正則Borel測度からなるBanah
空間を表します。問題(P )の双対問題は同様にして次のように書けます。8>><>>:

max�2M(Y ) ZY g(y) d�subjet to ZY '(x; y) d� � f (x) 8x 2 X; � � 0 (D)
X , Y は巨大な有限集合でも構いません。このとき，問題 (P ), (D)は有
限次元の大規模線形計画問題になります。

切除平面法
問題(P )および(D)において，X , Y をともに有限部分集合Xk := fxk1 ; xk2 ; : : : ; xknkg � X; Yk := fyk1 ; yk2 ; : : : ; ykmkg � Y
で緩和すると，有限次元の対称形線形計画問題8>>>>>>><>>>>>>>:

min�2R nk nkXi=1 f (xki )�isubjet to nkXi=1 '(xki ; ykj )�i � g(ykj ); j = 1; 2; : : : ;mk�i � 0; i = 1; 2; : : : ; nk
(Pk)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
max�2Rmk mkXj=1 g(ykj ) �jsubjet to mkXj=1 '(xki ; ykj ) �j � f (xki ); i = 1; 2; : : : ; nk�j � 0; j = 1; 2; : : : ;mk

(Dk)
が得られ，このとき以下のような双方向切除平面法のアルゴリズムを構
成することができます。Step 1:X1 = fx11; x12; : : : ; x1n1g, Y1 = fy11; y12; : : : ; y1m1g をそれぞれ X , Y
の有限部分集合（n1 = jX1j, m1 = jY1j）とし，k = 1 とする。Step 2:緩和問題(Pk), (Dk)の最適解 (�k; �k) 2 R nk � Rmk を求める。Step 3: (�k; �k) 2 R nk � Rmk に対して

Æ(�k) := miny2Y � nkXi=1 '(xki ; y)�ki � g(y)�
(�k) := maxx2X �mkXj=1 '(x; ykj ) �kj � f (x)�

を計算し，右辺の最適解をそれぞれ �yk, �xk とする。

Step 4: Æ(�k) � 0 かつ (�k) � 0 なら，�k, �k に対応する離散測度
（Xk, Yk の各要素に対してそれぞれ �k, �k の各成分をとる測度）を問
題(P ), (D)の最適解として終了。Step 5: Æ(�k) < 0 なら，Yk+1 := Yk [ f�ykg = fyk+11 ; yk+12 ; : : : ; yk+1mk+1g,mk+1 := mk + 1，さもなくば Yk+1 := Yk = fyk+11 ; yk+12 ; : : : ; yk+1mk g,mk+1 := mk とする。Step 6: (�k) > 0 ならXk+1 := Xk [ f�xkg = fxk+11 ; xk+12 ; : : : ; xk+1nk+1g,nk+1 := nk + 1，さもなくば Xk+1 := Xk = fxk+11 ; xk+12 ; : : : ; xk+1nk g,nk+1 := nk とする。Step 7: k := k + 1 としてStep 2へ戻る。
アルゴリズムの収束

以下のような制約想定＋�（X1, Y1 があまりoarseでないこと）を仮定
します。

次式を満たす � 2 R n1 および � 2 Rm1 が存在する（ように X1, Y1 が
選ばれている）。n1Xi=1 '(x1i ; y)�i > g(y) 8y 2 Y; m1Xj=1 '(x; y1j) �j < f (x) 8x 2 X
このとき，緩和問題(Pk), (Dk)の可解性（最適解の存在）と強双対性（最
適目的関数値の一致），さらには問題(P ), (D)の可解性と強双対性が保
証され，切除平面法の大域的収束性が保証されます。

アルゴリズムで生成される �k, �k に対応する離散測度の列を考える
とき，M (X), M (Y ) において問題 (P ), (D)の最適解にそれぞれ＊弱
収束する部分列が存在する。

緩和問題を解く際は，厳密に解く必要はなく，�k > 0 に対してnkXi=1 f (xki )�ki �
mkXj=1 g(ykj ) �kj � �k

を満たす許容解 (�k; �k) 2 R nk � Rmk で代用できます。�k ! 0 である
限り大域的収束性は損なわれません。

以下の図は，各反復における緩和問題 (Pk), (Dk)の最適目的関数値が，X , Y のいずれか一方のみを緩和して得られる2つの半無限計画問題の
最適目的関数値の間にあることを表しています。


