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 1．じゃんけんモデルと競合粒子系

 戸田格子（Toda（1967）），剛体回転のEu1er方程式等におけるように，可積分性は決定論的

な系に関する性質である（耳enon（1974），F1ashka（1974），Manakov（1976））．もとの系が確率

的である場合に可積分性に対応する性質はどのようにあらわれてくるのであろうか．ここでは

じゃんけんモデル，およびそれを発展させた競合粒子系について考える．じゃんけんは日常生

活の様々な場面で行われる．じゃんけんに勝つためには相手の手を読む能力，乱数発生能力な

どが必要であり，ゲームの理論のよい例題になっている．本稿においてはじゃんけんというゲー

ムから確率モデルをつくり，自然に可積分系に導かれることを示したい．考える系は確率的で

あるが粒子数無限大の極限においては決定論的であり非線型可積分系となる．粒子数が有限の

場合，保存量が時間によらないという性質に対応する性質があり，それは条件付き期待値を用

いて表される．非線型可積分系の確率モデルと言うことができると思う．

 気体分子運動論においてBo1tzmannは各粒子の持つエネルギーの確率分布の変化を記述す

る方程式を導き，エントロピー増大の法則を導いた．Bo1tzmam（1872）はエネルギーは有限個

の離散的な値をとるとした単純なモデルも考えている．各粒子が持つのはエネルギーではなく，

石，紙，はさみのいずれかの手であると考え，粒子相互の衝突により，弱い手を持つ粒子は強

い手を持つ粒子に変化するという系を考える．

 石，紙，はさみの3つの手はそれぞれ他のひとつの手より強く，残りのひとつの手より弱い．

じゃんけんは奇数個の手のある場合に自然に拡張される．2γ十1個の手のあるじゃんけんの場

合，強弱関係はregu1artOurnamentといわれている有向グラフにより定めるのが自然である．

27＋1個のnodeのあるregu1ar toumamentにおいては，各nodeは他の7個のnodeよりも
強く，残りの7個のnodeよりも弱い．日常行われているじゃんけんの場合はIプ＝1である．

 Bo1tzmamのH定理をわかりやすく説明するモデルとしてEhrenfestのurn mode1が知ら

れている．Ehrenfestのモデルにおいては2個の箱を考え各ステップで粒子を1個ランダムに

指定する．3個の箱を考え，各ステップで2個の粒子をランダムに指定するというモデルを考え

ると，上記じゃんけんモデルの離散確率モデルとなる．有限個の粒子が相互に衝突するとし，時

間が離散的であるとする．石，紙，はさみ，という3つの箱があり，それぞれにm1，m。，m。個

の粒子がはいっていたとする．m個の粒子には1からmまで番号がふってあり，各時点で等確

率でまずひとつの粒子を指定し，さらにもうひとつの粒子を等確率で指定する．指定された2つ

が石とはさみにはいっていたとすれば指定されたはさみの粒子が石に移るものとする．はさみ

と紙なら紙からはさみに，はさみと石ならはさみから石に移動がおきるとする．石と石，はさ
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みとはさみ，紙と紙というように同じものの組みあわせてある場合移動はおこらないとする．こ

の操作を繰り返して行く．粒子の指定はすべて互いに独立に行われるとする．時点彦での石，紙，

はさみの個数はそれぞれ確率変数羊（云），石（云），石（左）で表される．このモデルを5個の手のあ

るじゃんけんに拡張してシミュレーションを行った結果を図1に示す．これは5個の箱には時

点0でそれぞれ20個の粒子がはいっているとしてある．

 この系を考えて行くことを通してLotka－Vo1terrg系・Fisher－Wrightモデル等の基本的な

モデルに自然に導かれる．またじゃんけんというゲームの持つ対称性より可積分系にも自然に

つながって行く（伊藤（1973．1977．1993），Itoh（1971．1973．1979．1987．1988．1989．1993．

1994））．

 じゃんけんモデルは自然なものであり，当然再発見の繰り返しが様々な場面で行われる．こ

のような粒子を，Bramson and Griffeath（1989）が再発見し。yc1ic partic1e systemと命名し

ている．手の数が一般のm，粒子数無限大の場合の系の可積分性はBogoyav1ensky（1988）に

より一般的な形で再発見されている．Bogoyav1enskif（1989．1991a，1991b）は戸田格子，剛体

回転のEu1er方程式と，我々の系，相互の関係についても調べている．

 じゃんけんモデルについて非線型可積分系という視点から述べる．

2．じゃんけんモデルと保存量

 型1の粒子数は型1と型3の粒子数の積に比例して増加し，型1と型2の粒子数の積に比例

して減少すると考えられる．この事より，R工m｛／mとし，次のようなLotka－Vo1terra方程式

が得られる．

                  a
                 万B＝R（一R＋艮）

                  a
（2・1）      7B－B（R－B）

                  a
                 7R＝B（一月十万）

この方程式はFisherの自然淘汰の基本定理についての議論にKimura（1958）が用いている．
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図1．Itoh（1973）．
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粒子のランダムな衝突に基づいて系が変化してゆくことからBo1tzmann方程式と同様な考え

で導くこともできる．この系は次の保存量をもつ．

 （2．2）                     八十R＋艮＝Co

 （2．3）                     RBB＝C1

この2つの保存量はVo1terra（1931）がより一般的な系について述べているものである．2∫＜

m，R＝P。とし，巡回的な系

（2．4） 紫一B（卵1一か→，

ク＝1，2，1．．，mを考える．5個の手のあるじゃんけんはm＝5，∫＝2の場合に対応し，つぎの保存

量をもつ．

 （2．5）         R＋B＋R＋R＋R＝C。，
 （2．6）           RハR＋B艮R＋RR月十RRR＋RRR＝C1，

 （2．7）           R乃RRR＝C。．

解の動きを3次元空間でみると図2のようになる（伊藤・上田（1975．1981））．

 いま，係数伽を次の式によりさだめる．
                  m          8         s
 （2．8）             Σ吻片≡ΣR－5一ΣR．5
                 5三1      ゴ＝1      5＝1

すなわち伽＝1のとき型クは型ノより強く（プ＜ゴ），伽＝一1のとき型タは型ブより弱い（乞くノ）

ということにする．蛎＝0のとき型ゴは型ノに申立であるとする（ゴ～〃～ゴ）．Z個の型のおの

おのがのこりのZ－1個の型について中立であるとき，Z個の型ゴ、，ゴ。，．．．，カは相互に中立である

と言うことにする．m個の型のいずれかからなるZ個の型ゴ、，ゴ。，．．．，ゴ‘を考える．トみ≡1，2，

．，∫（modm）のときら＜らであり，ら一み…∫十1，∫十2，．．．，m1－1（modm）のときら～みで

ある．（2．4）式の保存量を考える．

 z個の型の各々がσ個の型より強く，σ個の型より弱いというz個の型の組をすべて考え，そ

れをR‘（σ）とする．z個の粒子を系からランダムにとりだし，z粒子の属する型がz個あり，そ

の各々の型がσ個の型より強くσ個の型より弱いという確率をム，。とする．そのとき

 （2．9）        ム，。＝ Σ R，R、…R王
                   （‘1，ゴ2，．．．，ω∈地（q）

は（2．4）式の保存量である（伊藤（1977），Itoh（1979．1987．1994））．

 相互に中立なz個の型の組をすべて考え，それを∫Jとする．z個の粒子を系からランダムに

とりだし，z粒子の属する型が相互に中立である確率を∫～とする．そのとき

図2．伊藤・上田（1981）．
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 （2．10）     ∫FΣR，R，…B，
                    ol，｛2，．．．，｛｛）∈＆

は（2．4）式の保存量である（Itoh（1994））．

 （1）m＝2∫十1の時，ム、。。，、，グ＝0，1，．．．，∫は保存量である．

 （2）8＝1の時，∫。，。および∫j，Z＝1，2，．．．，［m／2］は保存量である．

 （3）m＝6，∫＝2のとき

       ∫1，0＝∫1「B＋B＋R＋R＋R＋R，

       ∫2＝RR＋BR＋RR，
       ム，1＝PlRR＋BP4月6，

       ム，1＝P1BRR＋RRRR＋B艮RR，
       ム，。＝P1B鳥RR鳥

   は保存量である．

 非線型可積分系の保存量は次の章で述べるように，Lax形式による表現を発見することによ

りもとめることが多い．本章における保存量は組合せ論的な考え方によるものである．計算機

ソフトMathematicaをもちいた数式処理により，両者の関係をmが9以下の場合にもとめて

みたが，mが一般の場合にどのようになるかは興味ある問題である．

 式（2．4）についての離散系を考えることができて，可積分系という視点から保存量が求めら

れる（Hirota（1981），広田・辻本（1994））．

 3．Lax形式

 式（2．4）のLax形式はBogoyav1ensky（1988）により得られている．m行m列の行列

 （3．1）      A＝｛～｝， B＝｛ろ｛，ゴ｝， H＝｛伽，。｝

を考える．ここでの，ゴーア。。＝R，それ以外の～は0，伽，｛。。＝1，それ以外のんはOとし，添え

字は巡回的になっている．

                a
（3・2）     万（A＋〃）一［λ十〃・ろ一〃1

を考える．κ0，κ1，κ2の係数を両辺くらべると

                    a
（33）       励A一［A・B1

                 ゴ
（3・4）      7H一［H，B1一［A・H「1－O

が得られる．ここでγ＝1一∫とおくとB＝一Σ三一。∬■8＋ゐA∬I々は［H，B］一［λ，H’’s］＝0を満

たす．3の非対角成分は0であり，

                        s
（3．5）          ろ｛，F一ΣR一。

                       尾三〇

（・刷    舌H（払1一仏う
を得る．T、（A＋κH）jの戸の係数より保存量がえられる．この系はLiouvi11eの意味で可積分

系であることが示されている（Bogoyavlenskif（1991a，1991b））．
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 行列の固有値をもとめるものとしてLRアルゴリズムがある．これを連続化した力学系の

Lax形式として，式（2．4）の非周期的な場合をとらえることができる（永井・薩摩（1993），

Nagai（1993））．

4．マルコフ連鎖と保存量の確率的挙動

競合粒子系の2体衝突モデルとして次のi），ii），iii）による系を考える．

 i）m個のタイプ1，2，＿，mのそれぞれの粒子数は時刻Cにお、いてそれぞれX1（云），兄（左），

   ．．，X腕（左）とする．粒子の総数をmとする：

 ii）〃時間にランダムに選ばれた2粒子の間の衝突が1回起きる．衝突する2粒子の組は

   。C。個のなかから等確率で選ばれる．

iii）タイプクの1粒子とタイプノの1粒子の衝突により，2粒子は確率1／2＋蛎でタの2粒

   子になり確率1／2＋α力でブの2粒子になる．ここで伽十のF0である．

時刻fにおける冬型の粒子数を

（4．1）        X（オ）＝（X1（左），X。（才），．．．，X刎（広））

とする．本章では，蛎を式（2．8）により定める．

m＝3，8＝1の場合を考える．時刻左で

 （4．2）              Pr（X（C）＝（m1，m2，m3））＝P（m1，m2，m3；広）

とおくと

（4．3）  P（m1，m。，m。；玄十〃）

           1
          、（。一。）｛（・1（・1■1）十・・（・・凹1）十・・（・・一1））P（・1・物…オ）

         十2（m1＋1）（m。一1）P（m1＋1，m。一1，m。；オ）

         十2（m。十1）（m。一1）P（m1，m。十1，m。一1；左）

         十2（m。十1）（m1－1）P（m1－1，m。，m。十1；C）｝

となる．

時刻Cで（m。，m。，m。）であったとすれば，時刻C＋〃での系の状態は

            2mim2
        確率m（m＿1）で（m1■11m・十1・m・）

            2m2m3
        確率、（m＿1）で（m・・mr1・m・十1）

            2m3m1
        確率m（m＿1）で（m・十1・m・・mr1）

        確率伽（m・一1）十協号）十伽（ポ1）で（吻・舳）

とな／・種の粒子数の積の期待値は（ト・、（戸1））・・・…となる．このことよ1・一・，1一

1の場合（2．9）式で定義した量

（4．4）
ム、（彦）＿x（オ）兄（”）兄（左）

     m    m    m
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について，時刻云での値を与えたとき，時刻云十〃での期待値は

（4．5） 亙（舳・〃）1ム1（1））十・、（余1））ム・（1）

となる．

一般のmの場合にム，。についての条件付期待値は

（4．6） 肌（1・酬舳・（・一1）〃））一（・一、給））舳・（ト1）〃）

であり

（…）  舳舳）1舳））一（・一、㌍1））㌦・（1）

となる・lF（・一、高讐1）ド〃一、全1とお／と

（4．8）        亙（∫‘，口（C＋m）1ム，。（才））＝η肌，。（左）

を得る．これが保存量に対応する関係である．同様に

 （4．9）              亙（ハ（左十m）1∫ユ（広））＝η〃’（才）

が得られる（Itoh（1973．1979．1994））．

 m＝2∫十1とし，式（2．8）でさだまる伽による系を考える．

 冬型の粒子数を

 （4．10）        X（左）＝（X1（C），兄（左），．．．，X。（C））

によりあらわす．遷移確率を

（4．11）

（4．12）

・・［・（舳）一・棚1X（1）一・1一、姶）

・・［・（1・〃）一η1・（1）一η1一茗’鵠⇒）

であたえる．ここで

（4．13）      吻＝（m1，．．．，m汁伽，．．．，mゴ十伽，．．．，m。、。1）

（4．14）         r（m1，m。，．．．，m。、。1）

とする．

 F、＝｛（m。，m。，．．．，m、）：mゴはΣ』mFmであるような正の整数｝，L、はFブの要素の数とす

る．

 m1m・…m・、・・＝0である状態をOであらわすと，｛X（左），左＝0，1，2，．．．｝は状態空間をハ、。1∪｛0｝

とするマルコフ連鎖である．固有値1は（1，0，0，、．．，0）なる固有ベクトルに対応し2番目に大

きい固有値（ト表向）は単根であ1・固有ベク／ルは・を適切にさだめると・（μ点1，

L暴十1，．．．，L豪十1）となる．

 ［R（彦）］を時刻左において共存する型の間の強弱関係の有向グラフとする．［T、］を（2．8）式

においてm＝2γ十1，∫＝7としてさだまる有向グラフであるとする．［R（広）］が［T、］に同型で

ある確率を次のように評価することができる．γ＝1，2，．．．，∫について
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（…）    1，mp・（帥）］≧［τ・］X（0）＝α）一。
               亡一。。 ム、。1，、（α）ηま、。1Q宗。。

ここで伽・1一鮒1伽・・一・一麦1書およびρ…一五土十1Σ臥粁m芳’とする・

 ［R（8）］を時刻左において共存す，る型の間の強弱関係の有向グラフ（トーナメント）とすると

 （4．16）           1im五（ム、十1，、（チ）■訳（云）］三［ム］）＝Q2、十1

              士→oo
 （4，17）       亙（ム、。1，、（左）lX（0）＝α）＝ム、。1，、（α）η6

もし［R（云）］≡≠［＾］であればム、。。，、（左）＝0である．したがって

 （4．18）   亙（ム、。。，、（云）lX（0）＝α）

          ＝亙（ム、十1，、（云）1［R（才）］三［τ』］）Pr（［R（左）］三［τ』］l X（O）＝α）

よって7＝∫の場合に（4．15）式は成り立つ．一般の7の場合［R（左）］が［T、］に同型なトーナ

メントを含む場合は［R（〃）］斗丁、】の場合にくらべて，ある意味で不安定であることから

（4．15）式を証明できる（Itoh（1979））．

 式（2．8）において，一般のm，∫でさだまる蛎による系でも同様な議論で，上と同様に共存

の確率を評価できると予想される．とくに〃＝1，2，．．．，mについて蛎＝0である場合，すなわ

ち式（2．8）において∫＝Oの場合，には強弱関係はなくク＝1，2，．、．，mについて

                     6R
 （419）                ＝O
                     励

である，この場合は集団遺伝学におけるFisher－Wrightモデルのべつの表現であるMoranモ

デルにあたる（Moran（1958））．Fisher－Wrightモデルについては，遺伝子の共存についての漸

近確率が求められている（Kimura（1955））．

5．競合粒子系とFisher－Wrightモデル

競合粒子系の2体衝突モデルについて，

（…）    亙（作・（貞刈、三。
                           1 2
（52）     亙（朋御一脇・一乃）7。一1

が成り立つ．ここでR（才）＝X（左）／m，∠R（左）＝R（け〃）一R（左）とする．前章のMoranモデル

は，各ステップでランダムに選ばれた粒子が，もうひとつのランダムに選ばれた粒子におきか

わるというものである．Moranモデルは，世代交代が一度に行われるということでなく，1粒

子ずつ行われ，Fisher－Wrightモデルにおけるrandomsamp1ing効果をべつのかたちで表現し

たものと考えられる．我々の系においては粒子に強弱があり，多様なモデルを構成できる．

 Moranモデルを考える．時刻左で系が（m。，m。，．．．，m。）であったとすると，タ≠ノであれば

確率、書竺。）で（・・・…汁・・・・…r・・……）

確率、浩）で（・1川・r・，…・・…，……）

となる．このことより，互いにことなるゴ1，62，．．．，云島について
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亙（兄、（左十〃）X、（才十〃）…X私（才十〃）l X、（左）X、（オ）…X角（云））

一（1一・、（津1））洲洲舳）

なる関係を得る．また

（5．4）          亙（ψ）＝0
                          1 2
（55）     亙（〃側一B（＆r月）7。＿1

を得る．

 集団の繁殖個体数をMとし対立遺伝子λ、およびA。を考える．この集団を構成している個

体の間では完全に機会的な交配が行われており，したがって次世代集団はこの集団申からラン

ダムに取り出されたM個の精子とM個の卵子との受精によって構成されるものとする．遺伝

子＾およびλ。の相対頻度をそれぞれ月および馬＝1一月とすると，Bは

                  1 2  」 1
 （56）         O    ，1－  1                 ’2M’2M’’’’    2M’

なる値だけをとる離散確率変数であり一代あたりのRの変化∠Rは平均O，分散R（1
－R）／2Mの2項分布にしたがう．2M＝mとおき，Rが后／mからZ／mになる確率は

（…）     ・α（舌）て・一音ゾ

によって与えられる．m個の対立遺伝子がある場合，世代交代が（ち左十〃）の間に行われる確

率を〃とすると〃あたりのRの変化∠Rについては

 （5．8）           亙（∠R）＝0

（・．・）     亙（捌片）一肌・一乃）〃
                        m

となる．〃＝2／（m－1）とおくとMoranモデルと一致することがわかる．

6．競合粒子系と非線型可積分系の確率モデル

 粒子数有限で時間が連続であるとする．競合粒子系における各種の粒子数の変化を記述する

式として，時間変更をもちいた表現を提案する．

 m個の粒子はm個のタイプ1，2，．．．，mからなり，それぞれの粒子数は，X・（云），石（才），．．．，X・（〃）

であるとする．粒子のあいだのランダムな出会いが，各粒子について平均的にC励回，時間（ら

左十a左）の間に起きるものとする．互いに独立なm2個のPoisson分布に従う確率変数ル（oむ），

云，ノ＝1，2，．．．，mを時刻左において考える．ここで。勿はPOissOn分布のパラメーターとする．タ

イプクの粒子数Xはタイプノの粒子との出会いによりPOissOn分布Pr（“（oむ）＝后）＝

（o雛！）e’蛎に従う確率変数ル（o勿）だけ増加しル（c5ゼ）だけ減少する．ここで。方＝o（1／2

＋αゴ5）X｛（云）（X5（左）／m）励である．従ってX｛の変化は篶（cゴプ）一札；（c〃）となり2（o／m）・

α、、X、（左）石（左）励十厩必。（才），1，ノ＝1，2，，mにより近似される．ここでα。。十α〃

＝O，及びろむ（左）十ろゴゼ（左）＝0，である．ろむ（左）（ク＞ノ）は互いに独立な1次元Wiener過程であり，

平均Oおよび分散才である．R＝X／m，ゴ＝1，2，．．．，mとおくと

（…）  舳）一貞［・ω出肋・師舳）1・
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が得られる．c＝1の場合，（5．1），（5．2）式において〃＝2／（m一）とおいたものと同様な関係

が得られる．POissOn分布についてのうえの議論よりm2個のPOisson過程の時間変更を用い
た表現に導かれる（Itoh（1981b））．

（6．2） 必（1）一貞（÷肌（・・（士・α勿）∫kl）舳励）

    一÷刈・・（÷十α力）∫切舳）励））

この表現は上記のモデルを方程式として見やすくするものである．

 式（6．1）より伊藤の公式をもちいれば肥凋・＝（o／m）R（左）（δザ月（左））励，ダ，ノ＝1，2，．．．，后と

なり，名馬について吻の値がOである場合，系はFisher－Wrightモデルを表す．この表現

より，Fisher－Wrightモデルと球面上の等方な拡散は変数変換によりむすびついていることに

気が付く（丸山・伊藤（1991））．じゃんけんモデルにおける粒子数の変化は，式（6．2）の表現を

もちいれば

（6．3）

出一÷肌1（小脳）一÷洲・（小脳）

犯一抽・（小脳）一÷肌（小肋）

必一÷肌（小脳）一÷洲1（小冊）

となる．ここで“（オ）は互いに独立な標準Poisson過程とする．式（6．1）のかたちでかくと，

（6．4）

炸肌一乃）糾冴伽（1）・浮励皿（1）

肥一肌一B）糾冴伽（1）・冴伽（1）

炸蝸一R）励・／雫側1）・冴a～（1）

となる．ここでろ勿（左）（ゴ＞ノ）は互いに独立な標準Brown運動とし，ろむ（オ）十ろ51（C）＝0とする．

ゴ＝1，2，．．．，mについて，

（6．5） 舳）一州（か一1（1）一却・州）励・茗恥側1）

より伊藤の公式をもちいて前記の式（4．8），（4．9）に対応する

（6．6）

（6．7）

肌・（1・・）1川一∫・γ（1）…（r・・号）

舳・・）1〃））一∫1（1）…（1峠）

が示される（Itoh（1979．1993．1994））．離散変数の系（確率差分系）と確率微分方程式という連

続変数の系と同様な関係が得られだということになる．式（6，6），（6．7）は，確率解析にもとづ

いており，導くアルゴリズムは単純であるが，数学的な基礎には準備が必要である．式（4．8），

（4－9）はエレメンタリーな数学を積み重ねていって得られる．差分学（広田（1993））が有効で

あるよい例になっていると思われる．

 deterministicな場合，2つの保存量の和，積ともに保存量である．系が確率的な場合，式
（4．8），（4．9），あるいは式（6．6），（6．7）の性質は，deterministicな場合の保存量をもってきたと



140 統計数理 第42巻 第1号 1994

き，満たされるとは限らない．例えば，Lax形式からみちびかれる量を考えると，満たされな

い場合がある．すなわちm＝6，∫＝2の場合

 τ、（λ十κH）4＝2κ2（α壬十2α1α2＋α婁十2α2α3＋α葦十2013α4＋α三十2α4α5＋α…十2α5α6＋α書十2α6α1）

となりκ2の係数α言十2α1α・十α萎十2α・α・十α葦十2α・α・十α董十2α・α・十〇葦十2α・o・十α姜十2o・α・は保存

量であるが，式（4．8），（4．9），あるいは式（6，6），（6．7）の性質を満たさない．

 （6．4）式の場合に

 （6．8）         ム，1（C）＝R（云）B（左）R（左）

を考える．伊藤の公式より

（6．9） 仏1（1）一倉（∂い服）出・長、（∂島月脇）出凋

aR凋・＝（1／m）P｛（才）（δむ一片（広））励であるから，

（6．10）     必，。（C）＝RR肥十BR”1＋RR犯

                十P1肥出十万胴aP1＋R6P1山

一（ゑ、π舳）一・α冊叫

が得られ，条件付き期待値をとることにより，（4．5）式に対応する結果が得られる．

 本章におけるように時間が連続である場合には，数学的には基礎付けが問題となる（Okムbe

et a1．（1993））．Einstein（1905）のBrown運動の研究にみられる考え方，すなわち複雑な挙動

をする現象も定常状態では，その時間発展を記述する運動方程式は，ランダムな動の部分（揺動

項）と力学的な静の部分（散逸項）にわけられ，両項の間にはある関係式が成り立つ（岡部

（1991）），という視点がある．式（6．5）に定常状態はないが，式（6．6），（6．7）は散逸項が揺動項

に適合していることを示す（Okabe et a1．（1993））．この立場から非線型可積分系の確率モデル

をみるというのは，興味ある今後の方向とおもわれる（高崎（1993））．

 7．競合粒子系の3体衝突モデルのH定理

 2粒子の間の出会いだけを考えるということは，粒子の密度が希薄であるという仮定に基づ

いている．3粒子の出会いを考えにいれたモデルを調べる．競合粒子系においては2粒子の出会

いの後にどちらの粒子になるかは確率的に定まっている．すなわち種クの1粒子が種ノの1粒

子より強い確率が1／2＋物となっている（伽十のFO，1伽1く1／2）．

 m個の型からなるシステムの状態を表すために，凪，グ＝1，2，．．．，mを基底とする実数体上の

線型空間を考える．

 基底の間の積を上記の衝突規則に対応させて五パ局＝（1／2＋α勿）且十（1／2＋伽）馬により定

める．

 これによる演算は分配法則をみたし凪｝の一次結合は非結合的代数となる．これを用いる

と定式化及び演算が見通しよくなる．

 力。（左）を種タの粒子数の時刻云における比率とし力（左）＝Σ艮。伽（彦）凪とおく．2粒子の出会い

のモデルからは

                  a
（71）      ♂彦州一州ψ）一州
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が得られる．3粒子の出会いは連続して起きる2粒子の出会いと考えて，

               ゴ
（7・2）     7州一（州・〃））ψ）一州

が導かれる．（7．1）式は，成分でかくとク＝1，2，．．．，mについて

                  a     m
（7・3）      7州一喝脇

である．粒子の密度が希薄である場合には2体の相互作用のみ起こり，2体衝突モデルにより記

述できるが，密度が高くなるにつれ，3体の相互作用を無視できなくなる．（7．1）式及び（7．2）

式は一方のみで記述された典型的な場合である．各粒子について励時間に2体の相互作用が

。1励回，3体の相互作用が0。励回起きるとすると

         a
（74）  が（1）一α（州リ（1）一州）十・・（（州。力（1））リ（1）一力（1））

となる．いま卯ザσ＝0かつすべてのタについての＞0であるようなΣ艮吻且が存在すると，

（・旬   嘉舳寺1・・州一・α倉の（貞脇γ

が得られる．o。＝0であればH（彦）は保存量となるが，c。〉0であれば∬（才）はシステムが平衡

状態σに達するまで増加し続ける．この事実は上に定義した非結合的代数を用いて示される
（Itoh（1975．1981a））．（7．4）式の解力（左）と7（オ）が平衡状態σの近くにある場合，2つのtrajec－

tory，力（C）とγ（云）の相対エントロピーについてのH定理が示される（Itoh and Cohen

（1994））．平方格子の各点に石，紙，はさみのいずれかの粒子があり，ランダムに指定された粒

子の対が，じゃんけんの規則により変化するという格子モデルを考えることができる
（Tainaka（1988．1989），Tainaka and Itoh（1994））．この格子モデルのシミュレーション結果

に，3体衝突のモデルと類似の性質が観察され（Tainaka and Itoh（1991）），確率的なリミット

サイクルが観察される（Itoh and Tainaka（1994））．

 8一競合粒子系の4体衝突モデルとKarmrkarアルゴリズムの力学系

 集団遺伝学においては適応度という量をもちいて自然淘汰の効果が記述される．Fisher

（1930）の自然淘汰の方程式はこれに基づいている．各遺伝子型の適応度をあらわすのにその遺

伝子型に属する任意の一個体が残す子供の平均数をもってする．ヘテロ接合体の適応度がホモ

接合体の適応度よりある一定量だけ高いと仮定したモデルは超優性モデルといわれ，集団遺伝

学で重要なもののひとつである（（Fisher（1922），丸山（198！），Maruyama and Nei（1981））．

超優性モデルによる系の遺伝子頻度を記述する方程式は，集団遺伝学に於て議論されてきたが，

適応度という量にもとづいたモデル化を行っており，やや複雑である．2倍体生物を考える場合

それぞれ2粒子からなる2組の間のランダムな出会いにもとづいた4体衝突モデルは自然なも

のであると思われる（Itoh（1984））．方程式は適応度にもとづいたものより単純であり，多くの

場合数値的には同様な結果をあたえる．m個のタイプ，A，ん，．、．，λ。の粒子がm個ある．4粒

子の出会いによるモデルを考える．4粒子は系からランダムに選ばれるものとする．その4粒子

はタイプん，ん，ん，およびんであったとする．Aの1粒子とんの1粒子は結合して2粒

子の組んんとなり，んの1粒子とんの1粒子は結合して2粒子の組んんとなるとする．
んんとんんが出会うことにより，確率1／2＋∫む，〃で2個のAんとなり確率1／2＋∫〃，むで2
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個のんんとなるものとする．ここで助，〃＝一∫〃，むとする．2個のんんができた場合，分裂し

て2個のんおよび2個のんとなる．2個のんんができた場合も，分裂して2個のんおよび
2個のんとなる．この過程が次々にくりかえされて行くというモデルを考える．∫む，〃を

イll11三1薫11；、、ノ＿ん

により定める．各粒子は4粒子の出会いに時間［パ十a云］の間に平均的に励回参加するもの

とする．時刻Cにおけるm個のタイプ，A，A。，．．．，λ。それぞれの粒子数をX＝（X。，兄，．．．，

X。）とし，時刻左における変化の期待値亙（∠X｛（チ））および分散共分散亙（∠X｛（左）∠X・（才））を

もとめる．前章でのべた非結合的代数の考え方を用いる事により見通しよく計算を行うことが

できて

（8．1） 帆｝・X（一m（X浩紅着（兄一1））

および

                      1
（82）     亙（孤御一。一1狐（・a・一X）

が得られる（Itoh（1984））．ゴ，ノ＝1，2，．．．，mについてX／m＝Rとおけば

（・到    亙（∠・）一1・（一・・刺〃

（・・）    亙（例月）一、土1B（δザ月）〃

となる．式（8．3），（8．4）の性質を持つ確率微分方程式として

（8．5） 榊）一1B（一乃・払）励・貞示伽（1）

が得られる．1ここでろむ（広）十ろ5。（左）＝Oとする．これはm無限大では

（・旬    等）一1・（廿刺

となり，線型計画法問題の内点法（Karmarkar（1984））のアルゴリズムを無限小化して得られ

る力学系として考えた方程式（Karmarkar（1990）），

（8．7） 等）一B（一蝸・倉蝸）

の特別な場合であり，Lax形式および解が与えられている（中村（1992），Nakamura（1992））．

Fisher（1930）の自然淘汰の基本方程式（江口（1993）参照）は，競合粒子系の4体衝突モデル

からも導く事ができる．すなわち㍑尾Z＝1，2，．．．，mについて∫ヵ，〃＝伽一価，伽＝蛎とし，

mを無限大とおけば

（8．8） 勢）一B（貞蝸一差1物用）

が得られる．また確率微分方程式として
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が考えられる（伊藤（1993），Nakamura（1994））．

謝   辞

 Fisherの自然淘汰の基本方程式は，競合粒子系の4体衝突モデルからも導く事ができること

は，江口真透氏との討論の際に気がついたものである．本研究における保存量の議論は，栗原

恵子さんによる数式処理プログラムによるところが大きい．査読者の方からは有益な助言をい

ただいた．以上，厚く感謝する．

参 考 文 献

Bogoyav1ensky，O．I．（1988）． Integrable discretizations of the K6γequation，P伽∫．工e拡λ，134，34－38．

Bogoyav1enski工O．I．（1989）．AIgebraic constructions of certain integrable equations，Mα肋．σSS児＿

    乃。．，33，39－65．

Bogoyav1enskiエO，I．（1991a）．A theorem on two commuting automorphisms，and integrable
    differential equations，Mα肋．0SSR一乃。．，36，263－279．

Bogoyav1enskIζO I（1991b） AlgebraIc constructIons of1ntegrable dynam1cal systems  exten－

    sions of the Volterra system，Rm∬加m Mα肋．∫m〃砂、46（3），1－64．

Bo1tzmam，L．（1872）1『気体分子間の熱平衡にっいてのさらに進んだ研究』，物理学古典双書6，東海大学

    出版会，東京．

Bramson，M．and Griffeath，D．（1989）．F1ux and丘xation in cyc1ic partic1e systems，λm．〃。ろαろ．，17，

    26＿45．

江口真透（1993）．情報幾何と数理進化，統計数理研究所共同研究リポート，No．48，125－132．

Einstein，A．（1905）．熱の分子論から要求される静止液体中の懸濁粒子の運動について，『アインシュタイ

    ン選集1』，218－229，共立出版，東京．

Fisher，R．A．（1922）．On the dominance ratio，〃。αRoγ∫oα五励mろm惚ゐ∫ecたλ，42，321－341－

Fisher，R．A．（1930）． 丁加0me加αZτ加。ηぴNα切mZ∫eZec肋m，The Clarendon Press，Oxford．

FIashka，H．（1974）．The Toda1attice I，P妙∫．Rω．局9．1924－1925－

Henon，M．（1974）．Integra1s of the Toda1attice，〃狐Rω、耳9．1921－1923．

Hirota，R．（1981）．Discrete analogue of a genera1ized Toda equation，∫P伽＆∫oαノφm，50．3785－

    3791．

広田良吾（1993）．差分学のすすめ，応用数理，3，48－57．

広田良吾，辻本 諭（1994）．Discrete Lotka－Vo1terra equationの保存量，数理解析研究所講究録，868，

    31－38．

Itoh，Y．（1971）．Bo1tzmam equation on some a1gebraic structure concerning strugg1e for existence，

    Pκoc一力ψmルα♂，47，854－858．

伊藤栄明（1973）、VoIterraモデルについて，数理解析研究所講究録，174，101－107，

Itoh，Y．（1973）．On a ruin problem with interaction，λ舳．∫m∫た∫倣肘Mα仇，25，635－641．

Itoh，Y．（1975）．An H－theorem for a system of competing species，P70c、力ヵmλc必，51，374－379．

伊藤栄明（1977）．種競合のモデルとその性質，∫emづm〃。m”oろα”伽，44，141－146．

Itoh，Y．（1979）、Random co11ision mode1s in oriented graphs，∫λ助五”oろ励．，16，36－44．

Itoh，Y．（1981a）．Non－associative a1gebra and Lotka－Volterra equation with temary interaction，

    MOmZタmeα7 ／1mo乙， 5，53－56．

Itoh，Y．（1981b）．Representations for Wright model inpopulation genetics，Research Memo．，No．201，

    The Institute of Statistical Mathematics．

Itoh，Y．（！984）、Random co11ision mode1of random genetic drift and stochastic difference equation，

    ノ1mm．∫m∫た ∫広αだ∫た ノ以αCゐ．，36，353－362．

Itoh，Y．（1987）．Integrals of a Lotka－Volterra system of odd number of variables，〃。跳〃eom左



144 統計数理 第42巻 第1号 1994

       P比ツs．，78，507－510．

Itoh，Y．（1988）．Integra1s of a Lotka－VoIterra system of in丘nite species，P70酢〃eom彦．P妙∫．，80，749＿

       751．

Itoh，Y．（1989）．Con丘guration of random points on a circ1e associated with a generahzed Lotka－

       Vo1terra equation，∫．λ助Z．Pκoろαろ．，26，898－900．

伊藤栄明（1993）．非線型可積分系の確率モデル，統計数理研究所共同研究リポート，No，48，99－117．

Itoh，Y．（1993）．Stochastic model of an integrab1e nonlinear system，∫・P妙∫・∫oc・力勿m，62．1826－1828．

Itoh，Y．（1994）．Stochastic model of an integrable nonlinear system（II）（submitted for pub1ication）．

Itoh，Y．and Cohen，J．E．（1994）．Competitive temary interactions and re1ative entropy of solutions，∫

       P％ツ∫．ノ1（to aPPear）．

Itoh，Y．and Tainaka，K．（1994）．Stochastic1imit cyc1e with power－1aw spectrum，P妙∫．工e〃．λ，189，

       37－42．

伊藤栄明，上田澄江（1975）．生存競争のモデルとシミュレーション，統教研彙報，23，94－104。

伊藤栄明，上田澄江（1981）．立体視の適用例，統教研彙報，28，55－59．

Karmarkar，N．（1984）．A new polynomia1－time a1gorithm for linear programming，Com励m玄。m’oα，4，

       373－395．

Karmarkar，N．（1990）．Riemannian geometry mder1ying interior－point methods for1inear program－

       ming，Com左emヵ．Mα肋．，114，51－75．

Kimura，M．（1955）．Random genetic drift in multi－allelic1ocus，肋。Zmガ。m，9，419－435．

Kimura，M．（1958）．On the change of population趾ness by natural se1ection，Hem励妙，12，145－167．

Manakov，A．V．（1976）．A remark on integration of the Eu1er equation of an m－dimensiona1rigid

       body，Fmmcガ。mαZλmαZ．ノ1カクZ．，10．

丸山貴志子，伊藤栄明（1991）．ライト・フィッシャーモデルの確率微分方程式，統計数理，39，47－52．

丸山毅夫（1981）．遺伝学における確率過程，日・本物理学会誌，36，226－235．

Maruyama，T．and Nei，M．（1981）．Genetic variability maintained by mutation and overdominant

       se1ection in finite populations，Gemeκc∫，98，441－459，

Moran，P．A．P．（1958）．Random processes in genetics，〃。c．Cαmろ．P〃．∫oc．，54，60－71．

Nagai，A。（1993）．Application of matrix eigenvalue algorithms to non1inear integrab1e systems，

       Master Thesis，University of Tokyo．

永井敦，薩摩順吉（1993）．QR分解法とLotka－Vo1terra方程式，統計数理研究所共同研究リポート，
       No．48，119－124．

中村佳正（1992）．非線形可積分系の応用解析の展開，応用数理，2，34－46．
Nakamura，Y．（1992）．A new nonlinear dynamica1system that1e三ds to eigenva1ues，ノφm∫ommZ oゾ

       ∫mam∫切αZαma助〃eaMα肋em励。∫，9，133－139．

Nakamura，Y、（1994），Stochastic Lax representations and random co11ision models，∫．P妙∫．∫oc．

       ノ；oφαm，63，827－829．

岡部靖憲（1991）．Langevin方程式と因果解析，数学，43，322－346．

Okabe，Y．，Mano，H．and Itoh，Y．（1993）．Random co11ision model for interacting populations of two

       spec1es and且uctuat1on－dlsslpat1on theorem   the law of large mmbers and the central

       limit theorem，Ho肋。〃。〃α肋．∫．（to apPear）、

Tainaka，K．（1988）．Lattice mode1for the Lotka－VoIterra system，∫．P伽s．∫oc。ノ；φαm，57．2588－2590．

Tainaka，K．（1989）．Stationary pattem of vortices or strings in biological systems：1attice version of

       the Lotka－Vo1terra model，P妙∫．沢eo．ムe材．，63．2688－2691．

Tainaka，K．and Itoh，Y．（1991）．Topological phase transition in bio1ogica1ecosystems，亙mo助ツ∫．

       Le材．，15（4），399－404．

Tainaka，K．and Itoh，Y．（1994）．Glass effect in a prescribed marriage system，P妙∫．ムeκ．λ，187，49－

       53．

高崎金久（1993）．ノイズのあるBurgers方程式とくりこみ群の方法，統計数理研究所共同研究リポート，
       No．48，21＿42．

Toda，M．（1967）．Vibration of a chain with nonlinear interaction，∫．P伽．∫oc．ノ；φm，22，431－436．

Volterra，V．（1931）．Lecon sur la theorie mathematique de la1utte pour la vie，Cα〃e7∫5c5m蛎me∫

        γσ，Gauthiers－Vi11ars，Paris．



Proceedings of the Institute of Statistica1Mathematics Vo1．42，No．1，131－145（1994）  145

Paper－scissors－stone Mode1s of Non1inear Integrab1e Systems

                        Yoshiaki Itoh

             （The Institute of Statistical Mathematics and

            the Graduate University for Advanced Studies）

   A random co11ision mode1of cyc1ic dominance is studied for a non1inear integrab1e

system．For the case of in丘nite partic1es，the system is an integrab1e system．The

conserved quantities of the system have a simp1e probabi1istic meaning for this determinis－

tic system．The conserved quantities are naturany extended to the stochastic system of

丘nite partic1es by using conditional expectation．A four－partic1e random co11ision mode1

is app1ied to make a stochastic mode1for an interior－point method of1inear programing．

Key words：Paper－scissors－stone model，nonlinear integrable system，stochastic model，temary

co11ision model，four－particle conision mode1，Karmarkar a1gorithm．


