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Fokker－P1anck方程式の一般化と繰り込み

岡 崎   卓

 1．はじめに

 風波を受けつつ航行する船舶の傾角や，外乱の混入を避け難い電気回路の出力は不規則な変動を呈す

る．外乱の統計を知って変動の確率分布を予測することは，船体や電気回路を設計するうえで欠かすこ

とができない．Fokker－P1anck（FP）方程式はこの確率密度を定める方程式として多用されているが，

その厳密た成立は外乱が正規白色ノイズである場合に限られる．

 従って，任意の外乱に対して正しく確率密度を定めるようFP方程式を一般化することが望ましい．以

下では，互いに関連しつつ発展する複数の変動を対象に，Genera1ized Fokker－P1anck（GFP）方程式

を導き，さらに簡約する方法のあらましを述べる．

 2．GFP方程式の導出

 確率変数σ＝｛α，5＝1，．．．，m｝と正規白色ノイズレ（τ），＜ソ（オ）ン（∫）〉＝δ（C一∫）で駆動される外乱W

の時間発展を記述する確率微分方程式

             a
              σゴ＝〃ゴ（σ）十μ｛（σ，列7），    ゴ＝1，．．．，m
            批
             a
            一〃7＝〈r（η7）十σ2レ（広）
            励

が与えられれば，σとWの結合確率密度ρ（σ，肌，左）を決定する方程式はm＋1箇の変数に関する

FP方程式として容易に得られる．この方程式から外乱Wを除いた主変数σのみの確率密度！（m，広）

を求めることがFP方程式の一般化にほかならない．

 さて，（σ，W）の任意の位相関数X（σ，W）をn仁1δ（σr mゴ）の線形空間に写す射影子を外乱π

の密度関数を介して組み立てれば，統計力学の手法を用いて，∫（m，C）を定める！のみを含むGFP方程

式を形式的に書き下すことができる．

 3．GFP方程式の簡約

 上記GFP方程式は，作用素で形式的に表現され具体的には計算不可能た係数を含み，そのままでは実

                       a
用性に乏しい．そこで微少展開パラメータεにより7ひ＝〃（σ）十εμ（σ，π）と書替え，！および拡

                                  ∂散係数をεで摂動展開する．各次数毎に！の形式解を求めた後，再び総合して万∫を復元すると，GFP

方程式はもはや計算困難た項を含まない．

 こうして得られる簡約GFP方程式は拡散方程式に類似の構造をもち，その拡散係数は例えば

心・（・）イ出（仏1）・見・（ザ1）

B〃（m，∫）＝〈μ工（σ（一∫），π7）1σ＝砒μ｛（m，η7（∫））〉
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のように，外乱の相関関数〈μ（m，π）μ（v，W（才））〉と原確率微分方程式の補助過程

           a
          一σ（左）＝〃（σ（広）），  σ（0）＝σ，
          励

          町1）一｛舳1 w）一音仏（σ）

に関する知識から計算される．これに対し通常のFP方程式の拡散係数は単に相関関数の積分値

∫・l／μ（バ）μ（川1））／で与えられる．従って，簡約…方程琳補助過程を介して外乱の詳細

な情報を取り入れていると言えよう．

 4．不規則振動の例

 有争正規過程wで駆動される不規則振動

                a
                －X＝γ
                励
                a
                一γ＝一αγ一ω2X＋π7                ac

                a
                一η7＝一βη7＋σ〃（広）
                肋

の場合，簡約GFP方程式は次の形をもつ：

岳・（川）一一如一音（一αゾが1）～（・）去舌出（・）（ル

                                   ∂ ∂この解は真の確率密度！（m，τ）に一致する．一方，通常のFP方程式を用いれば，一一∫の項が欠落
                                   ∂κ抄

し，正しい確率密度が得られない．

 尚，正規過程に従わない外乱に対しては，2次のみならず高次の相関関数の情報を選択的に取り入れる

ことが必要とたる．そのためには未知関数M。（σ）を導入したうえで，展開〃＝M。十εM、十ε2M。十…を

行い，高次相関の情報をM；。に繰り込めばよい．

調査実験解析研究系

           ジー二統計学方法論の解析的展開について

                                  田 口 時 夫

 平均差に代表されるジー二統計学における代表値・散布度及び線形相関・回帰等に関する記述統計量

は，「外積モメント系」を設定する事によって，ピアソン統計学と同様に，統一的な表現体系を与える事

が出来る．その表現形式は一定の条件を加える事によって局所的た記述体系に制限する事も出来る．他

方上記の外積モメントを平均値μ。の倍数で除去した相対的外積モメントで置換するたらば，ジー二係

数やエンゲル弾力性係数に代表されるようた非線形記述システムを形成する事が出来る．以上の研究結

果は，TokioTaguchi，ACharacterizationofGini’sStatistics－OnaSystem ofVectorAna1ysis

ofDistributionに纏められた論文として，Roma大学統計学研究所機関誌Me伽。mに受理された．一方，

パレート型所得分布をその本質的特性に基づいて拡張した形式は，Tokio Taguchi，A Concentration

Ana1ysis of Income Distribution Mode1and Consumption Pattem－Introduction of Logarithmic

GammaDistribution andStatisticalAna1ysisofEnge1E1asticityに纏められた論文としてBo1ogna大


