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Ward－Takahashiの恒等式の破札について＊

一般的配位空間上での量子化の問題として
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 1．序   論

素粒子物理はもとより統計物理やその他多くの分野でWard－Takahashiの恒等式は非常に

よく利用され，有用た結果を与えている．Ward－Takahashiの恒等式とは，物理系の連続変換

に関するNoetherカレントの連続の方程式を量子論的に取り扱うことにより得られる関係式

である．しかし，Noetherカレントを量子論的に取り扱うと古典的連続の方程式が破れること

もある．この現象は素粒子物理学の発展に於でしばしば重要た役割を果たしてきた．本稿に於

ではこの現象（Anoma1ies）を，我々の仕事Iso and Odaka（1985），Odaka and Itoh（1988），

Odaka（1988），Itoh and Odaka（1991）を含め，簡単た模型を用い，破れの原因が明確にたる

よう心がけレビューを行った．

2．古典的対称性とW肌d－Takahashiの恒等式

 a（a≧O）次元空問上に場φα（エ，左）が存在し，その場にある連続的な変換を行う．特に，a＝

○は質点系の力学で，φα（左）は位置ベクトルの各成分である．この変換に対し任意の時空領域で

作用積分が不変であれば，Noetherの定理により次のような連続の方程式を得る．

                d ∂      ∂
（2・1）     昌∂、、ル，1）一万ル・左）＝0

ただし，∫｛，∫。は変換によって生成されるカレント

                  ∂2             ∂y （22）      ∫、（工，C）≡一Σ  、δφα，  ∫。（工，左）≡Σ17δφα
                α ∂∂｛φ               α ∂φ

である．表面積分からの寄与はないとすれば，次の量

（2．3） G・∫舳（κ，1）

が保存し，この保存量は変換のシェネレイダーになっている．

 形式的ではあるが，カレントの連続の方程式を量子論的に扱ってみよう．まずは，場の量に

対し正準交換関係を設定し，そして適切なHi1bert空間上に表現する．Hi1bert空間内の最もエ

ネルギーの低い状態（真空）を10〉とする．量子論的に扱うことによりカレントに発散が現れ

るなら，正規積を取りカレントを定義しなおす．次にいくつかの場の演算子とカレントとの時
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問順序積（下積）に対し真空期待値を取る．この期待値をカレントの時空点に関し微分する．

 （2．4）            ∂μ＜Ol T（∫μ（κ，左），φα’（x、，彦、）… φα”（κ、，広、））10〉

下積を取っていること，連続の方程式は成立していることに注意して計算すると次の関係式を

得る．

 （2．5）      ∂μ＜01T（∫μ（x，亥），．．．）10〉＝〈01［∫o（κ，玄），φα（κ、，C、）］… 10〉δ（広一広、）

これがWard－Takahashiの恒等式である．この関係式は素粒子論では理論の繰り込み可能性

の証明に必要な重要た式である．統計物理や物性論での有用性については豊田正氏の研究会報

告を参照されたい．

 3．量子論への移行手続における問題点

 この章では量子力学系への移行について反省してみよう．第2章でも触れたように，古典系

から量子系に移るには普通には次の様た手続を踏む．古典系で定義した正準量φα（κ，〃）と正準

共役量∬α（エ，広）に対し正準交換関係を設定する．

 （3．1）                ［φα（x，左），∬β（ツ，左）］＝タδαβδd（κ一ツ），．．．

この代数を適当たHi1bert空間上に表現することによって量子論は完成する．しかし，量子論は

この様た手続きによって一意的に決まるとは限らない．最も有名た例は，質点を極座標を用い

て記述した系の量子論である．動径方向の正準交換関係に関する関数空間上の表現にはユニタ

リー同値でたいものが存在する．

（・・）  （・）h⇒一1品，（・川⇒一1（嘉・÷）

この二つの内，（A）はエルミート演算子であるが（B）はそうではない．水素原子を扱う時は

（B）を用いる．（B）はカルテシアン座標から出発し，正準交換関係を関数空間に表現した後に

変数変換し求めたものである．

 正準交換関係を基礎にした量子論では，配位空間の位相がRηと同相なら正準交換関係の

Hilbert空間上の表現はユニタリー同値のものを除き一意的であるというvon Neumamの一

意性定理がある．上記の例では，動径方向の変数は正の値しか取らない為Rとは同相でなく，量

子論への移行は一意的でたい．しかし，この例は，もともとの空間がR3であるため7＝O点の

ような特殊た点を有する座標系から出発しなければよいだけのことである．

 配位空間が．Rηと同相でたく大局的カルテシアン座標が取れたい場合は問題が深刻である．

質点系の量子力学を扱う限り，この問題が物理的な意味を持ち我々を悩ますことはあまりたい．

しかし，場の量子論にたると話は別である．ラグランジアン

             1
 （3．3）        y＝一Tr（∂μg（x，左）∂μダ1（x，左）），   g（x，〃）∈G
             4

で与えられるようた非線形σ模型の配位空間は，例えばGとしてコンパクトなLie群をとる

といったように制隈を受け，その為大局的カルテシアン座標が取れたい．このような制限を受

けた配位空問上での量子化は，Diracによって一応の処方箋は与えられているが，この処方箋で

は矛盾が生じることはすでにFaddeev（1984）によって指摘されている．この矛盾はWard－

Takahashiの恒等式の破れと密接に関係している．そこで，大局的カルテシアン座標が取れな

い配位空間の量子化についてIsham（1984）に従い，今少し一般的に考察してみる．このようた
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系では正準交換関係を設定するべき座標系すらわからない．

 まず，正準交換関係に対応する代数やその表現を決めるのに，観測量と直接結びつく演算子

すなわちエルミート演算子のみを扱うことを方針とする群論的アプローチによることにする．

配位空間上の任意の点を他の任意の点に移し，たお群をたす変換を考える．配位空間上の複素

数値関数からたるHi1bert空問上に，この変換群のユニタリ’一表現を取る．ユニタリー表現を

取ったためこの変換群のシェネレイダーは必ずエルミート演算子にたる．これで，配位空問上

の点を表す演算子と変換群のシェネレイダーとを用いることにより量子論が作れる．勿論，こ

のアプローチにおいてもRm上では通常の量子力学になり，vonNeumamの一意性定理は成立

している．しかし，一般の場合には変換群のユニタリー表現は一意とは限らず，そのため量子

化には任意性が残る．またより一般的に，配位空間上の複素数値関数の成分を増やしたり，あ

るいは複素数ではなく四元数や八元数にする事も可能ではあるが，ここでは触れたい．

 自明てたい具体例として球面上（S2）の質点を考えよう．この例での変換群は回転群
（S0（3））であり，これを52土の複素関数に表現する事を考える．S2はS0（3）／S0（2）である

ので，回転群の表現は一意的でなくS0（2）のσ（1）表現により分類される．これにより∫2土

の量子力学も一意的でたく，いろいろの可能性がでてくる．この量子化の任意性を具体的に示

すため径路積分を定式化しよう．

 ハミルトニアンとしては，位置のずらしに対する不変性を考慮すると，二次のカシミア演算

子を取るのが最も簡単で自然である．

                       1
 （3．4）           H＝一工2                       2

ここで工は回転群のシェネレイダーである．球（半径1）上の位置を表す演算子は〃で，〃を

z方向とし，極座標で（θ，φ）だけずらした位置は，

 （3．5）       〃’＝eゴエ2φe吻θe一ω〃eゴエ～ψe■舳e一ゴエ～φ

である．メジャーとしてHaarメジャー

                  aμ＝Sinθaθaφ

を取る．位置の演算子〃の固有ベクトルを

 （3．6）  1〃；m〉＝♂工2φe心θe一心ψ1θ＝0，φ二〇；m〉＝eゴエ2ψe吻θ1θ＝O，φ＝0；m〉e－mφ

と導入する．ここで特に注意をしておきたいのは状態ベクトルの位相（phase）である．回転群

を表現するには，S21S0（3）／∫0（2）であるため，球上の実数関数では不十分で複素数関数を必

要とし，その位相が意味を持つ．

 径路積分を定式化するのには，無限小時間間隔τでのGreen関数

 （3．7）       K”（〆，π；τ）＝〈m；π’1e■冊1m，m〉

を計算する必要がある．回転群の表現ベクトルl Z，m＞（Z（Z＋1）はム2，mはL互の固有値）を導

入すると，

（、8） 舳，π・1）青柳21圭1（之工・介舳舳）舳））・

                 aゑm（θ）≡〈Zmle一肌ツθl Zm〉

とたる．脇m（θ）はGaussの超幾何関数によって与えられる．和や積分を実行する時の収束性を

明確にしておくためτを一夕ε（ε＞0）と解析接続しておき，超幾何関数の和則を用い計算を実
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付する．結果は

（3．9）

となる．

（3．10）

となり，

（3．11）

      K1（〆，。，、）一1、一舳・・1一・〕。一÷（・一・。・（筈））グ1（等一士）

              2πε

      ∠一φ＝φ’一φ，    COS（θ）＝〃’・〃

このGreen関数を用い遷移振幅の径路積分表示を書き下すと，

／舳1舳・一∫・μψ多（ω・11ψ1ω

ここでの量子論的有効作用積分は，

・一
?轣E1（糾・・∫・1多多（・一…1）・∫・1（ザ等）

である．ただし，時間は実数にもどした．第一項は通常のもので，a＝Oの非線形σ模型の作用

積分である．第三項は定数であるから物理的にはさしたる意味はたい．問題は第二項であり，m

はS0（2）のσ（1）表現を取っていることを反映し整数である．この項は量子化の任意性を示し

ており，m＝Oとする必然性はない．

 第二項は外積を用いると次のように書き換えることができる．

（・．・・）     ÷・ルθ〈・φ・i・θ

Witten（1983）のやったアナロジニ（このアナロジーは我々の立場からすれば問題がたい訳で

もたいが）に従い，配位空間を∫σ（2）（1∫3）に拡張してみる．

（3．13） ÷∬、・ψ〈・θ・・φ・i㎡ψ・i・φ

a：1の場合にはmを整数として，

（3．14）
号∬：舳φ（κ，1）・i舳，1）・i・θ（κ，1）1・∂1ψ（二，1）孔θ（κ，1）

  一歩∬伽岬・（ダ板’ll・｛・1・∈・σ（・）

と書け，これはWess－Zumino－Witten項と呼ばれ，Ward－Takahashiの恒等式の破れ（Anom－

a1ies）を議論する持しばしば登場する．a＝3でのWess－Zumino－Witten項付きの非線形σ模

型は

（3．15） ・一 ?鈕w・・（み鮒・）

  ・・。点〃枇舳（ポ奴奴・ば組・1例・）

である．

4．量子化の任意性とWa止Takahashiの恒等式の破れ

量子化の任意性のため付いたWess－Zumino－Witten項と連続の方程式の破れとの関係を，

見やすくするため，a＝2，G＝5□σ（2）において示しておく．（3．3）で与えたラグランジアンに無

限小変換
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 （4．1）                           g→g＋δg∈Sσ（2）

をほどこす．これに対し作用積分は不変であるから，

 （4．2）     ∂μ∫μ（κ，左）＝0， ∫μ（κ，才）：9一’（κ，左）∂μ9（κ，左）

という連続の方程式を得る．一方量子論的に扱って得られた量子論的作用積分に対し同様の無

限小変換を行うと，連続の方程式は次のように変形される．

（4．3）      ∂μ∫、（κ，1）＝⊥ε〃∂、（9一・∂レ9）
                      8π

これから判るように古典的連続の方程式は量子化の仕方に依っては破れることがあり，Ward－

Takahashiの恒等式もそれに伴い成立したくたる．逆に言えば，Ward－Takahashiの恒等式を

成立させる量子化の方法が有るということでもある．この言い方は，理論の繰り込み可能性等

とも絡み，場の量子論においては重要なことかも知れたい．a＝0に関しても同様の議論はでき

るが，一見カレントの再定義により保存するかのように見える．しかしこれは局所的た話で，大

局的にはこの再定義はできたい．

 フェルミオンが理論に入った場合やゲージ理論におけるWard－Takahashiの恒等式の破

れ，及びこれらの第3章での議論との関係は，参考文献ItohandOdaka（1991）を参照された
い．

 最後に，第3章でも触れたように，Wittenのアナロジーが群論的アプローチを基にした我々

の議論においてはたして成立するのかという問題がある．このアナロジーがアナロジーでたく

正当化できるのかどうか今のところはっきりしていない．今後調べていかねばならたい問題で
ある．
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     On Breaki㎎of the Ward－Takahashi Identities：

           Prob1em of Quantization on Genera1

                  Coniguration Space

                   Kaz1土iko Odaka

（Department of Mathematics and Physics，Nationa1Defence Academy）

   We review the breaking of the Ward－Takahashi identitigs（ano甲a1y）．In our

approach the origin of this breaking can be regarded as the ambiguity of quantization in

the compact con丘gurationspace．We wou1d1iketo stress thispointbyusingsome simp1e

mode1s．
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