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 1．はじめに

 Cay1eytree（Bethe1attice）上の±∫ランダムIsing模型を考える．Bethe格子とは，各格子

点の最近接格子点の数がるで1点からもとに戻るループが存在せず，端は存在したい（無限に

大きい）格子である．最近接格子点の数がzである通常の格子上のIsingモデルをBethe近似

により扱った結果がBethe格子上のIsingモデルを正確に扱うことにより得られるので，
Bethe格子上の統計力学に興味がもたれている1〕．

 サイトクにおけるスピン変数をσ古（σ｛は上向きスピンのとき十1，下向きスピンのとき一1）

とする．外部磁場Hがかかっているときのハミルトニアンは

 （1．1）                         〃＝一 Σ］ ∫幻σ｛σ5－HΣσ｛

                    〈幻〉           ｛

で与えられる．ここにΣ。ゴゴ。はスピソクとスピンノとがとたりあっているようた対に関する和

である．Σ｛は全てのスピンについての和である．んはスピソブとグとの間の交換エネルギー

であり，その分布

 （1．2）               P（∫幻）＝力δ（∫｛ゴー∫o）十（1一力）δ（∫｛5＋∫o）

が与えられているとする（力，1一力はそれぞれ強磁性ボンド，反強磁性ボンドの濃度を示す）．

 図1のようだBethe格子において最近接格子点の数が3の場合の系について考える．いま，

図1のように格子点にラベル1，2，3，4，5，6をつけておく．格子点1に働く外部の効果を格子点

2，3，4を通してくるものに分け，これをゐ、。，ゐ、。，伽。（一般に6に働くノからの有効場を伽と

する）とすると，格子点1の1体密度行列は

 （1，3）              ρ（1〕（σ、）＝exP［β（ゐ、。十ん。。十ん、。十H）σ、］

で与えられる．ここにβ＝1／妬丁，后。はBo1tzmamの定数，Tは絶対温度である．また対12を

考え，！の最近接格子点3，4および2の最近接格子点5，6から有効場が働くとき，対12の2体

密度行列は

 （1．4）     ρ（2）（σ、，σ2）＝exP［β｛（ん、。十ん、。十H）σ、十（ん。。十ゐ。。十H）σ。十∫、。σ。σ。｝］

1〕スピングラスは無限長距離相互作用をもつランダムIsingモデルとしてSherrington and Kirk－

 patrick（1975）により論じられたが，MatsubaraandSakata（1976）はこれと独立に短距離相互
 作用をもつランダムIsingモデルとしてBethe近似を用いてスピングラス相の存在を示し，転移温
 度を求めた．
 ＊本稿は，統計数理研究所共同研究（3一共会一4）における発表に基づくものである．

榊理工学部情報科学科：〒350－03埼玉県比企郡鳩山町石坂．

州現東北文化学園東北工科情報専門学校：〒981仙台市青葉区国見6－45－16．



196 統計数理 第40巻 第2号 1992

         53

1    2

4

図1．Bethe格子．

で与えられる．ρ（1〕（σ。）よりもとめたσ、の熱平均値は

                      trσ、σ1ρ（1）（σ1）
 （1．5）                         〈σ1〉＝

                       trρ（1）（σ1）

 （1．5’）                      ：thβ（ゐ。。十ゐ、。一十ん、4＋亙）

ρ（2〕（σ、，σ。）より求めたσ、の熱平均値は

（1．6） ／α・一tQ嚇ぞ結）

である．（1．5）と（1．6）が等しくたければならたいという要請は密度行列の可縮性

 （1．7）                       ’6（1）（σI）＝trσ、ρ（2）（σ1，σ2）

（＾は規格化を示す）を導く．（1．3），（1．4）より，

 （1．8）         ρ（1）（σ、）；chβ（ん、。十ん、。十ん。。十H）［1＋thβ（ん、。十ん。。十ん。。十H）σ。］

 （1．9）   trσ、ρ（2〕（σユ，σ。）：exp［β（伽。十伽。十∬）σ。］2ch［β（ん2。十ん2。十∬十∫、。）σユ］

             ＝2｛chβ（ん、。十ゐ。。十H）chβ（ゐ。。十ん2。十H）

              ×chβ∫。。十shβ（ん。。十万。。十H）shβ（ん。。十ん。。十H）shβ∫1。｝

・／1・α辞結集沫皆搬：瑞：舟搬2／

が得られる．

 （1．8）と（1．9）を等しいとおくと有効場の間の漸化式

                 1
（1・10）    ん1・＝万th一’［thβ∫・・thβ（ん・・十ん・・十H）］

が導かれる．

 ランダム系では有効場乃・・，ん・・の分布によりん・・が（1．10）式を満たすように定まるから，ん1・

の分布関数をg。。（伽。）とすると（以後，∫は∫二…∫二を意味する）
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（・…）  ・・（ゐ・・）一ル・一方・r・［t・肌…β（伽・・伽…）1）

                ×P（∫、。）〃、。9。。（ん。。）9。。（ん。。）肋。。肋。。

となる．

 有効場の分布関数が格子点によらないとすると，∫，gの添字が除かれてg（ん）のみたす非線

形積分方程式

（・…）・（ゐ）一ルー古・パ・［・・β∫・・β（・・パ・・）1）・（∫）・（・）州〃附

か導かれる．

 格子点1にかかる外からの有効場と外場の和を別1），対12における格子点1に対12の外か

らかかる有効場と外場の和を皿2、。とすると

 （1．13）        〃）＝ん。。十ん1。十ん、。十H，

 （1．14）     孤2、。＝乃、。十ん、。十H， 班2、。＝力。。十ん。。十H．

孤21。＝孤2），孤2、。＝別2）と略記すると（1．5’），（1．10）よりzが一般の場合

                    1ξ■1 （1．15）         必2〕＝H＋一Σth■1（thβんthβ刎2））
                    β5一・
 （1．16）             ＜σ｛〉＝thβHま1）＝th『βH≦2，十th－1（thβ∫ゴゴthβH52〕）］

が得られる．（1，12）の積分方程式はG（2〕（H（2〕）を∬（2）の分布関数として

（・…）  ・ω（・ω）一ルω一・一点、・ポ・（・・肌・・β雌）））

                  xπ’［G（2〕（別2〕）a瑚2）P（∫ゴ尾）肌。］

                   尾（十5）

となる．

 最近接格子点の数が一般にzであるとき，

（1．1・）    ・（ん）一芸∫・舳・（κ）・κ

によりg（ん）のFourier変換をS（κ）とすると（1．11）をFourier変換することによりS（κ）に

関する積分方程式

（1…）    ・（κ）一夫ル，ツ）［・（ツ）1一・妙

が導かれる．積分核は

（1…）    K（κ，ツ）一＾・（κ，ツ，∫）・（∫）〃

（1…） 舳，ツ，∫）一正・・［妙（・一∬）一1着tポ1（t・肌・β・）1・・

である．ここにm＝∬（2）である．また，

（1…）   ・（・〕（孤・））一女∫・1・（仙［・（κ）肋

（1．・・）   ・ρ）（〃〕）一女∫〆｝［∫（κ）1・一・励
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である．以後，これらの等価である積分方程式（1．12），（1．17），（1．19）をスピングラス積分方程式

とよぶ（Katsura and Fujiki（1979），Morita（1979），Katsura et a1．（1979），Katsura（1986），

Wong et a1．（1988））．

 磁化mおよびスピングラスオーダーパラメータσは

 （1．24）         m＝〈σ＞

          一∫・β（ん…乃…ん…H）・（ん・・）・（ん・・）ξ（ん・・）肋…乃…ん・・

（・一・・）  一∫・β舳（・）（H（・1）〃（・）

（1．25）         σ＝＜σ〉2

（1．25’）

一∫・・β（ん…ゐ…ゐ…H）・（ん・・）・（ん・・）・（ゐ・・）励…ん・・励・・

一∫・・β∬（・）・（・）（H（・））〃（・〕

で与えられる．＜ 〉は（1．5）の熱平均を，  は有効場の分布関数によるランダム平均を示す．

m，αの代わりに次式で与えられるm。，σ。

（・．・・）     ・・一∫1・βゐ・（ゐ）m

（・一・・）     σ・一∫・・β舳）肋

を用いても相転移に関する議論を行なうことができる．

 H＝0のときを考える．g（ん）がg（ん）＝δ（ゐ）であれば，m＝O，σ＝Oであり，これは常磁性相

を与える．ξ（ゐ）がg（ゐ）≠ξ（一ん）であれば，m≠O，σ≠Oであり，これは強磁性相を与える．g（ゐ）

が旦（乃）＝g（一ん）であれば，m：O，σ≠Oであり，これはスピングラス相を与える．

 （1．17）より，0（（脇）2）（m＝1，2）を無視して

 （1．28）       皿2〕n＝（∬十Σ’伽尾）m＝Hn＋Σ’ん訟竺H”十（る一1）〃尾

 （1．29）       皿1）m＝（H＋Σ伽ゐ）”＝Hn＋Σん乳竺Hn＋2ん訟

（1．15）より

 （1．30）                     β伽尾＝th－1（thβ∫納thβH五2））

（1．28）一（1．30）より乃肋，H三2〕が小さいとき

 （1．31）                           仰々＝H玉2）thβ∫肋

（1．28），（1．29），（1．31）より一様帯磁率をZ”，スピングラス帯磁率をZ。として

                    ∂m    1＋thβ∫
（1・32）    ル／β…万＝1一（、一1）t。β∫

（1．33）

を得る．ここに

 （1．34）

 （1．35）

    ∂σ      1＋th2βノ
・・／β≡∂（∬・）＝

P一（、一。）。。・β∫

thβ∫＝力thβ∫一（1一力）thβ∫＝（2力一1）thβ∫

 th2β∫＝力th2β∫十（1一力）th2β∫＝th2β∫
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である．

 これより常磁性一強磁性転移点β。，常磁性一スピングラス相転移点β。はル，z。の発散点とし

て

                         1
（1・36）     β・ハ＝th一（2卜1）（。一1）

                         1
 （1．37）                        βg∫。＝th－1

                        月

と求められる．これより得られる相図は図2の実線部分のようにたる（Matsubara and Sakata

（1976））．以下∫o＝1とする．

 （1．36），（1，37）を一般化して，三角格子，面心立方格子，EuヵSr。一力S等の相図も得られている

（Katsura（1986）に引用してある諸文献参照）．

 本論文では，外場のかからない系におけるスピングラス相g（力）＝g（一ゐ）を考える．ただし第

5章においては非対称解をも考え，スピングラス相と強磁性相の境界を論じる．

 2．積分方程式のT＝0における非連続解

 最近接格子の数がz＝3のとき成り立つ（1．12），（1，19）式で絶対零度での解について，2N＋ユ

本のデノレタ関数の和の分布を持つように単ボンド有効場の分布関数g（乃）を

（2．1）

（2．1’）

（2．1”）

洲一、童、μ小一青）

・（κ）一、童、μ・…（一町）

〃

Σμη＝1
n三一w

AF

SG

加工／∫。

0，8

0．6

0．4

O．2

図2．

O－    0．2

z＝3のBethe格子の相図．
SG：スピングラス状態．

 O．4      0．6      0．8力2力1力3 1．0

             力

P：常磁性状態，F：強磁性状態，AF：反強磁性状態，
力1，力。，力。については第4章参照．
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とおく．絶対零度（β→○・）において

            1 （2．2）       1im－th－1（thβ∫thβm）＝sgn（m）sgn（∫）min（1∫1，l m l）
          β一。・β

が成り立つことに注意して，（2．1），（2．2）を（1．12），（1．19）に代入し力＝1／2とすると，係数μ。の

連立代数方程式が次のように得られる．

               M
 （2．3）             μ〃＝ Σ μエμ、＿互    （一M＋1≦m≦ハ7－！）

               ‘1一w

これをスピングラス代数方程式という．

 （2．1”），（2．3）のGr6bner基底よりF（州（μ。）＝O，μ、＝〃）（μ。）の形の解を求める．F（川（μ。）は

μ・の2w次式，〃）（μ・）はμ・の2M－！次式である．F（州（μ・）＝0より解いたμ・を〃〕（μ・）に入れ

て解μ、を求める．その解のうち物理的た意味のある鰍すたわち確率分布の意味を持つ解はO

≦μ、≦1を満たすものである．物理的に意味のある解の数はMの約数の数をω（M）とすると

ω（M）十1とたっており，Mに対する解はMの約数に対する全ての解を含んでいる．

 図3に2M＋1＝1，3，5，7，9，11に対する対称解（μ一・＝μη）およびその解のエネルギーをあ

げる（Katsura et a1．（1987），M＝11のGrδbner基底はMoritsugu（1989）による．エネルギー

の求め方は第6章に述べてある）．

 3．積分方程式のT＝0における連続解

 図3より（1．19）はM→○○においてん。＝一1，0，1におけるδ関数と，［一1，1］における連続

関数の和によって与えられる解を持つことが想像されるので，これを求めることを考える
（Katsura（1986））．

 （2，2）を（1．21）に代入し，右辺の積分を計算すると

（3．1）
K（、，。）一2πδ（。）c．s、一・力・m（ツーκ）

               y
     一・（1一力）s’n（ち十κ）・・力s’｛与κ）・・（1一力）s1伝κ）

とたる．

 ここでBesse1関数の加法定理

（3．2）
s’F）一倉（平1戸（・…）ル（1舳）

（ブ。（κ）はm次球Besse1関数）を用いて（3．1）を変形し（1．19）に代入する．非線形積分方程式の

解s（κ）を

                           3
 （3．3）                S（κ）＝α十ろ。Osκ’タ0sinκ十Σ a、プ、（κ）

                           〃二〇

とおく．（1．18）によりS（κ）の逆Fourier変換を行なうと

                  1
（3・4）   ・（ん）一αδ（ん）十万［（ろ十・）δ（ん一1）十（ト・）δ（ん十1）］

                13
              ＋一Σ（一夕）na，P”（ん）  （1ん1く1）
                2η二〇
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9ω
9（h）

9（h）

一1 0          1  －i
（a）

9ω

o

（b）

9ω

一1 o

（C）

工  一1          0

        （d）

9（h）

      ．1       0       1 －1       0       1
             （e）              （f）

図3．2N＋1：1，3，5，7，9，11に対する有効場の非連続分布関数．（a）μF1，0，μ・＝O，F＝一1，5
   （2N＋1＝1），（b）μo＝O，33333，μ1＝0．33333，F＝一1．27777（2M＋1こ3），（c）μo＝O．226543，

   μ1＝O．113278，μ2＝0．273457，F＝一1．27566（2jV＋1＝5），（d）μo＝O．187593，μ1＝O．078353，

   μ2＝O．073594，μ3＝O．254254，F＝一1．27524（2jV＋一1＝7），（e）μo＝O．167675，μ1；0．059631，

   μ2＝0．057356，μ3：O，054241，μ4＝0．244933，F＝一1．27509（2jV＋1＝9），（f）μo＝O．155613，μ1

   ＝0．048063，μ2＝O．046772，μ3＝0．04503！，μ4＝0．042878，μ5＝O，239446，F＝一！．27503（2jV＋1

   ＝1！）．

となる．ここにP、（ん）はm次のLegendre多項式である．

 （3，3）を（1．19）に代入し，（！．！9）の右辺の積分を計算する．両辺の未定係数をそれぞれ比較す

るとα，ろ，o，a。（m＝O，！，2，3）の連立代数方程式を得る．また，規格化条件

 （3．5）            α十ろ十a。＝1

が成り立つ．本章では力：1／2の場合を考える．このときはg（乃）＝g（一乃）の対称解とたるので

。＝a、＝a。＝0であり

一1∴二意㌃二二二二練†ニニ；∴＿

ここに

（3．7） ム用一÷∫1…κん（κ）九η（κ）・κ
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（3．8）
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ム1，・舳一
?逑��iκ）1・・（κ）九・（κ）伽

である．積分（3．7），（3．8）は留数計算により求める．

 この連立代数方程式のa。以上を無視してGrδbner基底の方法により未定係数αで表わした

代数方程式と多項式を導出する．！。（α）＝O，ろ：力（α），a。＝月（α），a。＝力（α）を得て，解を調べる

ことができる．ここに力（α）はαの8次代数方程式であり，力（α），ゐ（α），力（α）はαの7次多項

式となる．力（α）＝Oを解くと物理的に意味のある解は3通り存在する．2＝3，ヵ＝1／2の場合は

  i）o＝1，ろ＝a。＝a。＝O（常磁性解）

 ii）α＝1／3，ろ＝2／3，a。＝a。＝0（対称非連続解）

 iii）α＝0．10683，ろ＝0．43686，a。：0．4563！、a。＝0．05759（対称連続解）

が得られる．

 図4にこの係数値を用いた（3．4）による解g（ん）を示す．ろまでで打ち切った場合の連立代数

方程式の解は（2．3）のM＝1の結果を再現する．a。までの結果を，一1＜乃＜1を512分割して，

ヒストグラムの数値計算によりMorita（1984）の求めた解と比較すると2．5桁～3桁の一致を

見ており，このtrunCationの収束が非常によいことがわかる．

 2＝4，5，6における対称連続分布解も得られている（Sasaki（Seino）and Katsura（1989a），

Akagi et a1．（1991））．zが大きくなるに従って連続関数部分は長方形分布に近づいて行く．

4．積分方程式のr＝0の非対称解

 3章で求めた力＝1／2の解i），ii），iii）の他に（3．3）の。，a・，a・≠Oとして（1．19）の解を調べる

ことにより，力≠1／2のときはg（ん）‡g（一ん）の非対称解iv），v）が現われる（Sasaki（Seino）

and Katsura（1989b））．

 iv）α＝1／（2力一1）一1，ろ＝2－1／（2力一1），c＝｛（8力一7）（4力一3）｝1／2／（2力一1），

   ao＝a1＝a2＝a3＝0

この解は力。＝7／8く力く1で存在し，強磁性相を示す．

9（h）

1．0

0．8

O．6

o．4

一
一1，O

      ○

図4．z＝3の有効場の連続分布関数．

1．O  h
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 v）すべてα，ろ，．．．，a。が≠0た解（非対称連続解）

 これらを図5に示す．このときはこれらの係数が＝0から≠0にたる点として力、，力。，力。の3

つの臨界濃度の値が求まる．臨界濃度力、＝7／8は非対称非連続のiv）が消失する値である．

 臨界濃度ヵ。＝0．869427はα，ろ，o，a。（m＝O，ユ，2，3）の連立代数方程式により，c＝a、；a。＝

O，a、／o≠O，a。／c≠0とおいてα，a。，a。，a、／o，a。／oで成り立つ連立代数方程式を解いて求める

ことができる．

 臨界濃度力。＝11／！2はa。二a。＝a。＝a。＝0，al／a。≠0とおいて同様に連立代数方程式を解く

ことによって得られる．0く力く1において，力＝！／2の場合で求めたi）常磁性解，ii）対称非連

続分布解，iii）対称連続分布解が存在する．力・＝7／8く力≦；1ではOく力く1における解の他，

iv）非対称非連続分布解（強磁性解を含む）が存在する．力。＝0．869427く力く力。＝11／12ではO≦力く

1での解の他，対称連続分布解との境界を連結するv）の非対称連続分布解が存在する．

 臨界濃度力。＝O．869427は力を変えていったとき対称分布解が不安定にたる様な力の値とし

てMorita（1984）が求めたスピングラス相一強磁性相の相境界で一致する．力。＝11／12はKwon

and Thou1ess（1988）が力。く力≦力。の相がスピングラス相と強磁性相との混合相（MSG相）で

あると述べている値である．

5．有効場の分布関数によるBethe近似に関する自由エネルギー

 ランダムISing模型のクラスター変分法における自由エネルギーは1スピンあたり

（5．1）        F＝（11）八十五八
                         2

である（Morita（1972））．

（！）

9ω

（3）

9｛h）

一1

（2）

9（h〕

1 h   －1

（4）

9ω

1 丘

一1         0         1b  －l        O         l h

  図5．z＝3の種々の力に対する有効場の分布関数．（ユ）力＝O．88，α＝0．13088，ろ＝0．57291，c＝
    O．31735，a。＝O．31708，a。＝0．12862，a。＝O．00272，a。こ0．02284ク（解v），（2）ヵ；O．90，α＝

    0．16783，ろ＝O．72213，c＝0．49209，a。＝O．12874，a。＝0．07478，a。＝0．01378，a。：0．01058ク（解

    v），（3）力＝0，90，α＝O．25，ト0．75，o＝a。＝aI＝a。＝a。＝0（解iii）， （4）ヵ＝1．O，α＝O，ろ＝

    1．O，c＝！．O，a。：a、＝a。＝a。＝0（解iii）．
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ここにF。とF。は1体および2体の自由エネルギーである．

（5．2）     一βF、＝1n trσ、ρ（1〕（σ、）

一∫1・1…［β（ん…ん…ゐ…H）1

（5．3）

    十exP［一β（乃。。十ん、。十ん1。十∬）］｝9（ん。。）2（ん、3）9（ん。4）aん、。aん、。aん、。

・一
ﾀE。＝1n trσ、σ、ρ（2）（σ、，σ2）

一∫1・1…［β（・H・牟…ん…ん…ん…∫）1

          十exP［β（一2H一ん、。一ん、。一ん。。一ん2。十∫）］

          十exP［β（ん、。十ゐ、。一ゐ。。一ん。。一∫）］

          十exP［β（一ん。。一ん、。十ん2。十ん。。一∫）］｝

          ×e（ゐ。。）2（ゐ。。）9（ん。。）9（ゐ。。）P（∫）m。。励、。肋。。a乃。。〃

（5．2），（5．3）の自由エネルギーはg（ゐ）のFourier変換S（κ）を用いると

（・・γ）  一βハー缶∫・伽1・［…β・1［・（κ）r舳

（洲  一βハー（去）2♪舳1・［・1・l／・・β（・十・）

             十e一β∫chβ（m－o）｝］［∫（κ）S（y）］2－1P（∫）a∫amaoaκ4y

と表わされる．

（5．2）の右辺でのmによる積分を∫とし計算すると

（5．4） 1一
ﾊ倣1・［…β・1・・一一女・・・…（箭）・

よって，（5．4）を（5．2）に代入すると

（5．5） 一βト∫去・・・…（箭）［・（κ）r・1・

次に（5．3’）のmと〃に関する積分を計算する．まず，（5．3’）の対数部分を変形する．

（5．6）

ここに

（5．7）

1n［eβ∫chβ（m＋〃）十e一β∫chβ（m－v）］

 ＝βm＋1n［2chβ（∫十〇）］十1n［1＋！（o）e’2m］

！（・）一蝪ラ早姜H享鵠1昔窒

（5．6）を（5．3！）に代入する：

（i）（5．6）の右辺第1項を（5．3’）に代入し，計算すると消える．

（ii）（5．6）の右辺第2項を（5．3’）に代入し計算する（力＝1／2）．

（5．8） （去γ∫・舳1・［…β（∫・・）1［・（κ）・（ツ）r一・・（∫）〃・舳砂

   一一∫c婁姜y・・・…（箭）［・（・）ドー・砂

（5．8）式の右辺を一βR。。とおく．



 （iii）

（5．9）

ここで，

 （5．10）

ゆえに

 （5．11）

          ある種の非線形積分方程式とその応用

（5．6）式の右辺第3項を（5．3’）に代入し計算する．

（去）2∫・舳1・［1・ル）・・物1［∫（κ）・（ツ）r一・（∫）〃・舳舳

m一（1／2β）1n！（v）＝〃とおくと

去∫・伽1・［・・ル）・一・物1・・

一〃・・／肌［・・去1・ル）1／／一β・・1・［・・（・β・）1／伽

一…
^・看1・ル）／l一芸・・・…（箭）／

去∫・一…／一場・ポ1（t・β∫・・β・）／

・／一夫・・・…（第）／・（∫）・∫［・（κ）・（・）1乏一・舳

  一火（1，ツ）／＋・・・…（景）／［・（ツ）1ξ一・［・（κ）1・一・舳・
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ここで（1．19）により5（κ）が積分方程式をみたすことを用いると

 （5．！2）                           （5，11）＝一βF、．

 以上（i），（ii），（iii）から

 （5．13）                         ＿β亙。＝＿βF1＿β児。、．

（5．13）を（5．1）式へ代入して

（・・1・）    ・一（1一号）ハ・私

を得る（Seino（1992））．（5．2），（5．3）はそれぞれ3重積分，5重積分であったが（5．5），（5．8）によ

り1重積分にたった．次章でク＝0の場合のこの積分の値を求める．

6．絶対零度における自由エネルギー

 z＝3のとき，（5．5），（5．8）でβ→∞の極隈を取ると（Seino and Katsura（1990）），

（a1）      ハー÷∫去［∫（κ）肋

（…）    ハー÷∫c筆κ［∫（κ）r一・・κ

となる．ここでS（κ）に（2．1∫）を用い，μ。の値として（2．3）をM＝0，1，2，3，4，5に対して解い

た値（図3の説明に記してある）を用いると非連続解の工．ネノレギーは図6のようになる
（Katsura et a1．（1987））．

 また（5．2），（5．3）の身（ゐ）に（2．1）を代入し，β→∞の極限をとると
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       1 w
    ’F・一丁恥舳μlm・・（尾十Z＋プ・一トH）

    一八＝一カハ十L（1一力）ハー）

        1 w
    ¶±〕＝丁男舳舳μ・μ・m・・（冶十Z＋m＋α±N・■H－m1±札

        一店一Z＋m＋α＝FN，々十Z－m一行M）

どたり，T＝OのFがμ一N，μ一舳，．．．，μ一。，μ。，μ。，．．．，μw空間の超曲面で表わされる（μ。＝1

  〃一 Σ μ‘によりμ。は消去）．この空間におけるFの極大極小を調べてみると，ここに求め
 ‘＝一jV5王キO

た解はこの曲面の極値を与えるが，極小を与える方向の外に，停留値，極大を与える方向があ

ることが分かる（Katsura（1990））．

 また対称解iii）のF、，F。、を計算すると

             3   3              2    2
 （6．3）  Fユ＝302ろ十一〇2ar一α2a。十3αろ2＋6励a。十2αa8一一〃。a。一一〃多
             2   8              5    35

           3    15      3      13     1        31      3
          ＋一ろ3＋一ろ2ar一ろ2a。十一〃言一一ろa．a。十一ろa多十一a8
           241645 112016
           27    123    53
          一一a春ar－a．a喜一  a2           160      8960      12800

                  35 1 131 31 （6．4）    F21＝α2＋2αろ十2αao＋一ろ2＋一ろao一一ろa2＋一aき一一aoa2＋一a多
                  22812153360
とたる．このとき

（6．5）
 。。emκ   S馴（m）（em）n－1・∫
    。aκ：zπ       十
 。。κ     （m－1）1

（PはCauchyの積分の主値，…は発散項であるが全体で相殺する）を用いた．第2章で得られた

一ρ

1．27777

1．277

1．276

11－27566

1．275

図6．

   1．27524
  1土7509
．1127502

、・2㍗921

0111  0・書5   0・5    …5    1 W2
。。1ユ97    5                     3  2M＋1

z＝3，T＝Oにおける2M＋1＝3，5，7，9，1！に対するエネルギーと連続分布のエネルギー、
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解を（6．1），（6．2）に代入し，（5．14）より

  （i）F＝一3／2（常磁性），α＝1，ろ＝a。＝a。＝O，

 （ii）F＝一23／18（2M＋1＝3の対称非連続解），α＝1／3，ろ＝2／3，a。＝a。＝0，

 （iii）F＝一1．27491（対称連続解），α＝O．10683，ろ＝0．43686，a。＝0．45631，a。＝0．05759

を得る（Seino and Katsura（1990））．非連続解のエネルギーの値は1／M2に対して直線にのっ

て連続解のそれに収束している（図6）．

7．結   論

 本稿では分布関数の方法によりBethe格子上のランダムIsingモデルにおける有効場の分布

関数の満たす積分方程式を導いた．T＝0でこれを解くことにより非連続分布（2M＋1本のδ

関数の重ね合わせ）および連続分布の対称た分布関数を得た．z＝3の場合については非連続た

分布関数を求めることが出来た．これにより，強磁性の濃度力のスピングラス相一混合相

（MSG）一強磁性相の臨界濃度も求めた．また有限温度に関する自由エネルギーをスピングラス

積分方程式の解を用いて定式化し，絶対零度でのスピングラス相のエネルギーの値を求めた．

 今後，有限温度においてスピングラス積分方程式の積分核を変形して（Seino and Katsura

（1992））解を求める予定である．物理量としてエネルギー，エントロピー，比熱などの正確解，

また，温度一濃度一外場の相図も作成したい．
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ANon1inearIntegralEquationandItsApp1ication
The Distribution of the Effective Fie1ds of the Spin G1ass

            and the Free Energy

      Shigetoshi Katsura and Mitsuhiro Seino

（Faculty of Science and Engineering，Tokyo Denki University）

    Non1inear integra1equation for the distribution function ofthe e任ective丘e1ds for the

spin glass is derived ana1ytica11y for the±∫random Ising mode1on the Bethe1attice．

   The paramagnetic distribution，spin g1ass distribution with2N＋1de1ta fmctions and

spin g1ass distributions with a continuous distribution are obtained for z＝3and at r＝0，

by so1ving the integra1equation．

    The distribution of the effective ie1ds of the Ising spin g1ass at T＝O for genera1

concentration力。f the ferromagnetic bond is a1so obtained．The concentrations of the

boundaries between these phase are obtained to be力1＝7／8，力2二0．869427，andヵ3＝！1／12．

   The free energy at inite temperature is formuIated by using the solution ofthe integra1

equation for the distribution fmction of the e丘ective丘e1ds，and the one at zero temperature

is eva1uated for z＝3in the case where the distribution function of the effective ie1ds has

discontinuous and continuous distributions．

Key words： Random system，Ising model，spin g1ass，CVM（C1uster Variationa1Method）．


