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 1．従来の乱塊法の分散分析のやり方

 大きさ后のブロックがろ個与えられ，実験で比較さるべき処理の数も后とする．このときは

完全ブロック計画という．各ブロック内での后個の処理の后個のプロットヘの割り当ては完全

に無作為化されて互に独立とする．

 さて，ゴ番目のブロック内でプ番目の処理が割り当てられたプロットでの観察値をル，ゴ＝

1，．．．，ろ；ノ＝1，．．．，尾として，全体でn＝肋個のデータを表1のように2元配置に並べる．

              ら尾   G2
     先ず全平方和∫2＝ΣΣ兆一  ， d f m－1， G＝ΣΣツ，。，
             ｛日1戸1m’’  ゴゴ
                 16   G2
     次にブロック平方和S多＝丁昌B葦一一7， d．f．ト1， 払＝琴ル，

             1尾   G2
     処理平方和5多＝手暮η一丁， d一£后一1， 乃＝弓ル

を作り最後に引き算で

     残差平方和S婁＝S2二S喜一S多， d．f．（ト1）（ト1）

が得られる．

 ここでたいていの書物は甚だ晦渋な説明ないし何等の説明もたくブロック内のプロット効果

は一様として，2元配置モデル；

                ルゴ；μ十β｛十Z’5＋e幻

表1．データの2元配置．

＼理 1   2 尾  ブロック和

処理和

y11

y21

此I

τ1

y12       ツ1＾

ツ22       ツ2左

此2       ツ舳

τ。     丁毘

凪

32

Bb

G（総和）
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μは一般平均，β｛はブロック効果でΣ多一。βFO，τ5は処理効果でΣター。τ5＝0；eゴ5は誤差で，互

に独立にM（0，σ2）に従い，σ2は一定の未知分散である．このモデルに基づいて帰無仮説H：

τ’＝（τ、，．．．，τ。）＝0，i．e．処理効果間に差異だしを検定するのに検定統計量

                 S多／（后一1）      S多
             F＝S差／（ろ＿1）（后＿1）＝（ろ■1）亙

のnu11－distributionが自由度（々一1，（ト1）（ト1））の。entra1F一分布にたることを用いるの

である．

 2元配置モデルではブロック内は一様である．ところが実際の農事圃場試験では地力の傾斜

があってブロック内では決してプロット効果が一様てたい．だからこそ無作為化が問題にたっ

たのだ．無作為化をやったから魔法の如く地力の不均一が消失するというのでは誤魔化しと云

うべきである．ブロック内のプロット効果の不均一を明瞭に設定したモデルから出発して，無

作為化が如何なる役割を果して，検定統計量Fのm11－distributionが。entra1珊二王x尾一。〕にな

るのかが説明されねばたらないのである．

 2．完全フロック計画の関係行列環の概念に基づく分散分析の説明

 一般のブロック計画を記述するのに便利なイソシデソス・ベクトル，イソシデソス行列，関

係行列及び関係行列環の概念を説明する．

 その大きさが后、，后。，．．．，尾。なるろ個のブロックが与えられれば，全体でm＝后1＋后。十…十后。

個のプロットがある．それに通し番号をつける．実験によって比較さるべき処理は。個で夫々

ヅ、，7。，．．．，プ砂個のプロットに割り当てられるとする．もちろんm＝7。十7。十…斗7秒．

 さて

／・一
^講貰伜1がプロットハこ割り当てられればよ

として，処理αのイソシデソス・ベクトルを

            ζ二＝（ζ、。ζ、。…ζ、舵）， α＝1，2，．．．，〃

と定義し，処理のイソシデソス行列をの（mxo）＝llζ1ζ・…ζ砂11とする．J二＝（11…1）とすれば

            ∫二ζ、＝ζ〃。＝プα，  α＝1，2，．．．，v

           ζ二ζβ＝7、δ、β，   δαβ：Kroneckerのde1ta．

だから

71    0

72

σの＝沢（0×0）， R＝

○    ん

で，処理関係行列τ（mX m）＝m’：1加1が定義される．ここに

1一一
g一にふとプロットgカ洞し処理を割り当てら舳∵
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である．若しプ、＝プ。＝…＝プ戸7（equi－rep1iCation）ならT2＝7rが成り立つので

              （÷・γ一÷八ベキ等凧

となる．従ってこれは射影作用子である．

 次にブロックタのイソシデソス・ベクトルη1を定義する．

          η二＝（η｛。η｛。…η。れ）， ク＝1，2，．．．，ろ

          伽一／薫ぶト！がブロツ州ご属すればll

          ．7二η；＝η二．7n＝鳥，    η二η5＝后ゴδ衛．

ブロックのイソシデソス行列は

                Ψ（m×ろ）＝liη、η。…物11

                       后、    O

                        后2

             ψ’Ψ＝K    K＝

                       0    机

ブロック関係行列は

      3（m×m）＝ΨΨ’＝llろ惚11，

      1一一／蓑続ニト！とプロットgが同一ブロックに属すれば11

着し后、＝后。＝…＝机＝店なら32＝肥が成立するので

             （村一÷・，ベキ等凧

とたる．よって（1／ろ）3は射影作用子である．M（o×ろ）＝ll m、ゴll；のΨはこのブロック計画の

イソシデソス行列であって

      舳一ゑ／市一／幾貰を1がブロツクタに割り当てられれば1：一

             一一「ll

完全ブロック計画の場合は

M＝ム，わ＝

1

1

1

＝山J二
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よって

            TB＝¢wΨ’＝¢∫ゐJ二Ψ’＝JnJ二＝σ〃≡σ

            Br＝孤M’σ＝延山∫二〇’＝∫〃∫二＝σ

となるので｛∫（m次単位行列），σ，3，T｝の一次結合全体は可換行列環刃どたり，これが完全

ブロック計画の関係行列環である．虜の単位元∫は互に直交する射影作用子の和にただ一通り

に分割される．

∫一 ?ﾐ・（如一÷σ）・（打一÷σ）・（∫一÷B一打・÷σ）

即ち

∫一
?ﾐ一（÷3一÷σ）・（÷T一÷σ）・（∫一如一÷T・÷σ）・

観察値ベクトルy：（y、ツ。…y。）の2次形式に直すと

         小÷ひ）ツーか一÷・・：全平方和

      ツ伽一÷σ）ツー÷弘一÷ぴ：ブロ／ク平方和

      小τ一÷σ）・一÷紅一÷α：処理平方禾1

小一加一÷・・÷σ）ツー却一ね・1一÷払・÷・・；残差平方和

となって，これが分散分析であった．

 ここで苦々の採用するモデルはブロック内の不均一性をexp1icit1yに記述するものでたけれ

ばならたい．

               ツ＝μJ’n＋⑫τ十Ψβ十π十e．

μは一般平均，〆＝（τ・…τ左）は処理効果でΣ隻一・τ、＝O，β’＝（β・…β・）はブロック効果で

Σ三一、βFO，π’＝（π。…π。）はプロット効果で付帯条件ψ’π＝0をもち，ム＝Σ／∈醐プロツクπタ＞

o，タ＝1，．．．，ろ；∠＝Σ争一・ム＞O，〆＝（e・…eれ）は平均0，分散行列．σ2∫の正規分布に従うもの

とする．σ2は未知である．

 LEMMA．V＝ρ十e，e～M（0，σ2∫），ρは定数ベクトルで，対称行列λはベキ等で，プ（λ）＝

mたら

  1
Z2＝フyλツ
  σ

の分布はd．f．mのnon－centraけ2分布で，そのnρn－centra1ity parameterは

                    1
                  λ＝2σ・〆伽

i．e．Z2のprob．e1ementは
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          4朴哨舟1）州

 このLemmaより

              s紺一ツ・（÷T一÷σ）ツ／♂

は自由度々一1のnon－centra1λ2分布で，そのnon－centra1ityparameterは

               ／・一。レ（倉1＋÷∬T），

但し（∬＝のπ）の第α要素∬、＝Σ／πプ，Σ！は処理αが割り当てられたプロットのプロット効

果π／全体にわたる．換言すればτ、の推定子として（1／ろ）T、を用いると（1／ろ）∬、だけのbias

があることにたる．

 処理効果の間に差異たしという帰無仮説H：τ＝0の下での栃＝∫多／σ2のnu11－distribution

は

            1麦・   〃（÷・1）m
       叶刈刈’÷枢、小1。、）小）

                    1 1
                 λ、＝ 。一∬’∬
                    2σ 6

同様にして・1一跳一÷ツ・（1一÷・一÷・十÷ひ）ツは自由度（1一・）（后一・）の…一

。entra1λ2分布で，そのnon－centra1ity parameterは

       ／・一。妄（π・π一÷∬T）一夫一λ・，∠一π’π一加

そのprob，e1ementは

一町斤刈相ソ涼革斗）州
これら栃とλ差は互に確率論の意味で独立であるから，．同時分布のprob，e1ementはそれらの

積で与えられる．

 検定統計量

          ・一、差／湾元杜、）一（ろ一・）素一（ト・）豊

のnu11－distributionはnon－centra1F一分布でnon－centra1ity parameterは

                    1
                  λ＝了∬∬μ・

従って，そのprob．e1ementは
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へぶ㍊」）倖㌻斗嘉）

。ゑ（羊γ（。。ろξ1ジゑ（二）。（1サ（ろξ1ヅ

   r（ろ（尾テ1）・1）r（尾云1）r（（ろ一1券ト1））

×。（1（1テ・））。（1言・。、）。（（1半・）。Z一、）a（・ξ1）

とたるが，未知定数∠／2σ2とλとを含むので，これらの定数の値が知られたい限り使い道がた

いのである．よく文献で出会う“釣合のとれた系統的配置”ba1ancedsystematicarrangement

というのは，τの推定子（1／ろ）rの偏り（1／ろ）∬が0のときであるが，幸運にしてそんた配置が

あり，何等かの方法でそれが見出されたとしてもF／（ろ一1）の分布は

べ｝斗）㌣斗后）

・ゑ（肴㌦ぺll：キ！メ1べ≒｛）

とたって∠／2σ2＞Oが未知である限り使いものにたらない．ここで初めて無作為化の御利益が

出て来るのである．

 3．無作為化の役割

 実験の第一目的は論理上帰無仮説H：τ＝0の検定である．その為の検定統計量

                       ∫多
                  F＝（ト1）亙

のnu11－distributionは前章（＊）に与えられたものである．プロットの通し番号は次のように

つけられたとする．即ち第ク番目のブロックの第ノ番目のプロットには！＝（多一1）々十ブを与え

る．第クブロックでは順列σ｛をアト・ランダムに取って処理1，2，．．．，后に施して，第ブプロット

にσゴ（ブ）処理を割り当てるとする．ル＝μ十β、十τ、、（ゴ）十πナ十e！であるが，以下若し！＝（乞一1）后

十ブたら〃＝〃），π∫＝π∫｛），e！＝e9〕たる記法を用いる．そうすると，〃）＝μ十β汁τσ、ω

十π二㍗十e∫｛）またはツ簑・（5）＝μ十βゴ十τ5＋π蟹・（5）十e察・（、）だから

                b              ∬戸Σπ蟹・（。）， ブ＝1，2，．．．，々．

                ｛＝1

よって

∠／一蛛i抽ωア



をまσ1，σ2，．．
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．，σわの関数である．無作為化ということはろ個の確率変数Σ。，Σ。，．

                         1
        P（2・＝σ・・Σ・＝σ…Σ・＝σ・）＝（創）・

115

．． Cムがあって

ということである．

 この無作為化に基づく順列分布についてのλの平均と分散を計算すると

                        1
                    雰（λ）＝一
                        ろ’

…（／）一島島（・一÷），γ一
あ圭。貞（∠rガ

（号）2

とたる．この計算の詳細は次の第4章に示す．

○くλ≦；1であるから，べ一夕分布

・（午）

r（与）r（舌）
κ（”2）一1 i1一κ）（”2ト’

を取って，モーメント法で近似する．このべ一夕分布の平均と分散は

                       カ
                  多（X）＝
                      八十石’

                       2カ石
               Var（X）＝
                    （八十力）2（月十石十2）

だから

       点一1，（力、允緒十石十2）一多島（・一÷）

から力，力を求めると

             ハ＝φ（后一1），    ！；＝φ（ろ一1）（后一1）．

ここに

                    1     2
                φ＝    一
                     γ  ろ（后一1）’
                  1一
                     ろ

γはブロック間のプロット効果の分散の変動係数Cγの二乗である．ム＝0ということはブ

ロック内が一様ということであるが，それは非現実的である．苦々はム＞Oの絶対的大きさは

いくら大きくとも良い．∠、，．．．，ムのCγが十分に小さく，またろは十分大きく

                γ．     2
                一＝O，      ＝0                ろ    ろ（ト1）

とすればφ一・即ち／の分布は・（㌔1，（ろ一1姿尾一1））で近似出来る．
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   ・（ろ（㌢1）） ト、 、．ル、、

            λ一r■1（1一λ） ・ ’切．
・（々云1）・（（ト1姿后一1））

（＊）のnon－centra1F一分布のprob．e1ementを（＊＊）で平均して

           ・（ろ（后テ！）） ・（尾云1・・）・（（ろ■1姿尾■1）十・）

夢（λm（1一λ）工一m）＝

        ・（后云1）・（（ろ■1券ト1））  ・（ろ（尾テ1）・1）

だから

斗后）葛（牟（。。ろξ1ジ

刈州〔（㍉汽㌫11耳1㌧）
瑚（一岳）葛（羊L1

となって，F統計量のnuu－distributionはめでたく。entra1F一分布

ぺ｝皐）（｛）午＾〔｛）

で近似されることが削る．これが無作為化の御利益なのである．

 ところで，プロット効果πというのは概念上の設定であって，未知母数である．ブロック内

のプロット効果の分散を如何にして見当づけるのかが問題である．苦々のべ一夕分布によるλ

の分布の近似が成り立つ為には

                 1    2
              φ：   一    ＝1                  γ  ろ（后一1）’
                1一一
                  ろ

が必要であった．その為には

γ一
?¥。倉（∠・一｛ア／（｛γ一（4の変動係数γ

が小さく，ろは大きくなければならない．これはよく教科書などで云われているように，“ブロッ

ク内が出来るだけ一様に”ということではたい．ブロック内に変動があるのが現実だが，その変

動を分散で測ったとき，その分散がブロック間でなるべく一様にということである．これは大

変にむずかしいことで，圃場の地力に関る土壌学的知識や被験品種固有の性質に就ての全知識

を動員してたされるべきだが，あまりはっきりしたことは云えたい．ろを大きくすることは物理

的には可能であっても，経済的に実現不可能なこともあるであろう．

 実際のブロック計画を設定するにはケース・バイ・ケースに考えねばならたいし，問題があ

るように思うが，このことに就でどのような理論が構成されているのか私は詳らかにしない．
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      1
4．λ＝ lπ∬の無作為化に基づく順列分布についての平均と分散の計算

 最初，各ブロック内で処理プをプロットハこ割り当てたとする．このときのイソシデソス行

列をの。，処理行列をτ。＝0。の6とすれば

                 T。＝ム×σ。，  肌＝Jパ∫二

となる．今

                     ∫、     0

                       S．

                  s＝

                      0     ∫6

s｛（后×后）は順列σゴに対応する順列行列として，

      π∫∫T．Sπ＝（πlSl＋…十π三S三）（S、π、十…十S。πδ）＝∠十ΣπlSl∫吻π。

                                    ’羊榊

で，順列σゴの全体即ち后次対称群を6尾として

    8（π；SlSmπm）＝（創）一2Σπ三SらS、πn＝（別）一1Σπ1∫♂πm＝后一1π〃尾πm＝O
                 σ、τ∈6角                        σ∈（…＾

よって

                      1        1
                 8（λ）＝    8（π’Tπ）＝一
                      ろ∠        ろ’

 次にλの分散を計算する．

（πTπ）・一（∠・黒π帆π・）2

さて，

   ＝∠2＋2∠Σπ；∫；∫mπm＋Σ（π三Sl∫mπmπ1∫；Smπm＋π；∫；∫mπmπ2S2S正π工）
        ’≠m             ∫≠伽

    十Σ｛π；S；S。π。（π；∫lSρπ力十払∫ZS力π力十π二S二∫舳十π二∫二S。πm）1

     ’≠吻羊♪

    十Σπ；S；∫nπmπ二S2S。π。．
     ’≠吻羊ク≠田

ここでSlが1inearに入っているものは8をとると0になる．

             ぎ（π制∫mπmπ；∫；Sρπク）＝O

             ぎ（π；∫；Smπ。払S2Sクπρ）＝0

             雰（πlS；Smπmπ二S二S舳）＝0

             8（π；S；Smπmπ2S2Smπm）＝0

             8（π三SiSmπ椛π二S二Sqπq） ＝0．

また

8（π；S；Smπm）2＝（創）一2Σ（π；SらS、πm）2＝（創）■1Σ（πlS♂πm）2
             σ、τ∈6＾                           σ∈6＾

        ＝（后！）I1Σ（π1ユ）π螂十…十π9）π制）2

             δ∈6＾
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 局1         1＝昌万ゑπ隻工）2湖2＋蔦万忍π壬工）π∫‘）棚π鰍

 た1        1＝財π≦仏十ξ・（ト。）π≦‘〕π∫の黒π2m〕πεm）

一÷仏・尾（、≒1）（薫榊）（黒かが）

  1
＝   ム∠m．
 々一1

かくして

佃π肌π・戸）一々圭1萬〃・一々圭1（・・一刺

同様にして

・（忍棚・π・舳・舳）一店主1（∠・一倉∠1）

従って

…（／）一ゲ』・・（πW一・・（／）一着島（・一÷），

但し

γ一
?y1倉（∠r｛）2／（牛（∠・の変動係数γ

 5．Randomization所謂無作為化の歴史的展望

 今日ではThomett（1982）の云うようにrandomization theoryとして二つを区別するのが

都合がよい．先ず（a）無作為化のみが推論の確率論的根拠即ちストガズチックた基礎を与える

場合の推論  今日ではノンパラメトリック統計推論として欠きた体系を形成している．もう

一つは（b）モデルに基づく推論であって，そこでは標本データは或同時分布をもつ確率変数の

観察値と見たして，その確率分布に含まれるパラメータ  処理効果  に関して推論した

いのだが，普通の統計的方法では旨く取り扱うことの出来ないパラメータ  所謂プロット効

果が現れるので，無作為化によってこれを処理する場合である．

 そもそもrandomization無作為化という革命的アイデア（“revo1utionary idea’’）は有名た

non－mathematica1た古典的論文Fisher（1926）で提唱されたのであるが，この論文がnon－

mathematica1であって式は一つもたいので意味曖味なところが多く，爾来論争のまととたっ
て来た．

 苦々はFisherの娘であるJoanFisher BoxによるFisher伝記（Box（1978），pp．146－158）を

参考にしつつFisherの云わんとするところを聞こう．

 その前に苦々の立つ立場を簡単に再録しておこう（Ogawa（1961．1974．1982））．苦々が問題

にするのは（b）のmode1－basedinferenceの場合であって，苦々のモデルはツ＝J、μ十のτ

十Ψβ十π十eで，付帯条件は

              J三τ＝J二β＝0，    Ψ’π＝0

μは一般平均，τは処理効果，βはブロック効果，πはプロット効果でありその数ばる（ト1）で
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あってろ→・・のとき→・。である．プロット効果は農事圃場試験では圃場誤差Soi1errOrとも

呼ばれて土壌の肥沃度soi1ferti1ityに起因するものであって，所謂uniformitytrial（斉一試験

一同一品種を蒔く圃場試験）によってその存在が確認され，しかも無視出来たい（substan－

tia1）ことが認められていたものである．eは技術誤差technica1errorsと云われるもので，土

地を測るときの誤差または収量測定の誤差などに基づくものであるので，互に独立に平均0，

一定の未知分散σ2の正規分布M（O，σ2）に従うものとする．所謂“independent noma1theory

assumption”（独立正規理論の仮定）である．

 処理関係行列丁＝のの’，ブロック関係行列B＝ΨΨ’，ユニバーサル関係行列σ＝山んと

定義して

        処理平方和・1一心・一÷σ）ツー÷か一号，

ここで

（打一÷σ）ツー÷〃・oτ・（打一÷σ）・

だから栃＝∫多ノσ2とおくと，ある特定の配置からの姓の分布は自由度（后一1）の赤心Z2分布

でその赤心パラメータλ1は

／・一 Bレ（1・1・÷∬T）， ∬＝の’π

i．e．

巾午寸残べ章≒）ψ

これでは後出するFisherの所謂“va1id estimate”（正しい推定値）ではたい．

 若し∬＝0，i．e．釣合型系統配置ba1anced systematic arrangement一これはStudentの

珍重するものであるが一たら

                     1  。
                  λF  。ろττ
                    2σ

となって，帰無仮説H：τ＝0の下での栃のnu11－distributionは自由度（后一1）の中心λ2分布

                     尾一1             。（≒・）（÷ヅ｛（州

となる．しかしこのとき残差平方和を考えてみると，それは次のようにたる．

残差平方和・1一介打一÷・・÷σ）ツ

＝S2（全平方和）一S多（処理平方和）一∫君（ブロック平方和）

一（π・・γ（∫一打一÷・・÷σ）（π・・）

一・（∫一÷・一÷・・÷σ）…（π・一÷πσ）・・（π・π一÷∬T）
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一・（1一÷・一÷・・÷σ）…π’・・〆π

は“estimated error”推定誤差とも呼ばれているようだが，

                   妊＝S差／σ2

のある特定配置  無作為化を導入する前という意味  からの分布は赤心パラメータ

                 ∠         、
               λ2＝   2一λ1，    ∠7＝ππ
                 2σ

の赤心Z2分布で，その自由度は

       ・・（1一÷・一÷・・÷σ）

        一t・（1一打一÷・・÷σ／一・一々一1・・一（1一・）（1一・）

である．

    叫ゲ→寸枇ソ，ぺ（卑；）十つ伽

であるから，釣合型系統配置のときは帰無仮説Hの下でも赤心λ2分布

    ぺ斤寸紬ソ，べ準1㌧側

となり，

               冨（S差）＝（ろ一1）（々一1）σ2＋∠7

とたってs会＝   1  S差はσ2の推定値としては最大のb1as，偏り∠／（ろ一1）（尾一1）を
       （ろ一1）（后一1）

もつことにたる．このことはFisherの1926年の論文に言及されている．

 むしろ釣合型ではない配置をとる，i．e．∬＝の’π≠0とすると

                        1
                8（S多）＝ろτ’τ十一∬’77
                        ろ

                             1
           9（Sる）＝（ろ一1）（尾一1）σ2＋∠一ろ〆τ■了π∬

であるが，“actua1error”の推定値S多／（ト1）に対する“estimated error”S差／（ろ一1）（后一1）

の比

               F一（ろ一1）喜一（ろ一1）若

のa particu1ar arrangementに対するnu11分布は
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（5．1） ぺ“車）斗斗后）
・葛（羊γ（1・ろ11山）パ（1－／〔（ろ11ゾ

   r（ろ（㌢1）・1）・（㌔1）・（（ろ・1姿尾■1））

×竹・））。（1言・。、）。（（苧・）十、）a（・ξ・）

                    1
                  λ＝7∬’∬μ

となって未知定数ノを含む非心外分布であるため，このままでは使えたい．つまりaparticu－

1ar arrangementでは使えたいが，ここで無作為化を導入して0くλ≦1を確率変数とする．つ

まり各ブロック内での処理の割り当てをpemuteすれば（后！）b個の順列が出来てλの離散分

布が出来るが，ろが十分大きいときム：π1πゴ，タ＝1，．．．，ろの変動係数

               1 b   一
               ト1昌（∠r∠）2 ．1・
           Cη＝    一   ，  ∠＝一Σ∠、
                  ∠2         ろH

が十分小さい，つまりブロック内の地力の分散がブロック毎に一様，もっと正確には

               1   ．     2
              －C〃＝O，    ＝0               6      ろ（后一1）

なら，λの分布は3一分布

（5．2）

   r（ろ（后テ1））  均．1 、、．1、、、．1，

             λr一一（1一λ） ・ 一1aλ
r（后云1）・（（ト1姿后一1））

で近似できるので，（5．1）を（5．2）に就て平均するとλが消えて中心F一分布

（5．3） ぺ“｝））（｛）、占〔｛）

に到達した．Randomizationの役割はここに在るというのが苦々の立場である．

 この苦々の立場からFisherの1926年の論文を見てゆこう．1926年の論文の冒頭にFisher

は次のように述べている．引用文中の斜体は引用者がつげたものである．

 “職e Pmsm云Pos栃。m．一The present position of the art of丘e1d experimentation is one

of rather specia1interest．For more than丘fteenyears the attention of agricu1tura1ists has

been tumed to the errors of丘e1d experiments．During this period，experiments of the

uniformity tria1type have demonstrated the舳αgm肋ae ma m肋mめげ肋e c伽∫げe〃。グ

〃〃CゐCmm0左ろeae∫C励e〃0CmeZe∬m∫∫肋mm∫m伽g肋eわma07〃e担〃m身栃e〃0amCe，

ma〃〃。みる。om∫eσmm妙∂e∫cmeaα8am左。‘3o〃ゐe広mogem伽”，much ingenuity has been

expended in devising p1ans for the proper arrangement・of the p1ots；and not without resu1t，
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for there can be1itt1e doubt that the standard of accuracy has been materia11y，thoughvery

irregu1ar1y，raised．What makes the present position interestingisthat it isnowpossib1e

左0δemOm∫肋広e（α）肋㍑ゐeαC伽αZ力0∫肋0m〆肋e力γ0ろZemゐmηmmCゐmOm伽切ω広e肋m

mα∫mmCm妙伽αg伽e4肋云肋励mαZ肋g燃（ろ）肋e仰ろZem必eゲろeCOme∫mm0万mOm

肋m伽，m♂（C）必∫0Zm肋mCOme砂0m肋助mOm7な0κ㈱．”
 ここでrandomizationを提唱しようというのである．

 “The conception which has made it possib1e to deve1op a new and critica1technique of

p1ot arrangement is that m e∫ガmα云eげ力eZa e〃。κae7クm6カ。m mツ切〃。m肋mmm8e－

mmC may or may notαm肋e∫κm肋，and in actua1丘e1d practice is usua11y not a va1id

estimate，of肋eαc云伽Z e〃。灼炊。伽g左ゐeωemge∫07a炊mmcesげαmmge∫of which it is

required toIestimate the error．”

 このanestimateoffie1derrorsderivedfromanyparticu1arexperimentというのは，苦々
の定式化では∫李＝S多／（尾一！）で，帰無仮説∬：τ＝0の下では

                       1
               8（∫多）＝σ2＋       27’∬
                     ろ（ト1）

であって，a particu1ar arrangementで考えると，釣合型配置（∬＝0）でない限り偏り（1／ろ）・

π∬が出てσ2の推定値として正しい推定値va1id estimateでない．Actua1errors affecting

the averagesは（1／ろ）∬のことであろう．最後のthe errorというのはσ2のことである．

 今彼に何等かの方法で釣合型系統配置i．e．∬＝0が得られたとすれば，8字は帰無仮説H：τ

＝0の下でのσ2の不偏推定値とたって栃＝S多／σ2は自由度（々一1）の中心Z2分布になるが，こ

のとき残差平方和s差の方が

              夢（S差）＝（ろ一1）（尾一1）σ2＋∠一ろτ’τ

とたって帰無仮説H：F0の下で8会はthe errorσ2のva1id estimate lこたらず，

                   8字  1 S多
                 F＝豆＝ろ＿1亙

の∬の下のnu11－distributionは赤心F一分布になる

ぺ｝：羊））（占）、甘㌔㍑）

・ゑ（外べ：：峯；：㌃宗声ト）

とたって赤心パラメータ4／2σ2が未知なる限り使いものにならないことに注意しておく．これ

は後にStudentの“ba1anced systematic arrangement’’に対する執着のところで再論する．

更にFisherは第2節When is a Resu1t Signi丘。ant？の最後のパラグラフCP p．86で次のよ

うに述べている．

 “If we thus put trust in肋e肋eoηげe〃。κ，a11the ca1cu1ation necessary is to丘nd肋e

∫勉mma e〃07一中略一The procedure out1ined above，rg1ying upon the theory of

errors invo1ve some assumptions about the nature of ie1d errors；but these assumptions

are not in fact disputed，and ha∀e been extensive1y veri丘ed in the examination ofthe results
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0f uniforniity tria1s．”

 この論述から理解する隈りFisherの立場は所謂independent norma1theory assumptionに

基づくmode1based inferenceであって，non－parametric inferenceではたい．苦々の立場と

同一である．

第10節Errors Wrong1y Estimated（間違って推定された誤差）のp．88，第2パラグラフに

は次の陳述がある．

 “The estimate of error is va1id，because if we imagine a工arge number of different resu1ts

obtained by different random arrangements，the ratio of the rea1to the estimated error，

ca1cu1ated afresh for each of those arrangement，wi11be actua11y distributed in the theoreti－

ca1distribution by which the signiicance of the resu1t is tested．’’

 Rea1errorとは前に出たactua1errorのことで帰無仮説∬の下では∫多で推定され，esti－

mated errorとは∫隻であって，それらの比F＝∫字雌をrandomizeされた配置毎に計算して全

配置について平均を取れば，結果のSigniiCanCeをteStする中心F一分布が得られると云って

いて，苦々が本文で述べた通りである．つまりaparti㎝1ararrangementに対してF／（ろ一1）

のnu11－distributionは

                    1
                  λ＝了π∬μ

を赤心パラメータとして含む赤心F一分布（5．1）で与えられ，（創）あ個のブロック内での処理の

permutationに対応するrandomized b1ocksから生ずるλのpermutation distributionは近

似的にB一分布（5．2）で与えられ，（5．1）を（5．2）に就て平均すると中心的F一分布（5．3）が得ら

れるというのである．

 後にJoan Fisher Boxの主張するところを聴くが，norma1assumptionよりもdataはin－

dependentでたく。orre1atedだからF検定でなくnon－parametric inferenceに移行したとい

うのだが，non－parametricたら分散分析の魅力の大半は失われ，corre1ationをいうならブロッ

ク内の后個の観測値を々次元分布からの標本と考えねぱならず  McCarthyがやって失敗

したように  また更にb1ock間の。orre1at1onを云うなら肋次元の母集団を考えねはたら

ない．地力との関係をプロット効果として捉えるregression的云い方一これはNeymanet

a1（1935）による  の方が有効であって，苦々は検定の段階にたって突如としてn㎝一par－

ametric inferenceに移行する必要を認めたい．

 その次のパラグラフは全く苦々の定式化を支持する論述であって興味深い．

 “Whereas if agroup of arra㎎ements is chosensuch thatthe mαZ e〃。附inthisgroupare

on the who1e1ess than those appropriate to random arrangements，it has now been

demonstrated tbat肋e emoκ，㏄e∫ガmα加a，wm，in such a group，be higher than is usua1in

random arrangements，and that，in consequence，within such a group the test of signi丘。ance

is vitiated．’’

 The rea1error on the who1eというのは

                       1
               ざ（∫宇）＝σ2＋       ∬’∬
                     ろ（ト1）

であり，estimated error on the who1eは

・（・1）一♂・（ろ．1夫后、1）（∠一÷π∬）
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だから，rea1errorでπ∬が小さくなるような配置では∠一（！／ろ）∬’∬が大きくたり，従っ

てestimated error8るが大きくなって，“signi丘。ance testが大雑把にたる’’というのだが，中

心F一分布を暗々裡に頭においているのであろうか？いずれにしても比Fの分布は∠／2σ2及

びλ＝（1／ろ）∬’∬μにdependする赤心F一分布だから有意性検定はvitiatedである．そこで次

のStudentも含む農学者に対するステートメントが続くのである．

 “It is particu1ar1y to be noted that those methods of arrangements at which experi－

mentershave conscious1y aimed，and reducetherea1errors，wi11appear fromtheir（fa1se1y）

estimated standard errors to be not more but1ess accurate than if a randomized arrange－

ment had been app1ied；whereas，if the experimenter is su茄。ient1y un1ucky，as must often

be the case，to肋。m㏄e by his systematic arrangement肋e mαZ emoκs，then the（fa1se1y）

estimated standard error win now be sma11er，and wi11indicate that the experiment is not

1ess，but more a㏄urate，．．．”

 これらFisherの最初の1926年の論文は苦々の定式化によって何の矛盾もなく理解出来るの

であって，初めにmode1based inferenceで出発したのに有意性の検定の段階に到って突如と

してnon－parametric inferenceに移行する（Basu（1980）参照）必要は認めないし，又non－

parametric inferenceとmode1based inferenceでは本質的た差異があることも注意すべきで

ある（Thomett（1982）参照）．

 確かにFisher自身もrandomizationの説明として肋e De∫桓mげ亙ゆeれmm左s（Fisher

（1935））では“Ladyのteatesting”のnon－parametricinferenceの例を用いているが，彼自身

によるnon－parametric inferenceへの移行を明確に述べた文献は見当たらないようである．多

くの人達がrandomizationの数学的定式化をする為にF検定量のnon－parametricたpermu－

tation distributionを取り扱った．We1ch（1937），Pitman（1937）等，また前述したように

McCarthy（1939）は相関を取り扱った．

 先ず苦々はBox（1978）のpp．147－159の記述を調べてみよう．

 “As theoretical justiication f6r the revo1utionary proposa1of randomization，Fisher

argued in1926［CP48］that‘The estimate of error is valid，because，if we imagine a1arge

n㎜1ber ofdifferentresu1ts obtainedby different random arrangements，theratio oftherea1

to the estimated error，ca1cu1ated afresh for each of those arrangement wi11be actua11y

distributed in the theoretica1distribution by which the signiicance of the resu1t is tested．干

The theoretica1distribution referred to is the distribution that obtains on the norma1theory

assumptions，so that Fisher here c1aims that the error ratio wi11over a11randomizations，

have the distribution appropriate when observations have been drawn independent1y from

a normany distributed popu1ation．”

 ここまでは言葉の上では苦々と一致するのであるが，次に続くパラグラフのステートメント

から察するにJoan Fisher Boxはプロット効果ベクトノレの入ったnorma1modelは御存知ない

ようたので，上述のFisher c1aimsの数学的内容がどのようたものとして理解されているかに

問題がある．次のステートメントはWe1ch，Pitmanなどの仕事のことを云っているらしい．

 “This statement is not，in fact，strictly true，but it has since been proved that for most

data the distribution ofthe ratiogeneratedby therandomization process does乞pproximate

adequate1y to the theoretica1distribution．”

 ここまで云っておいて，non－parametric inferenceに移る伏線を敷いておく．現実のデータ

がnon－norma1たのにnorma1theoryを仮定することよりもより重大なことは，データはin－

dependentでたく相関をもっているのに，これをindependentとして取り扱うのは現実に合わ
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たい一これはStudentも指摘している一ことだというのである．だからnon－parame・
tric inferenceをやるというのである．

 例えばraininsuccessivehoursofthedayとかyie1donsuccessivemi1kingofacow等も，

若しCorre1ationが注目の的てたい限りregreSSion的考えでプロット効果という平均量を導入

して取り扱えるのである（Neymaneta1．（1935）参照）．Corre1ationを云うたらばブロック内

の尾個の観察値は尾次元母集団からのrandom samp1esとして考察さるべきである．
McCarthy（1939）が試みたが数学が複雑になって成功したかった．Boxの云うところを聴こ
う．

 “It is uncertain just when Fisher made the intuitive Ieap by which he recognized the

princip1e of randomization．In1918his ana1ysis of variance of physica1measurements of

various human re1atives was based on“norma1theory”assumptions；the observations

were assumed to have been drawn independent1y from a normauy distributed popu1ation．

Later，on ana1yzing the variance ofie1d observations into the two components respective1y

within and between groups，he used the ratio of the variance∫芸。f group means to the

variance8弘within groups to assess departure from the nu11－hypothesis．He obtained this

distribution（of F＝∫会／命）in1922，a1though he often chose to work with ha1f the1ogarithm

of this ratio，2＝（1／2）1og F．”

 ここでのFisherの立場は“independentnorma1theory assumption”であるが，aparticu1ar

arrangementに対して計算されたF／（ト1）＝S多／S差のH：τ＝0の下でのnu11－distribution

がλ＝（1／ろ）π∬μにdependする赤心F一分布

平担∵÷斗后）
・菖（羊γ（・・ろξ1は（二）・（1サ（ろξ1ゾ

   ・（ろ（㌢1）・1）・（后云1）r（（ろ一1姿尾一1））

×代1））。（1言1。、）。（（1一・ll一・）。7一、）a（1ξ・）

一となるが，λのrandomizationに基づくpermutation distributionがB一分布

   r（舳テ1））  ト1 、あ．1、、ト1、

             λT－1（1一λ） ・ 一1aλ
r（々云1）r（（ろ■1姿后■1））

で近似出来るので，上の赤心F一分布の確率要素を下の3一分布で平均すると中心F一分布

■炉』））（占）、片㌔）

を得るというプロセスはJoan Fisher Boxは御存知ないようである．R．A．Fisher自身もこの

ことを明白に記したことがあったのかどうか知らたい．しかしかく解釈出来ることは前に述べ
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たところである．

  “A1ready，however，in1923，in introducing the ana1ysis of variance of丘e1d experiments，

he had made it conditiona1not on“norma1theory”assumptions but on randomization of

the fie1d arrangement．”

  これはnon－parametricinferenceのことを云っているのであろうか？

  “Yet，in assessing his resu1ts，he used the same2test which was appropriate on“norma1

theory”assumptions． Evidently乃e8α〃肋〃肋ゐ‘ケαmaom乞mガ。m”aみか必〃ガ。m〆2〃。mZa

ψ卯0〃mα云e肋e“m07mαZ伽0η”励∫肋m肋mげZ．丁肋∫COmCZmSタ0m伽Sゴ倣0〃㍑0伽云め

肋eOm地α妙m6伽∫力7ツemS左0CαmSe切mろZeαmOmg∫広α挑地価∫．”

  今日これがどのように解決されているのか知らたい．

  “At the time statisticians fe1t considerab1e concern about the norma1ity or normality of

the distributions．We reca11that Kar1Pearson’s series of frequency curves had been

deve1oped in order to fit non－norma1distributions and that they were then much in vogue．

In contrast，Fisher seems from the丘rst to have fe1t that moderate non－normality was not

an important factor． W肋左加∫eem∫広。肋mろem mmcゐmom comcemeaαろ。m左mω左ゐe

肋m云㏄∫mm似0m肋α㍑m〃肋妙mm用肋肋e“m0舳αZ肋e0η”α∫∫mm肋0m∫肋玄肋ee舳附

〆肋e oろ∫e〃励。ms〃emタmaψmam妙挑切ろm広ea．In many，Perhaps most practica1cases，

this assumption was c1ear1y not justiied．Observations of the ferti1ity of adjacent p1ots，

rain in successive hours of the day，or yie1d on successive mi1king of a cow were not

independent but〃幼妙。ome肋ea．Despite this，whatever assumptions were made about

the speci丘。 distribution of the observations，αmα砂sゐmα∫伽αa4ガ。mαZ砂ろα∫e♂om肋eαs∫mm力一

助mげ伽a幼mamce．For instance，the we11－known formu1a for the standard error of the

mean was on1y va工id on the assumption of independence of the observations．”

  Errorをsoi1error∬とtechnica1erroreに分ければπについてはadjacentたものが
high corre1ationをもち，i．e．Σ多一1Σξ一、π｛｛一。）尾。、π（｛」1）尾。、。。／∠が大きいように与えられれば

adjacent observationsはhigh1ycorre1atedであって，independenttechnica1errorsの仮定と

矛盾したい．Technica1errorsに対してindependent normal theory assumptionを棄てるな

らばana1ysis of varianceの効力は消失することに注目すべきである．

  ‘〃m0∫才Ce物価妙材〃ω肋ee〃dm左ZαCゐげ伽♂ψm3mCeげ力e〃0ろ∫emα肋m∫励α左Zea

F肋e760∫ee尾α力秘m物カ’0mぴ肋∫mめSゐ〃肋ゐ励am0㍑mOZVe棚∫α∫∫秘m肋0m．”

  かくてFisherは有意性検定はnon－parametric inferenceに移行したという結論に達した

が，筆者の想像は違う．ほのかに伝え聞いたところでは生前Fisherはnon－parametric infer－

enceと云われることを嫌っていたとか．Fisherは天才の直感で1926年の論文のようなことを

理解していたが，それの数学的定式化に成功していなかった．それで数学的説明を求められて

止むを得ずnon－parametric inferenceに頼ったというのが真相ではなかろうかPこれは筆者

の想像である．

  Fisherの職e De∫伽ψ助eれmmおサこあるLadyのtea testingの問題のようにrandom－

ized a11ocationだけがstochasticityを与える場合は問題ないが，ie1d observations of yie1ds

のようだ場合は。bservationsがindependent1yに抽出される訳ではたく，technica1errors e、，

．．
Ce”はM（O，σ2）からindependent1yに抽出されたものと考えるのであって，soi1errorsπの

方ではadjacentなものがhigh1y corre1atedでも良いのである．筆者はここでJoan Fisher

Boxの所論に重大な疑問を呈しておく．

  次にFisherとの間に“randomization論争”を惹起こしたW．Gosset＝Studentの1937年
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の論文を調べてみよう．

 Student（1937）のp．363；CP31，p．199の§1The Effect of Lack of Randomness on Bias

に曰く，“agricu1tura1experimentsのerrorを定めるのに用いられるana1ysisofvarianceが

StriCt1yに適用される為には次の三つの仮定がみたされねばたらない．

 （1）問題とたっているsystemがnorma1variationをもつこと．

 （2）似たもののvarianceは相等しいこと．

 （3）Samp1ing（標本抽出）はrandomでなければたらたい．’’

 これは文句のたいところである．ところでrandomsamp1ing無作為抽出ということは。bser－

vations観察値が独立ということであって，苦々が今問題にしている“randomization”とは異

なるものである．Random samp1ingはtechnica1errors eの分布に関することであり，“ran－

domization”というのはsoi1errorπのpermutation distributionの性質である．Gosset＝

Studentはこの両者を混同しているのではないかと疑われる．従って次のような発言がある．

 “（3）If，however，the samp1ing be not random，there are such possibi1ities of drawing

fa1se conc1usion that Prof．Fisher has introduced a system of arti丘。ia1randomizing to

ensure that the third condition is satisied and brands a11other systems inva1id．”I

 このステートメントは明白に誤りである．データの独立性を確保する為にrandomizeするの

ではたい．苦々はtechnica1errorseに対する仮定としてindependentnorma1theoryをpostu－

1ateして話を始めるが，それでもF＝∫宇雌の分布は赤心F一分布であり，その赤心パラメータ

は

  1
λ＝ ｹπ∬μ

であって，ブロック内の処理の順列で定まる量である．このλを確率化して，中心F一分布を得

る為にrandomizationが導入されたのであった．ここにStudentのrandomizationに対する

根本的誤解があるように思う．従って上につづく次のステートメントは混乱を極めて，その正

確た意味はつかみかねるが，誤りであるらしいことは確かである．

 “Neverthe1ess，it is possib1e，by ba1ancing sources of error which wou1d otherwise1ead

to bias，to obtain arrangements of greater precision which are neverthe1ess effective1y

random，by which I mean that the departure from randomness is on1y1iab1e to affect our

conc1usions to the same sort of extent as do departure from norma1ity or inequa玉ity of

VarianCeS．

 Lack of randomness can affect either the mean or the variance，and it is the first of these

is apt to1ead to inva1id conc1usions．．．”

 Gosset＝Studentはba1anced systematic arrangement例えばsoi1ferti1ity sIopが1inear

に近いとき，所謂sandwichABBAの如きものを好んでこれに固執するが，前に述べたが，こ

れはあまり意味がない．

 苦々のモデルの下では，ba1ancedということは処理効果τ、の推定値（1／ろ）T、または処理効

果のdifferenceτ、一τβの推定値（1／ろ）（T。一丁β）のもつbiasまたはactua1error8字のbias

（1／ろ（后一1））π∬を小さくすることだが，

      尾    18（8字）＝σ2＋Στ婁十   ∬’∬
      α一・ ろ（后一1）
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舳一σ・・（ろ．。如．1）（∠一÷π∬寺1）

から見られるようにestimated error8会のbiasが大きくたって何の利益もたくたることは

Fisherも1926年の論文で指摘しているところである．

  以上でGosset＝Studentの“Fisher－randomization”に対する誤解は解明出来たと思う．
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    A mathematica王formu1ation of the Fisher randomization of the randomized b1ock

design in the case ofmode1－based statistica1inference is given．Based on this formu1ation，

Fisher’s origina11926paper proposing the randomization is critica11y examined．The

controversy on the randomization between Student and Fisher is a1so examined．
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