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 1．はじめに

 流体と熱平衡状態にある結晶の形（結晶の熱平衡形一Equ111br1um Crysta1Shape  略

してECSと書く）は，近年統計力学の対象として広く研究されている（ECSの熱力学について

は，Cabrera（1964），LifshitzandPitaevskii（1980），Andreev（1982），RottmanandWortis

（1984a），統計力学の対象としては，Jayaprakasheta1．（1983），RottmanandWortis（1984b），

Jayaprakash and Saam（1984），Jayaprakash et a1．（1984），Akutsu，Y．and Akutsu，N．

（1986．1987），Akutsu，N．andAkutsu，Y．（1987a，1987b），Yamamoto and Izuyama（1987），

Nozi6resandGa11et（1987），Yamamotoeta1．（1988．1989），山本地（1989），Akutsuet
a1．（1988） だと）．

 結晶面がファセットと呼ばれる平らな面と曲面によって覆われている時に，多様な統計力学

的な特質が現われる．今，一つのファセットに注目しよう．そのファセットを〃平面上に置

き，原点はファセット上にあるとする（図

1）．2軸をファセット面に対して垂直にと         。

る．ファセット及びファセット近くの面は，

面の傾きベクトルで同定できる．結晶表面

の自由エネルギーは，当然傾きベクトルの

関数とたっている．この自由エネルギーの                     ツ

傾きベクトルについての解析性の観点より

たがめると，ファセット面とその周りの曲

きベクトルの変化の様子は相転移の場合の

秩序パラメータの変化に相当する．一次相          図1．

‡本稿は，統計数理研究所共同研究（1一共会一51）における発表に基づくものである．
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転移に相当する傾きベクトルが不連続的に変化する場合（sharpfacetedge）と二次相転移に

相当する連続的に変化する場合（smooth facet edge）がある．

 Smooth facet edgeの時，二次転移の臨界現象に相当するものが知られている．ファセット

近くの結晶形は，z＝z（κ，y）と書ける．原点からの距離7＝7、の所がファセット端とすると，

ファセット近くの曲面の形は，2～（7一グ。）3’2（プ＞7。）と書けることが知られている．この指数

3／2，または，曲率∂2z／∂〆～（7－7、）一1’2の指数一1／2は，smooth facet edgeの臨界現象を特

徴づけるユニヴァサノレた指数である．このような特異性はGruber－Mu11ins－Pokrovsky－

Ta1apov型の特異性と呼ばれる（Gruber and Mu11ins（1967），Pokrovsky andTa1apov（1979．

1980），Rottmanet a1．（1984））．もう一つの臨界現象を特徴づける振舞いが，結晶表面のガウ

ス曲率に現われる．ファセット端近くにおいては，ガウス曲率KはK＝（∂22／∂κ2）（∂22／∂y2）

一（∂22／∂κ∂y）2と書ける．ファセット上で0であったこの値がファセット端をまたぐと有限値

∠Kだけとぶ．適当たエネルギー及び長さの単位形をとった時のとびの値∠K＝β2／π2が

smooth facet edgeにおいてはユニヴァサルた値とたる（Yamamoto et a1．（1988．1989），

Akutsueta1．（1988），山本地（1989））．

 こうしたsmooth facet edgeにおける普遍性は，ラフた面である曲面部分の性質の普遍性の

反映である．本稿は，ラフた結晶表面の二つのモデル，TSK（Terrace－Step－Kink）モデルと

Capi11ary Waveモデルを用いてラフ界面の普遍性を調べることを目的とする．

 2．ステップ自由エネルギー

 TSK（Terrace－Step－Kink）モデル（Gruber and Mu11ins（1967））は，テラスと呼ばれる平ら

だ面を紐状の励起であるステップでつなげることによって傾いた面を描き表わそうとするもの

である（図2を見よ）．テラスという平らだ面を仮定するためには，テラスの方位の面は，フラッ

トでたければたらたし・．すたわち，TSKモデルは，ファセットの存在する温度領域で，ファセッ

トと平行た面をテラスとしてファセット近くの面（vicina1surface）を表わすのに適している．

 今考えているファセットを〃平面上に乗せそれに垂直に2軸をとると，ファセット近くで
結晶の平衡形（ECS）はる＝2（κ，y）と書ける（図1）．面の傾きベクトルはρ＝（加，加）＝（∂る／∂κ，

∂z／∂ツ）．その面の一点を考える．マクロに見るとそれは一点であるが，ミクロに見ると（ステッ

プの尺度で見ると）十分広い（熱力学極限がとれるほど広い）面であるとする．その面を〃平

f2

cl

図2．

ム、
m（C2）   m（≠1）

図3．
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面に射影した時，〃平面上で工×工の面とたっているとする．すなわち，面の面積は
工2（1＋ρ2）1’2となる．面は，その傾きρで指定できる．原子サイズよりは十分大きいが，工に

比べて十分小さいスケールzでは，ステップはこの工×工の面上を走る組とみたせる．ステッ
プの形を（m（左），広）で表わす（0≦左≦工）．ステップが二点（m（広），左），（m（〆），〆）を通る時のボ

ルツマン因子を灰（m（〆）一m（広），〆一左）で表わす（図3）．

 二点（m（L），工），（m（O），0）を結ぶステップのy軸となす角をθとおくと，

                      m（工）一m（0）
 （2．1）                        一tanθ＝

                        正

角度θをもつ一本のステップに対する分配関数は

（2．2）
・・（1）一∫虫dml≠）1（…1・m（工）云m（0））坦舳（・・1）一・（・））

のように書ける．ここで，w（m（片z）一m（〃））三反（m（才十z）一m（才），z）．新しく“化学ポテン

シャルμ”を導入すると，

（2．3）
急・（1）一∫息d今C）1（…1・m（工）云m（O））冨舳（・・1）一・（・））

   ・…［βμ工（…1・m（工）云m（O））1

  一∫真dm1庄）女ル…［1万（…1・m（工）云m（O））1

 五一’
×nW（m（〆十Z）一m（〆））eβμ工tanθeβ州エト砒（O〕）

 ポ＝O

一苦ル・舳叩舳∫虫d今立）肘（・（・・1）一・（・））

XexP［β（μ十励）（m（〆十Z）一m（〆））］］

一会多ル…（β（μ・肌…θ）ω・（μ・州

ここでβ＝1／々。T（々。はボルツマン定数），そして，

（・．・）ω・（μ）一∫虫dmlC）冗［灰（・（・・／）一・（・））…（βμ（・（用）一州））1

新しい熱力学的関数g。。、。（μ）を

（2．5）      后Br9，teP（μ）＝一   1nω1（μ）
      工

で導入すると，分配関数は，

（2．6） 幼（θ）一会多ル…1一肌ゆ（μ・洲一（μ・舳・・θ1／

と書き換えられる．化学ポテンシャルμの値は任意でよかったのだから，

 （27）

が成り立つように決めたとすると，

。。。θ＝∂・・…（μ）

     ∂μ
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名・（θ）一会か…／一β・［㎞（μ）・・』（μ）1ん一÷・熟（μ）が

   ・．・一μ…1一州・θ1／

  一…1一β・［㎞（μ）一μt・・l1／舳ん…1一β・［一÷・熟（μ）が・1／

        →exP｛一βL［9、。、P（μ）一μtanθ］｝     （工→oo）

となり，y軸方向への単位長さ当りの自由エネルギーは，

                   ！（2・9）    ム…（θ）＝疫τ1・る・（θ）一・・…（μ）一μt・・θ・

これより，ステップ張力（単位長さ当りの自由エネルギー）γ（θ）は，

 （2．10）           γ（θ）＝ノ；tep（θ）cosθ＝9step（μ）cOsθ一μsinθ．

 ステップ自由エネルギーを求めるには，g。。。。（μ）またはω。（μ）を求めればよい．そのために

転送行列法を用いる．関数ψ圭（m（c））を次で定義する．

（・．・・） 伽（・（1））一∫垣d半）冗舳（・・1）一・（・））・舳舌舳）

ψ1・・とψ1との間には次の関係があることが解る．

（・．・・） 伽・舳十1））一∫dm1才）舳（1・1）一・（1））・舳以上州）伽（・（1））

ちたみに，ω1は

（・。・・）    ω・（μ）一∫d半）ψ1（・（工））

と書ける．

 次のようだ固有値問題を考える．

（・．・・）   ∫牛附一・）・1州φリ（・）一・凶（・）

ここで，e・≧l e・1≧l e・1≧l e・1≧…．この固有値問題の最大固有値e・を用いてω。は，

 （2．15）               ω1→C（e1）工μ    （工→∞）

と書ける．ここで，Cは正の定数．ω。を求めるためには，最大固有値e、を求めればよいこと

が解る．（2．14）は，フーリエ級数展開

                       z
（2・16）    W（・L・）・舳’■砒）＝τ牡（后；βμ）・舳L”）

を用いると簡単に解け，λ（尾；βμ）が固有値で，それは，

（・…）  〃，βμ）一∫dチ肌）・物ピ伽・λ（βμ1・）

と書ける．固有関数は，
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であることが解る．ここで，尾：2〃／工（ソ＝O，±1，±2，．．．，工／2Z）．不等式

（2．19） 1〃，βμ）1－1∫半舳）・物ゼ物1・∫dチ肌）・m1ゼ物1

     一∫午舳）・1・一λ（・；βμ）

が成り立つことより，最大固有値e、は，

（2．20）
・・一λ（・，βμ）一∫d戸舳）・lm一λ（βμ）

となり，ω。，g．t．pはそれぞれ，

 （2．21）                   ω、（μ）＝Cレし（0；βμ）］工μ：C［λ（βμ）］工μ

                  々・T  ．  后・τ 一 （222）              g、。、p（μ）＝一     1n／L（O，βμ）＝一     1n／L（βμ）
                   z          z

となる．化学ポテンシャルμを決定する式（2．7）は，

（223）      。、。θ一ユ4（βμ）
                       zλ（βμ）

と書き直すことができる．ツ軸方向の単位長さ当りのスナッブ自由エネノレギー及びステップ張

力は，それぞれ

                    尾BT
（224）   ム…（θ）：一T11λ（o・β！）■！t11θ

                  々Br （225）                 γ（θ）＝一     cosθ1nλ（0，βμ）一μs1nθ
                   z

となる．

 3．TSK（Term㏄一Step－Kink）モデルによる表面自由エネルギーの導出

 Vicina1surfaceは重なることのできないm本のステップによって記述されると考える．m

は，面の傾きによって決定される．この章では，ファセット近くの傾きρの面（ViCina1SurfaCe）

の表面自由エネルギーを，前章で導出したステップ張力γ（θ）を用いた形で導き出す．Vicina1

surfaceは結晶表面のうち加＜0の領域を調べるとする．この時κ軸の正の方向に見て下がる

ステップ，すたわち，右下がりのステップ（図2）のみ考えればよいことが解る（Yamamotoet

a1．（1988））．2軸方向の長さの単位をステップの高さが1とたるよう定める．m本のステップ

が，工×工平面上を走っているとする．ノ番目のステップの形を（m5（広），左）で示す．κ軸方向の

ステップ密度はρ＝m／工．m本のステップのツ軸となす角の平均をθとおくと，

                     1nmゴ（工）一m5（0）
 （3．1）          一tanθ＝一Σ
                     m5－1   工

このθを用いて面の傾きベクトルρ＝（加，カツ）は，1ρ1＝ρ／COSθ＝力，加＝一力CoSθ，加＝
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一力Sinθと書ける．煎章で導入したステップに対するボルツマン因子Wを用いるとmステッ

プ系の分配関数は

（・・） ・（力，θ）一∫姑dml（左）1（t・・1・÷貞吻（工）云吻（0））

               五一正 n
              Xnπ〃7（m5（〆十Z）一mゴ（〆））
               ポ＝05＝1

と書ける．ここで，積分領域Dに対する条件は，m、（彦）＜m。（C）＜…＜m。（云）で，これはステッ

プの非交差条件のため課せられたものである．対称性を考慮すると分配関数は，

（・・）・・（力，1）一＾、、≠吻、、加dml（広）1（t・・1・÷㌢（工）云吻（0））

            正一正 n
            ×n■w（mゴ（〆十z）一mj（〆））
            ポ＝05二1

と書き直せる．

 前章と同様に“化学ポテンシャルμ”を導入する．分配関数は，

（・・）・（力，1）一＾、榊士、軸dml（C）δ（t・・1・÷貞肌）云吻（O））

          正一一 n
         ×nnw（mゴ（〆十z）一mゴ（〆））
          圭』05三1

         ・…／βμ・小・・1・ね吻（工）云吻（0）ll

        一ま，五、、，、、、、，帥dml（広）缶ル

         ・…1肋（…1・÷貞吻（工）云吻（O））／加舳用）一州・））

         ・…！βμ・工［t・・1・ね吻（工）云吻（0）l／

        一鵜ル舳・舳他（μ・m）

と書き換えられる．ここで，

（…）・（μ）一工、圭、≠舳、城dml（左）加［～（・・1）一物（・））・舳・舳1

関数g（μ）を

                        1
（3・5）      ・（μ）＝■后・Tア1・ρ（μ）

・で定義すると

（・⑥   ・（力，θ）一鵜μゼ榊・・舳州

と書ける．前章で用いたのと同様の鞍部点法を用いて熱力学的極限をとると



Rough Surfaceの二つのモデルと結晶の熱平衡形 191

 （3．7）                  Z（力，θ）一→Ce■βL2I9（μ〕一μρtanθ］

となる．ここで，Cは正定数であり，任意に定められるμは，

 （3．8）                     g’（μ）一ρtanθ＝0

を満たすようにとるとする．

 これより，単位射影面積当りの表面自由エネルギー！（力，θ）は，

 （3．9）        ！（力，θ）＝一尾BT1im r21n Z（力，θ）＝9（μ）一μρtanθ

                   工→oo

となる．

 g（μ）を，転送行列法を用いて求める．ψ。（｛m5（c）｝）を次で定義する．

（3．10）
ψせ（／州／）一工、士、≠、、迂、巾d午）帥r肌（・・／）一物（・））

×eβ舳｛用）一鮒）］］

これより，9（μ）は

（3．11）
・（μ）一ムに、≠の、、貞呼）仇（／吻（工）／）

となる．ψ。。エとψ。との間には

（・1・） 伽・‘（／舳・1）／）一ム、舳，耳dml（C）写［肌（川）一物（1））

                 ×eβμ【吻（‘十エ）一ω（‘）］］ψ。（｛m5（左）｝）

の関係があることより，ρ（μ）を求めるためには固有値問題

（3．13）
ム≠吻耳dチΨ（・1一刎）・舳一一）1・レ（1物1）一肌（／・l／）

の最大固有値亙、（亙。≧1亙。1≧1亙。1≧…）が解ればよいことが解る．すなわち

 （3．14）                      g（μ）＝C（亙1）工μ

と書ける．ここで，Cは正定数．（3．13）中の非交差条件m洋mゴは，固有関数のレに完全反対称

のもの（すたわち，フェルミオン状態のもの）をえらべば自動的に満たされるから，固有関数の

関数空間をフエルミオン状態に限る．そして，第二量子化表示で，（3．13）を書き直すと，

 （3．13）’        T1五レ，m〉＝五レ1万レ，m＞

となる．ここで，転送行列丁は，一体の波動関数が（2．18）式で示すφみのフェルミオンの生成

消滅演算子α麦，肌と前章で定義したノ1を用いて

 （3．15）                        T＝■［λ（々；βμ）］α宝伽

                     尾

と書ける．また，状態1五レ，m〉はフェルミオン数がm個の状態空間に限定している．

 （3．13）’の最大固有値及び固有関数は簡単に求まり，
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                      后F （3．16）                         五、＝ π ノ⊥（后；βμ）

                     冶＝一加
                       尾F （3．17）                    1亙1，m〉＝ ■ α蓑，vac〉．

                      后＝一価

ここで，1VaC〉はフェルミオンが一つも存在しない状態を示し，

                   αゐl vac〉＝O

である．また，加：πρ．Vicina1surfaceすなわちρ≒0の時，ρの値の小さた部分のみ必要だ

から，g（μ）をρで展開すると

（・．・・） 6（μ）一一店…一・1・・（μ）一一1・・古1・亙・

           一ガ2姜、フニ舳舳，βμ）㌻1（μ）1・・（μ）1・

ここで，

                 后。T  ．  后・T 一（l11）   1（！）＝1I1λ（1・l！）：■T11λ（β！）

（ふ・・） 1（！）一一平青［舳（柑餅1…一（∂λ（告（総■寸1

（2．20）式を用いるとろ（μ）は，

（…） 1（！）一平等［協一（今1鉗1一一紅（1）

と書き換えられる．

 次に（3．8）式を満足するようにμを決定する．μをρの関数と考え展開し，ρの低次な項の

み求めればよいから

 （3．22）                  μ＝μ（ρ）＝μ（o〕十μ（1）ρ十μ（2）ρ2

とおく．μ（0），μ（I），μ（2）は（3．8）式の両辺をρで展開した時，各係数が両辺で一致することより

求まる．すたわち，

 （3．23a）                      〆（μ（o））＝tanθ

 （3．2言b）                           μ（1〕＝O

 （言．23・）       ろ’（μ（o））十α”（μ（o〕）μ（2）＝0．

（3．21）と（3．23b）より，

（3。。）     μ（・〕一一が（μ（o〕）一π2
                      α”（μ（o）） 6β2．

よって，表面自由エネルギーは，

 （3．25）                 ！（力，θ）＝9（μ）Iμρtanθ

                 ＝［0（μ（O〕）一μ（O〕tanθ］ρ十ろ（μ（O〕）ρ3

と展開できる．ρの一次，三次の係数は次のように論じることでγ（θ）で書ける．まず，μ（O）を
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決定する式（3．23a）を書き換えると

（326）      ta、θ一ユ4（βμ（o））
                       Z ノ⊥（βμ（O））’

この式と（2．24）式より

（…）   α（μω）一μ㈹t・・1一五瞼（1）一鵜

まだる（μ（O〕）は，

                 π2 1  dθ
（3・28）   ろ（μ（o〕）＝■6β・c．sθψ

                π2 1        1
               6β2cosθ ！ζ。、P（θ）cosθ一2！二。、P（θ）sinθ

                π2 1    1
               6β2cos3θ γ”（θ）十〆（θ）’

ρ＝力CoSθであることを用いて，

                        π2   1
（3・29）    ！（力・θ）＝γ（θ）力十6β・γ・（θ）。γ（θ）が

と書ける．
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 4．TSKモデルによるRoug止Surfa㏄の解析

 ファセット近くの曲面，すたわち，力＞Oの面がroughsurfaceに相当する．Roughsurface

の自由エネルギーが（3．18）式のように書けることは，結晶の熱平衡形（ECS）に重要な影響を

与える．

 ECS尾＝る（κ，y）は，表面自由エネルギーより次のようにして導出できることが知られてい
る．

 （4．1）         z（κ，ツ）＝！（一λκ，一ル）／λ

ここで，

 （4．2）    ！（ηπ，ηツ）＝min［！（ρ）一ηψジηツカツ］＝min［（α（ηツ）十ηκ）ρ十ろ（ηツ）ρ3］．

              ρ                      ρ

また，λは結晶の大きさを決めるしagrange multip1ierで，！（力，θ）＝！（ρ）と書いた．以下，λ

＝1とたるようなエネルギー単位をとる．
 （4．1）， （4．2）より，

（・・）朴
h3，3あ（≒）、し一沁）∴1ニニニ）

ここで，ファセット端κ！は，

 （4．4）           κ！（ツ）＝α（一ツ）
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で求まる．（4．3）のファセット端におけるGruber－Mu11ins－Pokrovsky－Ta1apov型の振舞い

は，表面自由エネルギー！の展開が，力の一乗の次に三乗が現われることに起因する．ファセッ

ト近くでのガウス曲率Kは，

（4．5） ・一一 Uろ（と、）等ツ）一〃 （κ→κプ）．

この，universa1Gaussian一㎝rvaturejumpの生じる理由は，ステップ張力γ（θ）のみで書かれ

ている力の一乗と三乗の係数関係のuniVerSa1ityにある．

 次に転送行列の最大固有状態が自由フェルミオン状態（3，17）であることを用いて，工x工の

面内の高さの差の揺らぎを求めてみる．κ軸方向についてRだけ離れた二点について求める
と，

（4．6）
・（・）≡／且；・1［買舳α（κ・）121風；・・

   一［／凪；・1買舳α（・）1風；・／ト・l1・・
（R→∞）

 （4．7）                        ε＝1／4π2．

ここで，α＊（κ），α（κ）は，点κにおけるフェルミオンの生成消減演算子．（4．6）式より，高さの

差の揺．らぎは，沢→∞で，対数的に発散することが解る．係数εは，capi11arywaveモデルと

関連づけて考えると重要な意味があることが解る．このことは，次章でふれる．

5．Capi11ary Waveモデル

 ラフ界面のモデルとして，最初，液体一液体または気体一液体界面モデルとして考案された

Capi11ary Wave（CW）モデルがある（Bu丘et a1．（1965））．CWモデルは，平均としての界面

からの揺らぎを記述するモデルである．工’×L’の平均界面上の点（κ、，κ。）における界面の平均

面から垂直た方位へのずれを乃（κ、，κ。）と書く．平均面からずれることによるエネルギー増加

は，長波長極限では，∂ゐ／∂灼（ノ＝1，2）の二次形式にたっていると考えられる．また，気体一液

体界面は方位依存性がたいので，平均面からのずれのハミルトニアンHは，

（5．1） H一
?求E岬（1ん／∂κ・γ

と書いてよい．ここで，γ’は界面張力である．

流体一結晶のラフ界面に対しても同様たモデルを考える（Weeks（1977），Akutsu，N．and

Ak｛tsu，Y．（1987a））．ただし，界面の揺らぎの異方性に注意する必要がある．結晶表面の曲面

部分の面で，傾きベクトルρの面を考える．この面を〃平面へ射影した工×工面上の座標（κ、，

κ。）で面上の点を指定する．その点での〃平面から測った面の高さをん（κ、，κ。）と書く．CWモ

デルのハミルトニアンは，

（5．2） 凪・一夫ル岬ん（ρ）（∂肱）（∂ん舳

ここで，んはsurface stiffnessと呼ばれる量で，表面自由エネノレギー！より，



（5．3）

Rough Surfaceの二つのモデルと結晶の熱平衡形

ん（ρ）一船着3
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で求まると考えられている．ここで，傾きをρ＝（ル，加）＝（力。，力。）と書いた．流体一結晶界面の

異方性はんの異方性を通して考慮されている．

 Surface stiffnessんは（4．2）式を用いることでECSz（κ，ツ）と

 （5．4）                      Σ］カ島K幻＝一δ〃

                   尾

と関連づけることができる．ここで，

 （5．5）          兄ゴ＝∂22／∂7｛∂75．

ただし，（7、，プ。）＝（κ，y）．ファセット端近くでは，ガウス曲率Kは，K＝det（κ3）たので，

 （5．6）                             K＝［det（カゴ）］L1．

 H．wから，面の高さの差の揺らぎは簡単に求まる．（4．6）式と同じ意味の高さの差の揺らぎは，

 （5．7）    G（R（κ、，κ。））＝＜（乃（κ、，κ。）一あ（0，O）一＜乃（κ、，欠。）一ん（O，0）〉）2〉

と書くことができる．ここで，平均＜・〉はH．wについての熱平均を示し，児（κ。，κ。）は原点（O，O）

と点（κ。，κ。）との距離を示す．（5．7）式は簡単に求まり（Akutsu et a1．（1989）），R→∞で，

 （5．8）                        G＝（ノ～）→ 4εcw1n児．

ここで，係数εCWは，

（・・）   1・・一々麦チ［・・t（ん）1一・ρ一笠K・ρ

最右辺への変形では，（5．6）式を用いた．（5．8），（5．9）は，CWモデルの詳細（すたわち，んの

形）によらたい普遍な関係である．（4．7）式と（5．9）式が同じ値でたければたらたいという要請を

課すと，

 （5．10）                         K（刀）＝π2／β2

となる（Saam（1989），Akutsu et a1．（ユ989））．右辺の値は，universa工Gaussian－curvature

jump（4．5）の値で一定である．左辺の曲率は一般には面の傾きρによって変化する．この矛盾

の原因として，①TSKモデルで記述できるラフ界面はファセットのごく近傍のみ（無限小の

面の傾き：1ρ1＝力→0）の時であって，有限な面の傾きでは正しくたい．②cwの表式（5．2）

は無限小の傾きの時のみ成り立つ．力が有隈の時，（5．2）のようだ二次形式では流体一結晶界面

は表記できたいか，または，係数んは表面自由エネルギー！と（5．3）式のような関係はもたな

い，の二つをあげることができる．前述の矛盾の理由が①または②，もしくは，①②の両方

のいずれにあるのか現在では不明であるが，ファセット端近くの面（力→O）では，（5．10）式に

矛盾はない．ラフた結晶表面の普遍た性質として，ファセット端近くの面では面上の二点間の

高さの差の揺らぎの漸近形：

 （5．11）                         G（R）→ π一21n R

を入れることができる．
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 6． ま と め

 流体と熱平衡状態にある結晶の表面（流体と結晶の界面）は，適当た温度領域では，ファセッ

トと呼ばれる平らだ面と曲面より形成される．ファセットをたす面は揺らぎが小さくフラット

た面であるのに対して，曲面は揺らぎが大変大きいラフた界面であると考えられている．この

ラフである曲面部分のうちファセット近くの曲面をTSK（Terrace－Step－Kink）モデルと呼ば

れるモデルで記述した．TSKモデルでは，テラスと呼ばれるファセットに平行た面をそれに垂

直たステップと呼ばれる紐状励起によって接続して面を傾け，同時にステップの熱揺らぎで面

のラフさを記述している．スナッブは，結晶の対象性を反映した励起エネルギーの方位依存性

をもつ組とみたすことができる．TSKモデルでは，傾いた面，すたわちラフた結晶表面は，互

いに重なることのできたい紐状励起の集合とみたすことができる．このシステムの自由エネル

ギーが結晶の曲面部分の表面自由エネルギーとなる．表面自由エネルギーは結晶の熱平衡形に

直接関係するので，TSKモデルで記述したラフ界面の性質は結晶の平衡形に反映される．よっ

て，ファセット端近くの平衡形に注目して，それをTSKモデルを用いて解析した．加えて，も

う一つのラフた界面のモデルであるCapi11aryWave（CW）モデルとの対比を行うことにより，

面の揺らきについての普遍た性質を得た．

 TSKモデルの解析を，まず，一本のステップがある二点を通るボルツマン因子と，ステップ

張力との関係を導くことより始めた．次に，これらのステップの集合体であるラフた面を論じ

た．面の傾きは，ステップの密度とその走る方向によって決定される．〃平面を，そのうえに

今注目するファセットが乗るようにとり，ファセットの中心に原点をとり，ファセットに垂直

にz軸をとる．ツ軸とステップの平均として走る方向とのたす角をθとすると，単位射影面積

当りの表面自由エネルギーは，

                       π2   1
（6・1）    ！（カ・θ）＝γ（θ）力十6β・γ・（θ）十γ（θ）が

と書くことができる．ここで，面の傾きρはρ＝（加，加）＝（∂Z／∂κ，∂Z／∂ツ）＝（一力CoSθ，

一力Sinθ）（ここで，ファセット近くの結晶の熱平衡形をZ＝Z（κ，y）と書いた．また，力＝1ρ1），

γ（θ）は，θ方向に走っているステップの張力．

 結晶の熱平衡形は，（6．1）式より簡単に導き出すことができ，エネルギーの単位を適当にえら

ぶと，

（・・）伽
¥3［3ろ（≒）、｝∴二7）

と書くことができる．ただし，κ≧Oの領域のみ示した．ファセット端の形は，κ＝κプ（ツ）で示さ

れる．ここで，κ！（y）＝α（一ツ）及ひろ（一y）は，ろテップ張力γ（θ）より得られる関数で，

                        2
（・・）     1（一ツ）一一藷・α”（一・）

の関係が成り立っている．（6．2）式で示される結晶の平衡形の特徴は，結晶表面の曲面部分から

平らだファセットに近づく近づき方がz～（κ一桁）3’2というGruber－Mu11ins－Pokrovsky－

Ta1apov（GMPT）タイプの特異性をもつことと，曲面のガウス曲率Kがファセット端で



（6．4）
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・一一 Bろ（と、）等y）一〃 （κ→κ・）．
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という普遍的なとび（universa1Gaussian－curvature jump）を示すことにあることを示した．

 結晶表面自由エネルギー（6．1）は，転送行列法を用いて統計力学的に導出した．この方法で

は，ステップは，一次元空間中の粒子とみなせる．また，ステップが互いに重ならたいことに

より，この粒子はフェルミオンとみたせばよいことが解る．また，互いに重ならたいことのみ

を考慮していることより，フェルミオン間に相互作用は存在したい．つまり，ステップ系の統

計力学は一次元自由フェルミオン系の固有値問題とたることを示した．ステップ系，すたわち，

TSKモデルで記述したラフ界面が一次元自由フェルミオンと等価であることが，GMPTタイ

プの特異性及び普遍的たガウス曲率のとびの本質である．

 自由フェルミオン系であるので，転送行列の最大固有値を与える固有状態はフェルミオンが

波数加まで詰まっている状態である．ここで，波数加はステップ密度ρを用いて加＝πρと

書くことができる．このことを用いて，ある傾きの結晶面のκ方向にRだけ離れている二点の

高さの差の揺らぎG（沢）が，

 （6．5）                G（児）→ π一21nR      （R→co）

という漸近形をもつことを示した．

高さの差の揺らぎはCWモデルを用いても計算でき，R→∞で，

（6．6）
G（R）→后・TK・／・1．R

     π

とたる．ここで，KはCWモデルで記述している面の存在している点での結晶熱平衡形のガウ

ス曲率である．TSKモデルとCWモデルは，ラフ界面を記述する方法として全く違う立場にあ

りたがら，揺らぎに対しては同じ漸近形をもつことが解った．（6．6）に加えてガウス曲率のとび

（6．4）を考慮すると，ファセット近傍の面（面の傾き→0）では高さの差の揺らぎが普遍的に（6．5）

とたることが解った．

 面の傾きが有限である時，（6．5）式と（6．6）式は両立したい．この原因を探ることは今後に残さ

れた問題であり，ラフた結晶表面についてのより深い理解につながると思われる．

この研究は科学研究費（No．63740203，No．01740194）の援助を受けてたされたものである．
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Two Models for Rough Surface（Terrace－Step－Kink Mode1and Capi11ary Wave Mode1）

                        and the Equi1ibrium Crysta1Shapes

                               Takao Yamamoto

                     （Facu1ty of Genera1Studies，Gunma University）

       Yasuhiro Akutsu

（Facu1ty of Science，Osaka University）

               Noriko Akutsu

（Facu1ty of Engineering，Yokohama Nationa1University）

   One of the most interesting and characteristic features ofthe equi1ibrium crysta1shape

（ECS）appears when the crysta1surface consists of f1at p1anes（ca11ed facets）and curved

portions．The facet edge has been studied．Two types of facet edges，smooth facet edge

and sharp facet edge，are present．At the smooth（sharp）facet edge，the surface gradient

comects contimous1y（discontimous1y）．Near the smooth facet edge，the ECS proi1e

behaves just as the critica1behavior of the second order phase transition． Theoretica11y，

two universa1properties（Gruber－Mu11ins－Pokrovsky－Ta1apov behavior and the universa1

Gaussian－curvature jump）are found．The two universa1behaviors are derived from the

properties of rough surface．The rough surface properties are investigated by means of

the two characteristic rough surface mode1－the terrace－step－kink mode1and the capi11ary

wave mode1．
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