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 1．はじめに

 液体中に浮遊する花粉粒子が不規則な揺動を示す現象は先駆的研究者の名を冠してブラウン

運動と呼ばれている．花粉粒子の巨視的た運動と液体分子の微視的た作用が共に関与するこの

現象は確率過程の典型例を与える点と，巨視的現象を通して微視的た世界の情報を探る手がか

りをもたらす点で，数学的にも物理学的にも重要な研究対象である．しかも，このブラウン運

動は花粉の泳動にとどまらず通信機における出力の乱変動や波浪を受ける船体の振動だと物

理，工学上の広汎な分野にしばしば現われる基礎的た現象であり，実用上も理論上も興味と重

要性とを併せ備えている．

 ブラウン運動の最も基本的た問題は，対象粒子の運動の確率的記述をもとに，その統計量，例

えば平均速度や速度の相関関数などを流体が粒子に及ぼす低抗力と揺動力の強さに関するパラ

メターによって表現することである．花粉粒子に関する通常のブラウン運動では，低抗力が粒

子の速度に比例するから，粒子の運動方程式は極めて簡単な確率微分方程式  Langevm方

程式  であって，その解の統計的性質が詳しく調べられており，確率密度関数や相関関数の

解析的表現も得られている．この場合は確率密度関数を支配するFokker－P1anck方程式が連

続関数を係数とする偏微分方程式どたり，その解を容易に見出せるという事情に基づく．より

複雑たブラウン運動，例えば粒子の受ける抵抗が速度の非線形連続関数とたる場合や不規則外

力が正規白色過程から外れ，自己相関を伴う非正規過程とたる場合については，現在精力的に

研究が行われており，分散や相関関数を精密に表現する方法（Bixon and Zwanzig（1971），

Kitahara et a1．（1979），Va1sakumar（1985））が開発されている．

 しかし，低抗力を表す関数が速度の不連続関数である場合は，簡明適切た解析法が未だ報告

されていたい．例えばブラウン粒子に作用する抵抗Rがその速度mの正負によって異なり，

              沢一／㌶ニニ1（ろ、め

たる形をとる場合，速度mの平均と分散は低抗係数仏ろの関数として容易に求まるものの，相

関関数については具体的表現が得られていないのである．

 通常，相関関数だと多時刻統計量の算出には，遷移確率による方法，またはモーメント法が

用いられる．遷移確率の方法ではLangevi耳方程式に対応するFokker－P1anck方程式の非定

常解として遷移確率を求め，これを積分して例えば相関関数を計算する．しかしこのFokker－

P1anck方程式中に不連続関数が係数として含まれるときは独立変数の正負各領域で適合条件

を考慮しつつ固有関数を求め，さらにその重畳を図るという煩雑た操作を必要とするので，本
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問題には適用困難である．制御理論においてはBang－Bangsewoの動作特性に関しR＝osgn m

（m≠O），R＝0（m＝O）たる場合を考察して相関関数の固有関数展開を与えた例（Wishner

                           a児（1960），Soong（1973））があるが，抵抗Rでなく低抗係数  の不連続性は取り上げられて                           am

いたい（区間的に線形なフィルター、による正規過程の変換も調べられている（Stratonovich

（1963））が，このフィルターは微分過程セはたく単なる代数関数である）．一方，モーメント法

は求める統計量を支配する方程式をLangevin方程式から導き，これを解く方法である．しかし

Langevin方程式が非線形の場合はその方程式に別種の統計量が出現し，この新たな統計量を

定めるためにまた別の統計量を必要とするから，閉じた方程式系を見出し得たいという欠点を

持つ．

 このように，ブラウン運動に関する多時刻統計量の正確た表式を得ることは，低抗係数に不

連続性がある場合，従来のFokker－P1anck方程式を介する方法やモーメント法では困難であ

る．そこで一般には不連続関数を連続関数で近似する等価線形法（Budgor et a1．（1976））に訴

えているのが実状であるが，結果の精度に関して明確な評価ができない．本論の目的は特性汎

関数を導入して多時刻統計量を系統的に処理し得る新たた定式化を行い，具体的に相関関数を

求めることにある．

 いわゆる特性関数はある特定の時刻における確率密度関数のFourier変換に過ぎないが，．特

性汎関数は時間軸全体を一括して取り扱う’もので；多時刻統計量の母関数である．従って，無限

個の方程式を取り扱わねばたらぬモーメント法と異なり，特性汎関数による方法では一個の汎

関数方程式を扱えばよい．乱流理論では既に特性汎関数が導入されている（MoninandYag1om
（1967））が，確率微分方程式論においては未だ特性汎関数による定式化を見ない．それは，

Fokker－P1anck方程式と遷移確率によって原理的には全ての問題を扱い得るので，汎関数微

分方程式の取扱いを要求する特性汎関数の利用に至らたかったためと思われる．

 特性汎関数を支配する汎関数微分方程式を書き下すとき，不完全特性汎関数と本論で名付け

る新たな汎関数が現われる．不完全特性汎関数の出現は低抗係数の不連続性を反映しており，

これを特性汎関数に結び付ける擬射影子の導入は本解析法の欠きた特徴をたす．次の第2章で

はFokker－P1anck方程式とその解によって定常時の平均と分散を求め，第3章では，擬射影子

の表現と特性汎関数の方程式を導く．続く第4章においては相関関数を求める過程を述べる．

擬射影子の存在のため特性汎関数方程式の厳密解は見出！し難いので，特性汎関数のモデル表現

に基づき相関関数の近似表式を求める．その近似の精度を物理的な仮定によって評価すると共

に，等価線形法およびシミュレーションの結果と比較する．特性汎関数や汎関数微分の定義に

現われる諸関数については，それらの定義および関連公式が満足される程度に充分良い性質を

具備しているものとして，物理的た解釈を交えつつ論を進める．

 2．Lamgevim方程式と1時刻統計量

 2－1不連続抵抗係数を持つブラウン粒子のL㎜gevin方程式

 本論で考慮するのは非線形確率微分方程式

               ∂m   m＋lml
              T＋α・十β2＝・（1）

に従う確率過程m（左）（q≦彦＜oo）の統計的性質である．ここに云は時間，α，βは実数（α＞0，

β≧O），m（云）は分散σ2を持つ正規白色過程（Gaussian white process）とする；
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                 〈n（左）〉＝O
 （2．1）

                 〈m（左）m（8）〉＝σ2δ（才一5）

但し，＜…〉は期待値を，δ（・）はデルタ関数を表す．階段関数

                γ（κ）一／1 二1

を用いれば上記方程式は次の形をとる；

                ∂m（22）      ∂C＋（α十βγ［・（1）］）・＝・（1）

 この方程式は変数mをブラウン粒子の速度，m（≠）を周囲の媒質から受ける揺動力とみなせ

ば，初期値m l。一。と揺動力m（彦），≠≧0が与えられたときブラウン粒子の運動m（才），広＞Oを記

述するしangevin方程式に他たらない．このとき沢＝（α十βγ［m（C）］）mは，速度mで動く粒子

                   aR         aR
に作用する抵抗であり，従って低抗係数は  ＝α十β（m＞O），  ＝α（m≦0）の如くm＝O
                   am         am

で不連続に変化する．この方程式は低抗係数に異方性を有するブラウン運動の極めて簡単な一

例を与えているわけである．

 Langevin方程式（2．2）に従って変動する変数m（広）は時間Cをバラメターとする確率変数で

あり，物理的数学的興味の主たる部分は先ず。を固定したときのm（云）の平均および分散，さら

に確率分布であり，次いで2時刻ち∫における相関関数である．前者即ち1時刻統計量につい

て本章2，3節で触れ，相関関数など多時刻統計量の取扱いについては後の章に述べる．

2．2確率密度，平均および分散

 時刻云における速度mの確率密度関数

             ！（o，左）ao＝Pr｛o≦m（左）＜o＋ao｝

は揺動力m（広）の正規白色性により，いわゆるFokker－P1anck方程式

（2．3）

∂ゾ（f左）一［∂る（α・舳）・・言（∂舳（・，1）

を満たし（混同の恐れのたい限り，∫の引数にもmを用いる），その定常解は無限遠消失！＝0

（m→∞）の境界条件のもとでは

 （2．4）         ！＝加■舳英一州舳芒1〕

⑫・ @（汁（㌻
となる．この密度は2種の正規分布のm≦Oの側とm＞0の側をm＝0で繋いだ形をしており，

その平均，絶対値の平均，および分散は次のように計算される；
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                ／・／一手（舳）（・・）

（λ・）   ／l・l／一篶1幸雲

                〈。・〉＝σ三十σ三

                   σα十σう’

 2．3特性関数と不完全特性関数

 特性関数は確率密度関数！（m，広）のFourier変換であるから！と同様の情報を持つと共に，

モーメント群の母関数の役を果たす．これをΨと記せば

（・．・）   Ψ一ψ（ψ，1）一／・榊／一∫二・吻！（・，1）・・

である．ここにψは実数をとる試験パラメター，クは虚数単位である；ク2＝一1．速度のm次

モーメントは試験関数ψによる微分で与えられる；

            ・…一（、島）m｝・・一町1，…・

定常状態では式（2．4）の確率密度∫によって（2．7）の積分を実行し

（・・）舳）一∴［叱一・（ωψ））・舳・仇（÷・M（ωψ））・舳1

を得る．ここに

               舳）一法r・一帥・／

は誤差関数である．

 次に不完全特性関数と名付ける新たた関数を導入する；

（・・）   哲（ψ，1）一・γ（・）・m／－r州・，1）・・

不完全特性関数餌は＜γ（m）mm〉の母関数であり，従って絶対値モーメントは次のように表さ

れる；

       ／l・・l／一・（，島）m重1同一（、島）m列同・・一1，乳・…

Fourier逆変換によって！をΨで表し，積分公式

（・…）    r・柵一女・πδ（φ）

を用いればΨとΨを結ぶ関係式を得る；

（…）  哲（ψ，1）一∫1［2、、（1．ψ）・÷δ（φ一ψ）1州）・φ

定常状態では，餌の表現（2．8）と上式（または∫の表現（2．4）と（2．9））により
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哲一、島（÷・舳ψ））・（舳

と表すことができる．

 以上は確率密度関数アを既知としてΨおよびΨを求めたのであったが，アに依らずにこれ

らを求める手段が存する．正規過程m（・）の集合とインデックスωの集合を対応させ，その集

合上の確率分布をρ（ω）とし，m（・）＝m（・，ω）のもとに生ずる過程をm（・，ω）と記せば

Ψ（ψ，1）一五、・舳・ρ（ω）

と書かれ，従ってLangevin方程式より

（2．12） 手一1ψ∫∂m法ω）・舳・1（ω）

  一1ψ∫卜α・（1，ω）一βγ［・（1，ω）1・（1，ω）・・（1，ω）1・舳〕・ρ（ω）

  一1ψ（一αか一β却）十（1ψ戸Ψ

を得る．ここで正規過程m（・）の汎関数K（m（・））に関するNovikovの公式（Novikov（1964），

Monin and Yag1om（1967））

（・・1・）  ・・（1）・（・（・））／一∫。。／・（1）・（1）／／δ隻ε）…

                          δm（云） 1
およびm（・）の白色性，さらにLangevm方程式に基づくδm（彦）＝丁を用いた．不完全特性関

数餌の時間微分に関しても同様に

（・…） 繁一1ψ∫卜（α・β）・（1，ω）・・（1，ω）1γ［・（1，ω）1・舳・ρ（ω）

          一1ψ卜（α・β）か1・古・（w¢・÷棚

とたる． ここに右辺第3項は
a
 γ（κ）＝δ（κ）に由来し，P。はΨの積分で与えられる；
励

片一／δ（・）州一夫∫二Ψ（ψ，1）・ψ・

自明の境界条件

 （2．15）

を補えば，方程式系（2．12），

の内容を持つ．

      Ψ（ψ，左）1ψ＿o＝1

（2．14）は確率密度関数！に対するFokker－P1anck方程式と同等

3．特性汎関数と不完全特性汎関数

3．1多時刻統計量の取扱い

前章に述べたのは確率過程mの或る1時刻に関する統計量であった．本章では多時刻に亘る
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統計量を取り扱う．多時刻統計量として最も基本的な2時刻ち∫間の相関関数

 （3．1）       ん（左，8）＝〈m（去）m（8）〉一〈m（左）〉＜m（s）〉

を例に採ると，これを求める通常の方法は遷移確率密度

 （3．2）             〃（切1oo8）＝Pr｛〃≦m（左）＜o＋ao l m（∫）＝oo｝

による表式

／・（1）・（・）／一ル・（・ll㈹）州・・，・）…

を用いるものである．遷移確率密度〃は初期条件〃（〃左1o．8）＝δ（o－o。）のもとにFokker－

P1anck方程式の非定常解として定まるから，同方程式の固有関数系を見出し，初期条件と境界

条件を満たすよう重ね合わせによって解を構成することが一般に行われる．しかし第1章で触

れたように今の場合低抗係数の不連続性によりFokker－P1anck方程式（2．3）が独立変数の正負

各領域で異なる形を持つので，非定常解を見出す作業は煩填をきわめる．

 また，モーメント法（Soong（1973））の多時刻化として，相関関数が満たす方程式

       ∂ （3．3）     一＜m（才）m（8）〉十α〈m（左）m（∫）〉十β＜γ［m（左）］m（広）m（8）＞＝〈m（左）m（∫）〉

       ∂才

の利用が考えられる．しかし左辺第3項に見るように新たた未知量を含み，この量についての

方程式を作ればさらに新たた未知統計量を含む．かくして閉じることのたい方程式の連鎖が生

ずる．これは非線形の確率微分方程式や乱流の方程式に共通の事情であり，方程式系を閉鎖す

る種々の方法がそれぞれの分野で提案されているが，不連続関数の存在に伴う困難の処理には

不適と考えられる．そこで，特性汎関数および不完全特性汎関数を導入して，多時刻統計量を

系統的に処理する方法を以下に述べる．

3．2特性汎関数と不完全特性汎関数

 本節ではm（左）をO≦C＜・・上に定義された一般の確率過程とし，過程m（・）に関する特性汎

関数を次のように与える；

 （3．4）          0＝の（ψ（・））≡＜e舳〉、

ここにg（広）（O≦左）は実数値をとる試験関数で，g．mは内積

…一
茶ﾕ（1）・（1）a・

を，＜…〉は過程m（・）の集合上の確率密度汎関数

         F（o（・））δo（・）＝Pr｛o（彦）≦m（左）＜o（才）十δo（広），C≧O｝

による期待値

／…／一
ﾜ，…・（・（・））1㍗（・）

を意味する．特性汎関数0は第2章の特性関数砂の一般化にあたり，試験関数ψによる汎関

数微分を
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と記せば

一 匁沙二㌦舳
が成立する．即ちのは多時刻モーメントの母関数の役を担う．

 次に不完全特性関数Ψの多時刻化として不完全特性汎関数のを定義する；

 （3．6）        のFの士（9（・））≡〈γ［m（左）］e榊〉．

このの。は時刻。に依存するg（・）の汎関数であって，不完全モーメントの母関数である；

               ルの心一。＝〈γ［m（才）1m（≠）〉
 （3．7）              ＿
               ルD，0一ψ一。＝〈γ［m（左）1m（C）m（5）〉．

明らかにのは過程m（・）の統計に関し確率密度汎関数Fと同等の情報を有するが，のは部分

的情報を持つに過ぎたい．のとの。の関係を明らかにするために次の定義と定理を掲げる．

定義．試験関数ψの汎関数Z＝Z（g（・））に作用し時刻左に依存する積分演算子ρを次のよ

うに定める．

（3．8）
州・一∫1「。、、（φと、（彦））・÷1（φ一州）1・φ・（・（・））

但し 〆（・）＝ψ（・）十（φ一g（才））δ（・一左）である．

定義．汎関数λ＝λ（m（・））および時刻左に依存する汎関数B＝B（左；m（・））から構成され

るρの汎関数∬＝∬（g）が

                H＝〈λ（m）〆舳（1；・）伽〉

の形を持つとき，“特性汎関数類に属する”という．

定理．特性汎関数類に属する汎関数Hに対し次式が成り立つ．

（3．9）    〃）H－／γ［帥；。）1λ（。）、圭「舳η舳／

証．演算子ρの定義と公式（2．10）とにより

州・一／∫1「去r・一舳）叫（・）・仏〕舳・φ・

とたるが，ここで
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一1（φ一州）・・∫〆（・）・（1；・）・・

     一1φ（帥；・）1）・舳・・（・寸（洲一州（1－1））・（1；・）・・）

と置けば

州H一中（帥；・）一・）λ（・）・舳・C・・／

＝＜γ［3（左；m）1λ（m）e州舳；・）十C〉

：＜γ［帥；m）1λ（。）、オ「舳ψ〉
Q．E．D．

 特性汎関数類のHに対してはγ（B）γ（B）＝γ（B）ゆえ

 （3．10）         ρ（左）ρ（C）H＝ρ（左）H

である．この意味により以下ρを擬射影子と呼ぶ．異なる時刻に対する擬射影子〃（〃）は互いに

可換であり，また微分演算子Dとも可換である，

      ρ（玄）ρ（、）H＝ρ（。）刀（宕）H＝〈γ［舳；m）1γ［3（。；m）1、’「舳（ψ〉

        〃）D，H＝D、〃）H＝〈γ［舳；。）1B（。；m）、’「舳舳〉．

 また，実数ξ≧1をバラメターとする汎関数

                ∬、（9）＝＜。伽舳一1I・（・〕』〕d・＞

はρに直交する；

（3．11）   州∬、＝／γ［。（左）一ξ1。（左）l1。仏）（出一州・／－O．

さて，特性汎関数は明らかに特性汎関数類に属するから（λ（m）＝1，B（左；m）＝m（才））

 （3．12）        ρ（広）の＝＜γ［m（広）］e榊〉＝¢舌

である．即ち特性汎関数にρを作用させれば不完全特性汎関数が得られる．この関係は1時刻

の特性関数と不完全特性関数の関係（2．11）に対応しており，ρは特性汎関数からその部分情報

を抽出する役を果している．絶対値を含む各種の汎関数もこの両者で表現でき，例えば次のよ

うな関係が成り立っ；

 （3．13）       くlm（彦）le卯・”〉＝（2ρ（C）一1）D。Φ．

過程m（・）が平均〈m〉＝Oの定常な正規過程であれば，特性汎関数と不完全特性汎関数を具体

的に表現できる．即ち相関関数をん（広，8）とすると

（3．14）      の、。、、、、一。去∬舳・舳舳i・・

であり，（3．8）の積分を実行して（Appendix A参照）

（3．15） δ一I一（去・・（r舳ゆ（1）・・））～…
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が得られる．ここに

（3．16）       尾（広，・）＝舳，∫）／而

である．

 3．3特性汎関数の方程式             1

 Langevin方程式（2．2）にe舳を乗じて期待値をとれば，特性汎関数0の時問的振舞いを律

する関係式

（音・α）〃・舳一小・（・）・（1，1）み

が得られる．右辺は〈m（左）e舳〉をNovikovの式（2．13）によって変形したものであり，

                           δm（広）
（317）    G（彦，・）＝G（広・1・ψ（’））＝〈δ。（、）・w〉

は時刻8に作用した外力m（8）が時刻Cのmに及ぼす影響を表すいわゆる単位応答関数に対応

                                ＿δm（彦） ∂
するので，以下応答汎関数と呼ぶ．再ぴLa㎎evm方程式により，α圭ザδm（5）は亙α圭。十（α

十βγ［m（才）］）”、＝δ（6一∫）を満たすから

（景・α）・（1，・）・βδ（1，・）一δト・）の

とたる． ここに

（・1・）  δ（い）・／γ［・（1）11髪11；州一州・（い）

である．以上をまとめれば特性汎関数と応答汎関数を支配する“の・G方程式”が得られる；

（…）   （岳・α・舳））〃一・∫。O洲・（・，1）・・

（…）   （岳・α・舳）・（1，・）一δト・）・・

 この方程式に付すべき境界条件は

               0（9）＝1   （9（・）＝0）

               o（9）＝ψ（ψ，才）  （ψ（・）＝ψδ（・山6））

               G（広，8）＝O  （C＜8）
 （3．21）

                   1
               G（玄，8）＝一の   （左＝s）
                   2

               G（玄，∫）＝O  （ト13→○・）

である．第2式はのど1時刻特性関数Ψとの適合条件である．第3式は因果律を表し，第4式
 δm（広）  1                                 、           。
はδm（C）＝Tに由来する．第5式は無隈の過去に加えられた外力が現在に影響を及ぼさぬとい

う物理的要請に基づく．

 モーメント法によれば相関関数を求めるには＜γ［m（云）］m（広）m（∫）〉を初めとする無限箇の多
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時刻モーメントの方程式を書き出し，それを全て同時に解く必要があるのに対し，特性汎関数

のを利用すればの・G方程式（3．19），（3．20）のみを解いてのを求めれば足りることが削る．

 間ここで（3．19）に現われるρ（広）D〃＝＜γ［m（左）］m（広）e舳〉が満たす方程式を記しておく．

              ∂mLangevin方程式（2．2）によってTをm（広）とm（広）で表し，〈γ［m（左）］m（玄）e榊＞にNovikov

の公式（2．13）を適用すれば

      ∂
（3・22）万州”

       一一（α・β）州〃・等・δ［・（1）1州・小・（・）州・（・，1）・・

を得る．上式右辺第2項は

（3．23）
／δ［・（1）1・榊・一／去∫1・φ・1州・榊／一夫∫二・φの（ψ（・）・φδ（・一1））

により，特性汎関数のを与えれば計算できる．

4．特性汎関数と相関関数の表現

4．1特性汎関数の表現

 特性汎関数0をgの関数として具体的に表現できれば多時刻モーメントをはじめ確率過程

m（・）に関するほとんどの性質が明らかにたる．しかし汎関数微分方程式の一般的解法が確立

していないので前節に導いた⑫・G方程式を解き⑫を完全に定めることは困難である．最も

基本的な解法はのをgのべきで展開し，その係数（一般に時間の関数）を同方程式から決める

ことであるが，擬射影子ρの存在により低次の係数と高次の係数が相互に絡み合うため，単純

たべき級数展開では係数を決める閉じた方程式が得られない．そこで本論では，ρ（広）の，

D壬ρ（左）②の低べき項が正しく表現されるようのに特殊のモデル表現を与え，最も基本的た多

時刻統計量である相関関数の近似表現をの・G方程式から求めることとする．

 先ずの・G方程式の構造に留意し，任意のたOについてρ（〃）に直交する汎関数軌（ψ）と

狭い意味でρ（才）の作用に不変た汎関数¢・（g）の和としてのを表す；

 （4．1）            0＝α軌十ωB

（4．2）

｛ ρ（左）0λ＝O

ρ（C）の3＝のB＋0（ψ）

 D〃（彦）¢B＝D一ρB＋0（92）．

ここにα，ろは後に定める定数である．このようた軌，0。の一つの表式を得るため汎関数

（4．3）

のん一、加州舳舳．

一のダ9伽舳舳み

を導入する．の。，0。。はそれぞれ相関関数一んλ（彦，∫），伽（左，8）を持ち平均零の正規過程の特性

汎関数に他たらない（式（3．14）参照）．これらの過程の確率分布による期待値を＜＞λ，く〉孕と

表記し，実数列｛γ。，ξ、，δ、，η。｝（ξ、≧1，η。≧1，n＝1，2，．．．）によって
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                o、＝Σγ、＜e｛∫伊（∫〕｛州一舳（∫〕一〕6・＞、

                   〃 （4．4）

                の、一の、。一Σδ、＜、j∫舳｛∫〕一州〕6・〉、

                      η

と置けば，（3．11）により和の各項はρに直交するから

（・・）   二㍑二二（左）伽／1・・

が成立している．要請（4．2）を考慮しム＝のrρ（左）の・のg依存性を調べると

            1
       ∠7’19二〇＝一一Σ］δ、
            2

159

阯1ψ一一（ザΣδ・1・）／l・（1）l／・

・皿1ψ一・一一（ザΣδη1・）／・（1）・（・）／・・Σδ・l／l・（1）・（・）l／・

とたっているから

                          1
 （4．6）     ．    Σδ。＝1， Σδ。ηη＝一  Σδ。η婁＝0
                          2’

を課すと，の。に対する要請は満たされ，

（…）  の・一／・舳／・・÷r1・（・）／l・（・）1・舳／・・…（・・）

             一［÷・去r舳）舳1・・（・・）1・助

の形とたる．

                （后、（オ，8）＝ん、（広，∫）／／雨下）

ことで式（3．12）～（3．15）を用いてある．因みに

州・月一州の助一「÷・去r1州州・1・・（・・）1の恥

によりのBは（4．2）を確かに満足することが削る．軌についても制約条件

                          1
 （4．8）          Σγ。＝1， Σγηξ、＝一  Σγηξ婁＝0
                          2’

を課せば次の表現を得る；

（…）  ・1一÷／・舳／ザ÷rl・（1）・1・（1）1・舳／1・・（・・）

             一［÷一六r舳，1）舳…（・・）1軌

                     （后、（左，∫）＝ゐ、（広，∫）／／而）．

特性汎関数0に対する以上の設定によってρの，D〃（左）のをgの1次まで正確に評価でき

る．またのλ，の。の展開式（4．7），（4．9）に見る通り，0におけるgの2次以下の項は2関数〃（広，

s）と伽（左，8）（および定数α，ろ）のみに依存することが削る．
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 応答汎関数Gについても

 （4．10）        G（広，8）＝αGλ（広，8）十ろG。（左，8）

            Gλ（広，∫）＝9λ（c，∫）のλ， （；lB（広，8）＝98（c，∫）のB

と置く．ここでGはψによらぬ項を正しく決めることとし，gλ（c，∫），g。（彦，∫）は左とsのみの

関数とする．

 4．2相関関数の表現

 前節に述べたのおよびGの表現によって，の・G方程式はそのg＝0，1次の項に関して擬

射影子ρを含まぬ形とたる；

α（景・α）肌・1（景・α・β）・・の・一・r洲舳，1）十制，1））・1

  α（景・α）舳，、・）・1（岳・α・β）帥，・）一δ（h）（αの1・舳

第1の方程式の各項はωまたはの。のいずれか一方に関係している．そこでαα（左，g）

十ろC。（広，ψ）＝0なる汎関数Cλ，C。を導入してのλに由来する項はαに等しく，の。に由来す

る項はC。に等しいと置き，方程式の分割を図る．第2の式もαル十ω。＝Oなる汎関数山，
D。によって分割する．次に各汎関数方程式をgで展開し，O，1次の項のみ考慮すると，ん、（玄，

∫），加（玄，∫），gλ（左，s）およびg。（左，8）に関する4組の微分方程式とたる（Appendix B参照）．

但し・展開α（1，・）一α（1）・∫匝舳舳糾…において・州（一一老・1（1，1））一

。定数，と設定した．これは，刀〃（Z）のの方程式（3．22）とDψ（広）の＝ω圭ρ（左）の。＝ω〃。

十0（ψ3）の関係から判るように，

 （4．11）                      〈δ［m（広）］m（8）〉＝const．

たる近似を行ったことにたる（本来この量は関係式（3．23）を適用して，のから求めるべきであ

るが，今の場合のにおげるgの高次項が確定していたいので，（3．23）を使えない）．この近似

の影響については後述する．境界条件（3．21）と応じてこの微分方程式の解を求め，さらに定数

仏ろおよびの・G方程式の分割に際して導入した諸係数を定めれば次の結果に達する．

（4．12）

（4．13）

（4．14）

   （三）一ω隼仇（：1）

｛ んλ（玄，∫）＝σ肥e一α一‘I8一十Q。

 加（才，8）＝σ芸PBe’（α十舳一8一十QB

肘／ヂ
肘／芦∴）

（2）一（i二三1111）・

左＞8

才＝8

才＜8

才＞s

才＝8

才＜∫

（ε1）一2（亨（†ll）
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かくして相関関数ゐ（6，∫）の近似表現ゐ・・（玄，∫）が

 （4．15）      ゐ。。（才，3）…〈m（才）m（8）〉一〈m（広）〉＜勿（8）〉

                  ＝D”、の1ψ一rハの1伊一。D、の1。一。

                  ＝6σ婁e’α■｛一8I＋ろσ婁e’（α十β〕If■s一

（1ジイ1∵ll；）

と求められる．同時に

                                 1
     〈γ［・（1）1・（1）・（∫）／－D・D・州¢11一・一肌〃・1件・一丁ろ舳・∫）

／・（1）・（・）／一・／蝪／一・（1ψ（1，1）・1晩（・，1））

により，上記表式ん。。（C，∫）は〈m（広）m（∫）＞（3．3）の方程式を満たしていること，また物理的に

当然期待される関係

／γ［州・（1）・（1）／→／γ［・（1）1・（1）／／・（・）／一〈m 嘯P〉／・／（ll－ll→∞）

が成り立つことも確かめられる．上述の解法はLangevin方程式の非線形性に伴って現われた
ρのを低次のgについて正しく評価しているが，〈δ［m（左）］m（s）〉につい七近似（4，11）を行って

いる．この〈δ［m（左）］m（∫）〉に関する方程式をLangevin方程式から導き，さらに遷移確率〃（m，

チlm。，8）1”一”。一。は玄＞8で単調に減少するとの仮定を置けば，真の解乃（左，∫）との差が

1（叶加（叶ﾍ∵∵1：ll：：二卜
                  （・一・（α，β）一÷1享姜；σ1）

となることを示し得るから，この近似の誤差はβ（≠一8）の大小にかかわらず充分に小さいとみ

たせる（Appendix C参照）．

4．3等価線形法，およびシミュレーション結果との比較

 非線形のLangevin方程式の厳密な取扱いは一般に困難なため，実用上は種々の近似的解析

法が提案されている．その中で代表的なものが等価線形法であり，その適用に際しては対象に

より若干の差異はあるが本論の問題に即して述べれば次のようにたる．先ずLangevin方程式

（2．2）における低抗力の項（α十βγ（m））mを線形表現で置き替えた

                 ∂m
                 一十γ（m一π）＝m（C）
                 ∂左

を考える．この方程式が記述する確率過程は定常状態において確率密度

            ん（・）一点・→（㌣（σ島一芸）
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を持つ正規過程である．次に，真の過程とこの代替過程における低抗力の差の二乗期待値

     〈（α十βγ（m））m一γ（m一π）2〉eq

      ＝（α一γ）2σ妻9＋α2勿2＋β［（2α十β）（（σ姜q＋π2）P＋σ、9nQ）一2γσ三qP］

                ・一÷・M（卦  Q一ふ・→（丹

が最小とたるように定数γ，nを定める．但しその期待値は代替過程の確率密度！、。によって

計算するξいうのが等価線形法の骨子である．低抗係数α，βの数種の値に対し，数値的最小

化によりγ，πを求めて計算した相関関数

                ゐ、。（云，8）＝σ姜。e一γ，圭一8■

を，表式（4．15）による結果と共に図1（a）～（e）に示す．同図中にはシミュレーションによる

結果も併せて表示した．このシミュレーションは時間軸を〃＝グ1／M，M＝100の幅で刻み，

各点で正規乱数を与えた後Rmge－Kutta法によってLangevin方程式を積分し，時間平均を

とったものである．不連続性が消滅する場合（β＝O）は本論も等価線形法も一致し共に厳密で

あるが，図1（a）に示すようにシミュレーションとは僅かの隔たりが見られる．これはシミュ

レーションの精度があまり高くないことによる．不連続性の増加（β→大）に伴い等価線形法は

シミュ．レーショソと大なる差異を示すが，本結果は常にほとんど一致し，シミュレーションの

誤差の範囲にとどまっている．

 5．終わりに

 不連続た低抗係数を持つブラウン粒子の統計的性質，特に相関関数を明らかにするため，非

線形のLangevin方程式から出発し，特性汎関数，不完全特性汎関数，およびその両者を結ぶ擬

射影子による理論を以上4章に亘り展開した．特性汎関数は多時刻モーメントの母関数であり，

第3章に導いた汎関数方程式は無限箇のモーメント方程式群に相当する．従って非線形確率微

分方程式に対して統計量決定のための閉じた方程式系を導くことができないというモーメント

法の弱点が除かれたことにたる．

 また，Fokker－P1anck方程式の固有関数によって遷移確率と相関関数の級数表現を与える通

常の方法は，Langevin方程式に不連続関数が含まれるため適用し難いが，本論では擬射影子を

導入して不連続性の影響を考慮し，相関関数の近似表現を固有関数展開によらずに求めた．以
上の点から，本論の解析法は確率微分方程式の不連結性と非線形性に伴う困難め一部を克服し

たものと考えられる．

 今後取り組むべき課題は，先ずの・G方程式の完全な解を見出すことである．本論では単に

相関関数の決定に必要た範囲に限って特性汎関数を定めたに過ぎたい．汎関数方程式論の発展

によっての・G方程式の厳密解を求め，特性汎関数の全容を明らかにすることが望まれる．次

の課題は履歴現象への応用である．変圧器の電圧電流特性や粘弾性物質の変形は系の状態変数

の変化速度の正負により方程式の型が異なるが，その簡単た場合は不導続低抗係数を持つ2次

元のLangevin方程式とたるから本解析法の応用が期待できる．

 最後に，確率微分方程式の取扱いについて懇切にご教示下さった東京工業大学の志賀徳造先

生に御礼申し上げる．
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ゐ（≠，∫）／σ書

1．0

0．8

0，6・、。

0．4  ＼

O．2    ＼

0．O
  O

1     2     3     4
            α1ト∫1
（b） （α，β，σ）＝（2，1，2）

ん（ナ，∫）／σ書

1．O

O．8

0．6

0．4＼

0．2  ＼

0．0

 0

㌧

ゐ（c，s）／σ書

1．0

0．8

0，6

0．4、。

0．2  ＼

0．0

1     2     3

（d） （α，β，σ）：（2，5，2）

図1．

  4
αト∫1

1     2     3     4

            αト∫1
（c）（α，β，σ）＝（2，2，2）

相関関数々（才，s）の計算結果 ○：シミ ュレーション

 1     2     3

  （・）（α，庄σ）＝（2，10，2）

，一一 @等価線形法，一：本論．

  4
αレー∫1
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                  Appendix A

正規過程の不完全特性汎関数の表現

 正規過程の特性汎関数の＝の、。㎜、1（3，！4）に関し

                  のFρ（左）の

を求める．時間軸左≧OをO≦オ、＜C。く…〈才。（広r広ゴー1＝∠）と分割し〃（・）および乃（・，・）の

離散表現

        9戸ρ（広5）， 伽＝伽＝舳｛，広ゴ）， タ，ブ：1，2，．．．，m

を与え

                            1          の＝1imΦ、， の、＝φ、（9，9、…¢、）≡e万嚢ω伽”

            n→oo

を仮定す1・固定！出に対！・・／二．1；：1置1

             Σ］万5㌶9知9茎∠一2＝o2（ゴφ）2＋2ろタφ十〇2

              （外（鷲篶ブ）

とすれば

ムー∫1φ等舳舳1）一・m∫φ空、、・舳州

一・舳帥舳Dサ・州舳・”舳

一〆榊（舌・伽）一舳・（亭乃〃仮）

         （÷・舳一事（今昔）1・F亭捺ψ1）

となる．そこでm→∞，∠→Oとすれば

・・一一・か州㌦・（∫倫古舳）

従って（3．12）から

一  1   1
の＝  ∫十一の
  2πグ  2

を得る．これは（3．15）に他ならない．
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ApPendix E

相関関数の表現

特性汎関数¢と応答汎関数Gの表式（4．1），

より，0・G方程式は次の形を持つ；

（B．ユ）

（分

（4．10），およびの，0。に課した条件（4．2）に

｛

L（の，G）…αL＋此月＝0

〃（の，G）三〃λ十〃。＝O

（岳・α）肌

（景・α・β）肌

（音十α）・λ（1，・）のλ

（音・α・β）・州の・

一加（∫）9λ（∫，1）ω・

一加（∫）・・（∫，〃）o・a∫

一δ（左一8）のλ

一δ（c一∫）¢B

ここで

 （B．2）          α0λ（ψ）十ろ0B（g）＝0，   αDλ（ψ）十ろ。08（g）＝0

たる汎関数Cλ～D。を導入し，原方程式を軌，Φ。の各々にのみ関与する項に分割する；

              L－C戸0，    工。一C。＝O
 （B．3）
              〃λ一δ（C－8）jつλ＝0，  MB一δ（C－8）ノ）B＝O．

次に

工1一
i舳）・r舳，・）1・（・）・1・・（ψ・））のん

工・一
i蜘・r舳，1）1・（・）ゐ・・（・・））の北

と展開し（肌～D。についても同様），係数C左，C差はト∫によらぬ定数とする．相関関数々を

定めるには工＝Oについて工。と工Iの項を，〃＝Oについては〃。の項を扱えば充分であるこ

とに留意すると，（B．3）は次の方程式系に帰着する；

（B，4）

（B．5）

（B．6）

（B．7）

（B．8）

（B．9）

    Hl一（音・α）（一六州））一α一・

   H1一（岳・α・β）（・去舳，1））一・1一・

  生α一÷（音・α）舳，・）一音σ・・州一α一・

工1一・1一夫（岳・α・β）舳，・）一÷σ…（・，1）一・1一・

炸δト1）・1一（音・α）・1（1，・）一δト・）（…1）一・

鵬一δト・）・1一（音・α・β）・・！l，・）一δト・）（…1）一・．
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先ず（B．8），（B．9）の両氏を条件gλ（云，∫）＝g。（C，8）＝0，C＜8（境界条件（3．21）による）のもと

に解けば

             肘／11丁ザl11

             肘／ザズ∵ll

とたる．これを（B．6），（B．7）に代入すれば，定常過程の要請（ゐλ（広，∫），加（〃，∫）は1C一∫1の

関数）から

            んλ（左，8）＝σ三（1＋一D身）e一α一士一8I＋2C三／α

            んB（広，∫）＝σ婁（1＋。D2）e一（α十β〕If’8I＋2C差／（α十β）

たる表式を得る．

 定数α，ろとα～挑は次のように決まる．

                   ∂     ∂
 （a） （B．4），（B．5）から（定常ゆえ一尾λ（C，C）＝一々。（左，左）＝0である）
                   ∂左     ∂広

              1            1
          C2＝一   α后λ（広，広），   C9＝    （α十β）々B（広，広）
             恢         研
 （b） （3．21）サこより

                           1  1
            の1ψ一F側・一・十肌1作・一ア十サー1

 （c） （B．2）カミら

           αC皇十ろC9＝一αα后λ（広，C）十ろ（α十β）后8（左，広）＝O

 （d）1時刻統計量の表式（2．6）と〈m（云）〉＝D舌¢1四一。とから

／・／一一 ﾈ（㈹）一1（一仏（1，1））・法舳）

（。）＜。・〉＝D，01軍、。1と土り

／・・／一 ﾑ一方舳，1）・÷舳，1）一士α舳）・・去舳，1）・

以上5式から

（三）一、子仇（二：）・ （lllllll：）一（1：）

 （f） 相関関数

（・二・・）一．  乍（1・1）一D〃11一・一〃11一・D・の」・一・

                  一ユ、ん、（1，。）十ユ6ん、（1，。）一く。〉・

                   2      2

に対する物理的要請ん（左，8）→O（1ト81→∞）とαC圭十ろC芸＝0から
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（え）一㌣（ll：）

（9） さらに

后貧（才，広）＝乃λ（C，C）＝σ三（1＋jワ身）十2C三／α

后芸（広，左）＝乃8（広，6）＝σ婁（1＋D隻）十2C芸／（α十β）

によって

（21）一2（ωテ仇）（lll：）

を得る．以上で全ての係数が定まった．
ん。。（広，∫）の表式（4．！5）を得る．

これをgλ～伽の式に代入し（B．10）を用いれば

                   ApPendix C

 近似表現の精度

 遷移確率の時間変化に関する若干の仮定のもとに，相関関数Z（C）＝ゐ（広，O）＝〈m（C）m（O）〉

一〈m＞2の上下隈を求め，近似表現（4．15）の精度を評価する．以下C＞0とし，

      Zλ（才）＝＜（1一γ［m（広）1）m（広）m（O）〉， Z。（左）＝＜γ［m（C）］m（左）m（0）〉

と記す．特性汎関数のの方程式（3．19）とD〃（左）⑫＝〈γ『m（左）］m（広）e榊〉の方程式（3，22）を

9（O）で微分した後9＝0と置き，G（O，左）＝0（3．21）に注意すればZλ，Z。を定める式は

                  〃λ     σ2 （C1）                     ＝一αム（広）一  ツ（6）
                  a左       2

                 aZ。        σ2
（C・2）      ar’（α十β）Z・（1）十2州

と書かれる．ここに

 （C．3）                   y（才）＝〈δ［m（広）］m（0）〉

である．定常確率密度！（2．4）によって，初期値Zλ（0），Z。（O）を計算し，（C．1），（C．2）の解を

求めると，相関関数は次のように表される；

 （C．4）              Z（彦）＝Zλ（云）十ZB（彦）一＜m＞2

                 ＝λe一αf＋肋一（α十β）L〈m〉2＋R（才）．

ここに

                  3                 3
                  σα           σあ              λ＝        B＝
                 σα十σ6，        σα十σあ

（α・）   帥）一一打・1（・一一一・一舳）〃一1）

である．4．2節で述べたように関数y（広）を厳密に定めることは困難なので，以下ツ（左）の上下限
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を調べる．1次元Langevin方程式に対して詳細釣合y（広）＝〈m（C）δ［m（0）］〉が成り立つことに

留意すると，Langevin方程式とNovikovの公式（2．13）から次の方程式が得られる；

音一一α州一β州

               aκ        σ2
              7＝■（α十β）州十万川・

ここに

       κ（広）：くγ［m（左）］m（C）δ［m（O）］〉，    z（左）＝〈δ［m（左）］δ［m（O）］＞

である．初期条件κ（O）＝ツ（0）＝0のもとに解けば

（α・）   州一打・1・州㌃（1－1）・・

（α・）    州一一小1・一州一1）・・

を得る．

 さて，遷移確率m（m左100）＝m（州m。∫）1”。一、一。は左＝0で原点に集中した初期分布δ（m）を持

つカ㍉この分布は∫二〃am一・を満たしつつチ〉・でm≠・に拡散し，定常確率密度！（m）に漸近

する．そこで州一州・・）！（・）は時間1と共に単調に減少し，州一r・・（m1・・）舳単

調に増加すると仮定する．即ち

                          2   1
             2（左）≧z。。＝〈δ（m）＞2＝！（O）2＝一
                          π（σα十σb）2
 （C．8）                     。
                           2  σb             κ（c）≦κ。。＝〈γ（m）m〉〈δ（m）〉＝一
                           π（σ0＋σ6）2’

このとき第1の仮定とκ（左）の表式（C．6）から

（・・）   κ（1）・釘が・1〕㌦一州一・一・）

となり，（C．7），（C．8）および（C．9）によってy（オ）の限界は

                ymi。（C）≦ツ（C）≦ツm。。（C）

       y．i、（左）＝ツ。。（1－e一αf），y。、。（左）＝ツ。。十2。。（σ三e’αLσ書e一（α十β）‘）

と与えられる．ここに

                           2σα一σわ          yo。＝〈m〉＜δ（m）〉＝一z。。（σ喜一σ芸）＝一一
                           πσα十σo

である．従って関数亙（左）についても

                Rmi、（C）≦R（広）≦児m。。（C）



不連続低抗係数をもつブラウン運動の特性汎関数による解析 169

     沢㎜i。（彦）＝〈m〉2（1－e一刎）十ルσ芸（e一αLe一（α十β）f）

          十尾。。σ婁［（σ三十σ姜）（e■αf（1一β彦）一e一（α十β）f）十σ婁β左（e一α竜一e’｛α十β）f）］

     Rmax（左）＝〈m＞2（1－e■α‘）十ツ的σ芸βCe一α士

を得る．一方，4．2節に求めた近似表現（4．15）を机。（左，0）＝Z。。（左）と記せば

      Z。。（C）＝λゼ刎十Be一（α十β）L〈m〉2＋〈m〉2（1－e■α‘）十y。。σ書（e’αLe一（α十β）f）

と書き換えられるから（この表現は，（C）＝価としてR（6）を算出した結果と一致する），（C．4）

と比較すれば真の形との差Z（サ）一Z・・（広）について次の評価を得る；

                ∠。i。（C）季Z（左）一Z・・（広）≦∠m。（広）

      ∠mi、（C）＝z。。σ姜［（σ三十σ葦）（e一αf（1一β左）一e■（α十β）壬）十σ芸β云（e■αf－e’（α十β）f）］

      ∠7max（C）＝一ツ。。（e’α童（1一βオ）一e一（α十β〕亡）．

特にβcが大，または小たる場合は

 （C．10），

 （C．11）

となる．但し

∠、（左）。Z（彦）一／、P（広）。∠、（彦）十。。。σ1（β広）3
A一・ ﾀ広《！

                   6

∠工（左）≦Z（C）一ZAP（左）≦∠工（C）十z。。σ芸β彦e一α‘     β左》1

〃）一刈（苧」雫戸）・…｝呼〆

∠し（≠）＝y。。σ婁β左e一α‘

である．
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Brownian Motion with a Discrete Drag Coe箭。ient and Its Ana五ysis

            in Terms of Characteristic Functiona1s

                     Takashi Okasaki

             （The Institute of Statistica1Mathematics）

   A functiona1formaIism is presented conceming with the stochastic process of a

Brownian partic1e whose drag coe価。ient varies discrete1y depending on whether its

ve1ocity is positive or not． The non1inear feature of the Langevin equation describing the

stochastic process makes it di舐。u1t to app1y the conventiona1Fokker－P1anck equation

approach to the determination of mu1ti－time statistics incIuding the ve1ocity corre1ation

function．

   To hand1e this situation，a new approach is deve1oped in terms of two functiona1s and

of a pseudo－projection operator．The characteristic functiona1（CHFL）is de丘ned，as a

genera1ization of ordinary characteristic functions，to be a generator of mu1ti－time

moment fmctions．The other fmctiona1，the incomp1ete characteristic functiona1

（ICHFL）is de丘ned simi1ar1y to CHFL，except that it depends on time as we11；it bears

information about statistics of partic1e ve1ocities of positive va1ues a1one as far as that

particu1ar time is concerned．The pseudo－projection operatorρis devised to project

CHFL onto ICHFL．

   Novikov’s formu1a（which eva1uates averages of Gaussian－process－dependent fmc－

tiona1s）a11ows one to derive from the Langevin equation a set of functionaI differentia1

equations governing CHFL，ICHFL and yet another functiona1（IRFL）re1ated with unit

impuIses of the driving noise process（assumed to be a Gaussian white process）．Sup－

p1emented with appropriate bomdary conditions and compatibi1ity conditions and with the

deining expression for the operatorρ，this set of functiona1equations determine comp1ete－

1y the CHFL，and hence，mu1ti－time statistics．

   Setting CHFL to be a1inear combination of two auxi1iary fmctiona1s of deinite

structure，one perpendicu1ar to刀，and the other invariant（in a restricted sense）underρ，

one can reduce the functiona1di丘erentia1equations to a set of ordinary differentia1

equations．’ ` so1ution to these equations is found to fix the自rst few terms in the test－

function－expansion of CHFL and of IRFL，and thereby to yie1d an approximate expression

for the ve1ocity corre1ation function．Numerica1simu1ation is performedto compare with

the corre1ation function thus obtained．The present resu1t agrees with simu1ated ones

precise1y，in contrast with the poor agreement disp1ayed by that of statistica11inearization

techniques．

Key words：Langevin equation，projection operator，functional differentia1equation，correlation
function．．


