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 1．はじめに

 ブラウン運動を初めとして，雑音の混入する電気回路や波浪を受けて動揺する船体など理工

学上の多くの分野で確率過程の研究が行われている．確率微分方程式で記述される過程の統計

的性質の探求に際し，Fokker－Planck方程式は不可欠の役割を果している．それは確率過程に

。とって基本的に重要た確率密度を決定する能力を有しているからである．

 このFokker－P1anck方程式が正しい内容をもつのは，目的とする確率過程の変数と，この過

程に加わる外乱（外的揺動力，nOiSe）を同等に考慮するときに限られる．目的変数の過程と外

乱の過程とを併せ，合成系として捉えるならば，Fokker－p1anck方程式は両者の結合確率密度

を正確に決定する．しかし通常は目的変数のみに関するFokker－p1anck方程式を扱うことが

多い．この場合，外乱の分散または自己相関関数の積分値がFokker－P1anck方程式に関与す

るだけであるから，外乱の情報は部分的に取り込まれるに過ぎず，外乱が無相関の白色過程で

あっても相関をもつ有色過程であってもその差異は検出されたい．目的変数のみに関する

Fokker－P1anck方程式は対象とする過程の確率密度を簡便に決定する代わり，目的変数と外

乱との相互作用を正確に記述せず，外乱の特性を充分に反映しない恐れがある．

 それでは，目的変数の確率密度だけを未知数として含み，且つ外乱の特性を充分に取り入れ

た一般的たFokker－P1anck方程式は導けたいであろうか．本論の目的はここにある．即ち，

目的変数および外乱を併せた全系に対するFokker－P1anck方程式から目的変数のみに関する

確率密度を正しく定めるL般化Fokker－P1anck（GFP）方程式”を導くことである．この課

題は任意の外乱に対して厳密に成り立つことを求める点ではFokker－P1anck方程式の一般化

であり，目的変数と外乱の合成系から目的変数だけの記述にまとめる点ではFokker－P1anck

方程式の縮約であり，あるいはまた外乱の情報を1個の方程式に組み込む点では確率過程の統

合であると言うこともできる．

 方程式の縮約については既に統計力学において種々の方法が開発されている．分子や原子な

ど多数の微視的要素から成る物質の巨視的性質を見出す作業は，多数の微視的変数に関する方

程式系を密度や速度だと少数の巨視的変数の方程式に縮約することに他だらたい．本論では統

計力学の射影子法（Grabert（1982））を適用し，目的変数および外乱を微視的変数にたぞらえ，

巨視的変数として改めて目的変数を選んでこの縮約を行い，目的変数の確率密度を支配する

GFP方程式を求める．

 射影子法は，巨視的変数の時間発展式に現れる微視量を巨視的変数の空間に写して，巨視的

変数のみで閉じた方程式を見出す手段である．この点に関して本論は統計力学と同じ立場であ

る．但し，統計力学における微視的変数はHami1tOnianをもち，従ってその確率密度を支配す
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るLiouvi11e作用素は1階の微分演算子のごとき作用をたすに対し，Fokker－P1anck作用素は

2階の微分演算子を含むため統計力学の射影子法をそのままの形式で踏襲することはできた

い．また，統計力学では全系の平衡確率分布を既知として射影子を構成するが，確率過程の問

題にあっては平衡分布すたわち定常確率分布こそ見出すべき量である．そこで本論では射影子

の構成と理論の展開に独特の工夫を行う．

 まず第2章では目的変数と外乱の時間発展を記述する確率微分方程式から出発し，射影子の

導入を経てGFP方程式の導出に至る過程を述べる．続く第3章でこの方程式に対する近似表

現の達成ト鯨れる．GFP方程式は確かに目的変数の確率密度を厳密に決定するが，形式的た作

用素で書かれた方程式のため実用に困難を呈する恐れがある．そこで外乱と目的変数との相互

作用に関する展開を行って実用に供し得る程度の複雑さをもつ方程式に書き替え，簡単なモデ

ルによりその妥当性を確認する．

 尚，外乱と目的変数との接触は相乗的でたく付加的とする．付加的であれば，外乱は目的変

数の過程に非線形的に加わってよい．また，記述の簡明を図るため目的変数，外乱ともそれぞ

れ1変数とする．

 2．一般化FOkker－P1amk（GFP）方程式の導出、

 2．1結合確率密度のFokker－P1㎝ck方程式と位相関数の期待値

 不規則外乱Wの影響を受けつつ発展する確率過程ひ（玄）（広≧O）を考える．この過程は微分

方程式

 （2．1）               σ＝〃（ひ）十m（W）

                ，，          a
で記述されるものとする．ここに“・は時間左による微分一を意味し，M（σ）はこの過程の
                          励

基本的構造を，m（W）は外乱Wの作用を表す．外乱は付加的に作用するものとし，mはσに

よらぬ灰のみの連続関数とする．また外乱阪は方程式

（2．2）        炉：M（W）十。（C）

に従って発展する確率過程とする．ここで駆動力を意味するmは平均値零，分散σ2の正規白

色過程とする．即ち期待値を＜…〉と記せば

                  〈m〉：0、

              〈m（彦）m（8）〉＝σ2δ（C一∫）

である．上記方程式（2．1），（2．2）においてσ，W各系の構造を規定する関数〃，Mはそれぞれ

σ，wの連続関数とする．以下，確率過程σ（・）の統計的性質に主眼を置き，σを目的変数と

も呼ぶ．

 目的変数σ（広）および外乱〃（広）の張る位相空間を9と記せば，σ（左），w（c）の結合確率密

度ρ＝ρ（オ）＝ρ（広；σ，W）（（σ，π）∈ρ）は駆動力mの正規白色性によりFokker－P1anck方

程式（Stratonovich（1963））

                    ∂
（2・3）       万ρ＝一江ρ
                             2
（2．4）      一江≡一D、σ一D州阪）十五心
                            2
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（ぺ㌻）

を満たす．ここにクは虚数単位（ク2＝一1）である（Fokker－P1anck作用素江の定義を変更し

てグを除くこともできるが，統計力学の定式化との照合を図るため残存させる）．確率密度ρ

はこの方程式に従い，且つ無限遠消失の境界条件

 （2．5）       ρ→0  （且つ，あるいは個々に1σ1→o◎，1例→oo）

と規格化条件

 （2．6）                             tr｛ρ｝＝1

に服しつつ変化発展する．ここにtr｛X｝は位相生問9土に定義された位相関数X＝
X（σ，W）の積分

・・／X／一∫二∫二X（σ，π）〃〃

である．結合確率密度の初期値をρ（O）とすれば，（2．3）から任意の時刻広＞0におけるρ＝ρ（広）

がFokker－PIanck作用素肌を用いて

                  ρ（広）＝e■江圭ρ（0）

と表される．これは位相生問9に描かれる軌跡ρ（才）（広≧O）の記述に他だらたい．

 任意の位相関数X＝X（σ，豚）の時刻広における期待値は

 （2．7）                         〈X〉亡＝tr｛ρ（C）X｝

によって与えられる．部分積分を行って（2．5）を使えば，この期待値はまた任意の位相関数X

に対して

               tr｛（一ゴ。乙ρ）X｝＝tr｛ρえLX｝

を満たす一江の随伴作用素

                          2              κ＝σDσ十M（w）Dw＋工D青
                          2

によって

 （2．8）        〈X〉Ftr｛ρ（O）X。｝＝〈X。〉。

 （2．9）           X亡…e”X

とも書くことができる．作用素e”は時刻を云たけ進める時間進行子であって，量子力学の言

葉で言えば前者（2．7）はSchrδdinger表示に，後者（2．8）はHeisenberg表示に対応する．

 位相関数として特にδ関数

                  ψ〃＝δ（σ一m）
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を選べば，その期待値はσの確率密度！を与える，

 （2．10）               ！（m，広）＝tr｛ρ（彦）ψ〃｝＝tr｛ρ（O）ψμ（才）｝

 （2．11）                       ψ砒（C）＝e”ψ批．

この意味でψ砒（才）を密度生成関数と名付ける（ψ”（才）に対しては（2．9）の記法ψ”。に拠らず，時

間広を（）内に記す）．尚，γがσのみの位相関数ならば

     ［γ（σ）ψμ］。＝e”γ（σ）ψ、＝e”γ（m）ψ、＝γ（m）ψ、（左）・≠・γ（σ）ψ〃（オ）

である．同様に外乱πの確率密度は

              9（〃，左）＝tr｛ρ（左）δ（π一m）｝

で与えられる．上式を広で微分し，ρの方程式（2．3）と条件（2．5），（2．6）を用いればg（W，左）＝

g（〃，広）1ω一〃の満たす方程式

            音一一江・一（一Mw）・号叫

が容易に得られる．しかし作用素江にはσを通じ変数σと外乱wの相互作用に起因する

項Dσm（肌）が含まれるため，目的変数の確率密度！（m，広）を支配する方程式は（2．10）式の単

なる時間徴分では求められない．

 2．2準確率密度と射影子

 確率密度！（m，c）の方程式を見出すため，統計力学の射影子法に倣い準確率密度を導入する．

統計力学では多く正準集合分布をもとに準確率密度を構成するが，本論では変数σ，w各々の

確率密度の積として次のように与える，

 （2．12）         σ（6）＝！（σ，C）9（π，6）．

この準確率密度σは確率密度としての資格

                tr｛σ｝＝1， σ≧O

を備えており，且つ

             tr｛σ（左）ψ種｝＝！（m，広）＝tr｛ρ（広）ψ砒｝

であって，ψ。の期待値に関しては真の結合確率密度と同一の結果をもたらすが，他の量につい

てはσによる期待値とρによるそれとは一般に等しくたい．またρと異たりσの時間変化は

∫（σ，左）およびg（w，広）を介して現れる．

 次に，位相関数X＝X（σ，W）に作用する演算子ρを

（2．13） 州X一∫舳t・1・（W，1）洲

（1㌫1クll㍗（叶鮒））
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で定義すれば，自明の関係ψμψ砂＝δ（m－o）ψ秘に因って

                   ρ（左）1＝1
 （2．14）

                   ρ（左）ρ（c）＝ρ（左）

が成り立ち，従ってρは射影子であることが削る．上の定義に見るようにρは任意の位相関数

をψμの線形結合の空間に写す．特にψ。をそれ自身に写す；

 （2．15）                         ρψ砒＝ψ砒．

σのみに依存する位相関数γ（σ）もまたρの作用に不変である；

（・．・・）    州σ）一ψ・ψ・γ（・）一γ（σ）

時刻を異にする射影子の相互関係については

ρ（・）州・一μt・／・（π，1）小・小・帆1）州

     一∫舳t・／・（豚，1）洲一州X

即ち

                 ρ（8）ρ（左）＝ρ（才）

を導くことができ，従って

 （2．17）        （1一ρ（∫））（1一ρ（C））＝1一ρ（s）

が成り立つ．射影子ρの時間微分力は

（…）  州・一劣・一ルψ・t・／∂g（蛋・広）刈

なる作用をもち，・・！∂9（影・玄）ん／一・によ一て

                加＝0， ρカ＝カ

である．

 Fokker－P1anck作用素肌の随伴江と同様，任意の位相関数X＝X（σ，W），γ＝
γ（σ，W）に対しtr｛（カX）γ｝＝tr｛Xργ｝を満たす〃の随伴ガを

ガγ一・（W，1）ルん・・／州

によって導入すると，この作用素は

 （2．19）                                    カρ＝’δ一

のように，真の確率密度ρを準確率密度σに射影し，また明らかに

（2．20）       ガ（C）（9（W，左）γ）＝9（W，C）ρ（広）γ
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の成立することが削る．

 2．3GFP方程式

 確率密度！（m，才）を支配する方程式を導くにあたって鍵とたる恒等式をまずあげる．時問進

行子e棚の分解を意味する恒等式一

（・．・・）・i心一・1c州・∫fぴρ（・）（1f一カ（・））（ト・（・））・（・，1）・（・一ρ（・））・（・，1）

（。．。。）     G（、，左）一L、畑ト州〕

の成立はz（左）＝e棚（！一ρ（左））の微分方程式を書き下すことによって確かめられる．ここで作

用素G（∫，広）の表式におけるr一は時間に依存する作用素を時間の大きい方から先に作用させ

る約束を意味する．この恒等式の重要性は，右辺第1，第2項に見るようにXFe棚Xをψ。（広）

＝e” ﾕ。とψ砒（8）＝e”ψ砒の（0，彦）における積分，およびψ吻（・）に射影不可能た部分の和として

表現していることにある．

 さて（2．11）で定義した密度生成関数ψ。（左）の時間微分

                 ∂     ・＾                 万舳）＝・出舳

に上記分解を適用し，射影子ρの定義と性質（2．13）～（2．15）（2．17），力の表式（2．18），さらにガ

の性質（2．20）に留意して変形すれば

      ∂      ∂（2・23）万舳）一一万γ（・・1）舳）

・∂るμ∫ω（・，パ，1）如（1）・（・1（・））舳）1弧

となることが示される（ApPendix A参照）．ここに関数γ，Dは

 （2．24）        γ（m，左）＝tr｛g（W「，広）ψ砒σ｝＝M一（m）十〈m（W「）＞圭

（2．25） D（。，。，C，。）＝t・19（W，∫）（σ一γ（・，・））ψ。G（∫，玄）（け一γ（m，1））ψ”／

            ＝tr｛9（W，8）（m（肌）一＜m〉、）ψ。G（8，左）（m（W）一＜m〉。）ψ泌｝

で与えられる．ここで

         〈m（W）〉オ＝tr｛9（W，広）ψ砒m（π）｝＝tr｛ρ（左）m（W）｝

である．上記（2．23）は力学的に言えばψ・（左）の運動方程式に他だらたい．

 次に，初期時刻広＝0において真の確率密度は準確率密度に等しい，即ち

 （2．26）                 ρ（O）＝ρ（O）＝！（乙「，O）g（W，0）

たる要請を置く．換言すると広＜0で適当な外力を変数σの過程に作用させてρに上記の構

造を準備し，C≧0でこの仮想外力を除去する．この要請を満たす初期確率密度ρ（0）に対して

は，ρをσに写す随伴射影子ガの性質（2．19）によって

      tr｛ρ（0）（1－p（O））G（0，¢）乞Lψ池｝＝tr｛（ρ（0）一σ（0））G（O，左）乞Lψ批｝＝0
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とたるから，ψ。（6）の運動方程式（2．23）において両辺のρ（O）による期待値をとれば

（・．・・）嘉・（・，1）一一∂るγ（・，1）・（・，f）・∂ば・・∫棚（・，パ，・）岳ル1）

たる方程式が得られる．

 この方程式は，初期条件！（m，0）が指定されたとき左＞0における確率密度！（m，左）を定める

Fokker－P1anck方程式の一種である．結合確率密度ρ（左）に対する全系のFokker－P1anck方

程式（2．3）ではたく，！（m，左）のみを未知量として含む方程式を考える限り，通常のFokker－

P1anck方程式（例えばStratonovich（1963））は一般の外乱灰に対して近似的に成立するに過ぎ

ず，外乱が正規白色過程の場合にだけ正確である（第3章参照）．スケーリング理論（Suzuki

（1982））と変数変換に基づき正規白色過程以外の外乱への適用を特に目指したVa1sakumar

（1985）の方法も近似的結果に終わっている．これに対し上記方程式は，初期確率密度の構造

に関する要請（2．26）を置いた以外は，外乱の種類を限定せず，且つ何らの近似も施さずに導か

れた厳密た方程式である．言い替えれば，Fokker－P1anck方程式の適用範囲を任意の外乱にま

で広げたことになる．この意味でこれを一般化Fokker－P1anck（GFP）方程式と呼ぶ．

 GFP方程式は！（m，左）の時間微分がmによる2階微分で表現されている点で拡散方程式の

範躊に入り，（2．27）式の右辺第1項はγ（m，彦）を移流速度とする移流項に，第2項は

D（m，〃，才，∫）を拡散係数とする拡散項に相当する．拡散項の存在は目的変数ひと外乱πの

相互作用に起因している．Dに関する時間積分は！（m，8）単独では表し得ぬ結合確率密度

ρ（≠）の情報を才以前の時刻における！を介して表現するためである．

 ここで，GFP方程式と，物質の巨視的量の確率密度に対し統計力学の射影子法で導かれた一

般化Fokker－P1anck方程式（例えばGrabert（1982），P．53）とを比較すると，移流項，拡散

項，共に同一の構造を有するが，但し拡散係数D（m，o，左，∫）の表示が異なる．通常D（m，o，左，∫）

はC，8に関し対称であるに対し，（2．27）にあってはFokker－P1anck作用素が一江9X＝9江を

満たさたいため，D（m，o，広，8）の対称性が成り立たたい．尚，確率過程の解析に射影子法が使

用された例としては，Bixon and Zwanzig（1971）によるDu茄ng振動子の研究がある．外乱

を正規白色過程とし，従って容易に求められる方程式の定常解を準確率密度として射影子を構

成し，振動子の平均変位と平均運動量を支配する方程式が導かれた．但し，この射影子は本論

のように位相関数をψの空間に写すのではたく，位相関数を変位と運動量の空間に射影するも

のである．平均量を支配するこのような方程式は一般に輸送方程式と呼ばれる．輸送方程式は

上述のGFP方程式に射影子法を再度適用して導くこともできるが，本論では触れたい．

 外乱wが定常状態にあって確率密度gおよび射影子ρが時間に依存せず，

                ∂（。。。）    ∂1・（豚・才）＝1工・（灰・才）＝0

               9（刊7，左）＝9（π），    ρ（彦）＝」P

となる場合は，移流速度γ（m，左）はmのみの関数であり，且つ一般性を失うことたく

（2．29） ・・（W）／F・・／・（W）ψm（π）／一〃・（π）・（W）一・

と置き得るから，GFP方程式の係数γ，Dは

（2．30）      γ（m）＝t．／9（π）ψ砒σ／＝M（。）



（2．31）

と表される．

    統計数理 第38巻 第1号 1990

D（m，〃，オ，8）＝tr｛9（W）m（W）ψ。e舳一”一5〕m（〃「）ψ”｝

 3．GFP方程式の相互作用展開

 3．1緩変化の仮定に基づくG・FP方程式の近似表現

 前章に導いたGFP方程式は，要請（2．26）が満たされていれば，確率微分方程式（2．2）で記述

される任意の外乱に対して成り立つ正確た方程式であるが，この方程式を実際に適用するにあ

たっては，移流速度γおよび拡散係数Dの具体的な表現を求めておかなければたらない．し

かし，拡散係数は（2．25）式に見るようにFokker－Planck作用素の随伴江と射影子ρから成

る作用素G（∫，広）に依存するため，一般の構造関数M（σ），m（π），M（豚）に対して厳密に計

算することは不可能に近い．

 そこで拡散係数Dを近似的に求める手段が必要となる．本章ではこれを実現する2種の方

法を試みる．初めに，緩変化に基づく近似法（s1ow variation approximation；Stratonovich

（1963））を適用する．この方法は対象とする系の時問的変動に異なる時間スケールが存在する

ときに使われる、ここでは系σの時間変化が外乱wのそれよりも小さい，即ちオーダーの意

味において

           け＝〃（σ）十m（W）＝κσ《広π＝M（豚）

が成立する場合を考える．オーダーσの位相関数X（σ，π）に対しては

     広（1一〃））Xψ”＝κXψ砒一t・／9（W，1）ψ砒X／広ψ”＝ψ、広X＋。（け・），

従って

            L、∫舳’一州Xψ秘一ψ秘、1・lh〕X。。（け・）

なる評価が許され，またL、「舳’■州ψ”一ψ”であるから，X－m（W）一＜m〉、に対し作用素

G（8，左）（2．22）は

      G（∫，左）（m（π）一〈m（豚）〉、）ψ、＝ψ”（m、．、（π）一〈m（〃・）〉、）十0（σ・）

を与える．このとき拡散係数（2．25）は

     D（m，〃，広，8）＝δ（m－0）tr｛9（〃「，∫）（m一＜m＞、）（m、．、一＜m〉、）ψ砒｝十0（σ・）

           ＝δ（m一〃）〈（m一〈m〉、）（m亡．、一＜m〉、）＞、十0（け2）

のように，外乱の関数m（W）の自己相関関数で表される（尚，この相関関数は作用素W（左）＝

e”灰e■”を用いてく（m（W（8））一〈m〉、）（m（W（左））一＜m〉、）・1＞、とも表すことができる）．さ

らにこの相関関数は速やかに減衰し，その間，確率密度∫（m，左）は殆ど変化しないものとして

           ∂GFP方程式の拡散項で万！を時間積分の外に出し・次いで積分区間（0・左）を（0・∞）に拡張

する．さらに，系σの時間スケールで見るときπの過程は常に定常に達していると考え，

g（π，∫）＝g（W）とする．変数Wの関数Xの期待値を＜X〉、＝tr｛g（W）ψ”X（π）｝＝



射影子法によるFokker－P1anck方程式の一般化

∫肌（W）X（W）一・X・と記蝋…方程式はきわめて簡単な形をとる；

（川     岳！一一∂るγ（・，1）！・・パ∂け！

ここに

（3．2） ・舳一
秩E・／（・（π）一／・（π）・）（・・（W）一／・（W）／）・

は近似拡散係数である．これは微分方程式（2．1）で記述される確率過程で通常用いられる

Fokker－P1anck方程式に他だらたい．

 緩変化近似によるこの方程式（3．1）の精度を吟味するため，M＝一ασ，m＝研，N＝一βW

と置いた線形系

（3．3）

を取り上げる．

σ＝一ασ十〃「

祓＝一βW＋。（1）

この場合は結合確率密度ρに対する全系Fokker－P1anck方程式（2．3）の厳密

解を容易に見出すことができ，定常状態音一・の確率密度・一・（・庫

（3．4）

     1  一別・ノ。、；五㏄、
兵。。。。＝     e
    研σ。。。、。

。    σ2
σ・…t＝ Qαβ（α十β）

と表される．また，外乱の定常確率密度g（W）＝（1／恢σβ）exp（一π2／2σ岩）（σ多＝σ2／2β）か

らm（W）＝Wの自己相関関数は

（3．5）1 ／w肌・一∫肌（w）w抑

   一∫〃・（π）脆肌州舳π一岳・一μ

と計算されるから，拡散係数はD，1．w＝σ2／2β2となり，従って近似方程式（3．1）とその定常解は

（3．6）

音・一嘉α…券（∂げ

   ｛         1  一刎・ノ。。ξ血、
    ん。W＝     e
       研σ。1．W

        2    2   σ
    σSlOW＝       2αβ2

なる表現をもつ．この解は，外乱の相関時間がきわめて短い極限（σ／β一定の下でβ→・。）で初

めて真の解（3．4）と一致する．即ち緩変化の仮定に基づく近似法は，無相関の外乱に対しては

良好な結果を与えることが削る．
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3．2相互作用展開に基づくGFP方程式の近似表現

 前節に述べた緩変化近似が外乱無相関に近い緩変化でたければ良好た結果を与えないのは，

変数σと外乱豚との相互作用を充分に考慮せず，拡散係数の計算に際し外乱の時間変化のみ

を考え，確率密度∫の時間変化を無視したからである．そこでより正確た拡散項の表現を求め

るため，Fokker－P1anck作用素江の相互作用項による！の展開を行う．以下では，定常な外

乱（2．28）に限定し，外乱項の平均〈m（W）〉，移流速度γ＝M（m），拡散係数Dについては

（2．29）～（2．31）に拠って論を進める．まず，実数εを導入して，随伴Fokker－Planck作用素江

を

 （3．7）              江＝江σ十江w＋εm（W）Dσ

                江σ＝M「（σ）Dσ

                         2                ．＾            σ               江w＝M（w）Dw＋  D弘                         2

と書き替える．作用素江σは変数σのみに，江wはπのみに関する作用素であるが，
m（灰）Dびは両者に関係し，σとWの相互作用を記述する．この書き替えに応じて定常外乱

に対するGFP方程式は

（・一・）£∫（・，ト∂る・（・）・（・，1）・1品∫刈肌（川）音〃一・）

       ノ）、（m，o，才）＝tr｛9（W）m（π7）ψ口e（｛ム”十江”十舳（mDU、（1一ρ〕fm（列7）ψ”｝

とたる．ここで拡散項にεが付されるのは次の事情による．書き替え（3．7）に応じ江σ，江w

とそれぞれ随伴の関係にある作用素江σ，江wを用いると，結合確率密度ρの方程式は

            ∂           一ρ＝（一クエσ一クエ。w）ρ一εjワσm（W）ρ
            ∂左

（3．9）

 一江σ＝一DσM（σ）｛

            2            σ 一江w＝一DwN（w）十一D弘            2

と表されるが，これをWで積分し，（2．5）に注意すると

岳〃，1）一一Mσ，1）一1∫〃・1・（W）ρ（1）

が得られる．方程式（3．8）の拡散項は上式の右辺第2項に対応し，従ってそれはεのオーダー

であることが削る．

 さて展開

                   ！＝九十ε！、十…
 （3．10）

                  エ）ε＝∠）O一トε∠）1一ト…

を行うと，零次および1次の確率密度を定める方程式は

               ∂       ∂
（311）     ∂≠ル・1）＝一∂。M（・）ル・左）



            射影子法によるFokker－P1anck方程式の一般化           ユエ

（・一・・）岳ル，ト∂己M（・）ル，1）・∂㍍｛・1ル・・（・，・，1）青ル，h）

         D・（m，0，左）＝tr｛9（肌）m（灰）ψ砂e（肌十主LΨ〕（1一”m（〃「）ψ砒｝

と表される．

次に，確率密度月（m，C）に対する方程式（3．12）の拡散項の一部

∫一∫・…／・（W）・（π）ぴ山十舳1－k・（W）ω青ル，1－1）

の具体的表現を求める．作用素江σ，江〃はそれぞれσ，πのみに関する作用素であり，また

外乱の定常性によってρ江w＝0が成り立つから，作用素λ，8の交換子を［λ，別＝λ3－3λ

と記すと

               ［山（1一ρ），江w（1一ρ）1＝0，

即ち江σ（1一ρ）と江〃（1一ρ）は可換である（ApPendix B参照）．従って

               ○工u＋江ΨX1一ρ）丘＿  江帖一｛1一〃〕f 江口（1一ρ〕＝
              e        －e     e

たる因数分解が許される．さらに，外乱の定常性に伴って＜m（研）〉F0（2．29）と設定してあ

るので

              e舳11）’m（W）ψ砒＝m（π）～ωψ吻

が成り立つ（ApPendix C参照）．以上の2式から

（・・1・） ∫一ルル吻（W）・（阪）・心W）∫〃（伽～）£舳一1）

       一／・（π）・・（灰）／∫〃（・㌦）Mσ，h）

       一／・（W）・・（W）／∫〃ψカ1（1）九（σ，1）

と変形される．ここで零次確率密度九（σ，≠）＝九（m，C）1、一σが方程式（3．11）の解として

              九（σ，左）＝eI舳九（σ，広一∫）

と書かれることを用いた．また〃σは

                〃σ（才）＝e一圭”Dσeω

なる作用素である．

 作用素〃σの性質を明らかにするため，新たな作用素

                σ（≠）＝e｛”σe一｛”

               〃σ（才）＝e”刀σe■｛”

を準備すると，これらは微分方程式
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（3．14）

（3．15）
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   ∂     ・ ＾    ・
  万舳）＝e江a［江σ・σ1・■”＝〃（舳））

∂     ・ ＾    一万”σ（左）＝・｛”［江σ・Dσ1ゼ江ら一〃’（舳））〃σ（左）

（M・（σ）一a架））

を満足し，且つ初期条件

               σ（O）＝σ， 〃σ（O）＝Dσ・

に服している．従ってσは単なるσの関数であり，目的変数σの過程を記述する確率微分

方程式（2．1）において外乱項m（W）を取り去った非確率的な方程式の解に他だらたい．この

解を用いて（3．15）を解けば微分作用素Dσの表示

 （3．16）         肌（C）＝∫（σ，広）Dσ

が得られる．ここに関数∫は

 （3．17）

     ∂を表すが，一ノ（広）と方程式
     ∂広

          ∂∂σ（左）＿

          ∂左 ∂σ

との比較から

∫（σ，才）二、一μ舳〔・〕〕

∂          ∂σ（才）
  M（σ（才））＝M’（σ（広））
∂σ            ∂σ

∫（σ，1）一（∂耕））一’

とも表現されるので，σとσ（彦）との間のJacobianに他ならない．

 さて，変数σのみに依存する任意の無限違消失関数X（σ），γ（σ）（X，γ→0，σ→±∞）

に対して成／立つ関係〃X（σ）ガ1（1）γ（σ）一一∫〃γ（σ）舳）X（σ）と・1の表示

‘3．16）から，直ちに微分作用素刀σの表現

 （3．18）         Dσ（広）＝D〃（σ，一広）

を得る．この表式を（3．13）に代入すると，

                     ∂           ∫＝＜m（π）m。（W）〉 ∫（m，1）九（m，C）
                     ∂m

と表され，ハを定める方程式はもはや形式的作用素e（｛エロ十舳1■”を含まない．相互作用バラメ

ターεの2乗のオーダーを無視し，ハと九で！を復元すれば，相互作用展開によるGFP方程

式の表現

       ∂    ∂                ∂      ∂（319） が＝一∂。（M（・）一〃・・（・・1））！（・・1）十∂。D・・（・・1）∂。！（・・1）

に達する．ここに



（3．20）

（3．21）

射影子法によるFokker－Planck方程式の一般化

膿・，1）一∫㌦／・（W）・川・去∫（い）

・血・（・，1）一∫f・l／・（W）・川・∫（・，一1）

13

はそれぞれ相互作用展開に伴う移流速度M（m）の修正分と拡散係数である．

 この相互作用展開に基づくGFP方程式の近似表現（3．19）では，係数〃i、。，Di、。は目的変数の

過程σ（・）から外乱の影響を除去した非確率的た過程σ（・）と外乱の過程w（・）の知識から計

算される．（3．21）式が示すように拡散係数Di、。は過程σ（・）のJacobian∫（m，一∫）と外乱の

相関関数〈m（豚）m。（W）〉の相乗表現から成る．もともとのGFP方程式（2．27）で結合確率密

度ρの内容を！の履歴で表現した記憶積分の項はこの相互作用近似方程式には存在しないが，

その代わり非確率的過程σ（・）の情報を用いて近似的に復元していることになる．この復元に

伴い，移流速度γ（m）もまた，外乱との相互作用効果を表すMi、。によって修正を受けている．

このように，外乱の相関関数が減衰する間の確率密度！の時間変化を取り入れている点で，前

節に述べた緩変化近似に比べ近似の精度が向上していると考えられる．

 相互作用近似方程式に期待されるこのようた効果を確認するため，先に取り上げた線形系

（3．3）に適用する．非確率過程σ（・）の方程式とその解は

          ∂          一σ（才）＝M（σ（左））＝一ασ（左），  σ（O）＝σ
          ∂広

           σ（広）＝e一”び

となり，過程σのJacobian∫，移流速度の修正項Mi。。，および拡散係数Di、。はそれぞれ

       ∫（σ，広）＝eαf

      Mi。。（m，才）＝O

      ＾（仏1）一ル岳州い）一2β（妾≒β）（1一・州）

と計算される．従って相互作用展開による方程式（3．19）は

         音・一∂るα〃・2β（妾÷β）（1一・州）（∂ル

どたり，定常解

                   1
              メ、。＝   e’舳臥＝后、、。
                 恢σi。。

                    2               2    σ     2
              σ・t＝2αβ（α十β）＝σ・…t

を与える．この解はこの場合の厳密解（3．4）そのものであり，相互作用近似は緩変化の仮定に

基づく通常の近似（3．6）と異なって，正しい結果をもたらすことが認められる．

4．終わりに

 以上2章にわたり，射影子法による一般化Fokker－Planck（GFP）方程式の導出法と，その

具体的表現の達成に至る経過を述べた．この方程式は目的変数の確率密度のみを未知数として



14 統計数理 第38巻 第1号 1990

合むにもかかわらず，正規白色過程で駆動される任意の外乱に対して正確に成り立ち，通常の

Fokker－P1anck方程式に比べて広い適用範囲をもつ．GFP方程式のこの性質は，拡散項を構

成する記憶積分によって結合確率密度のもつ情報が復元され，従って目的変数と外乱との相互

作用が正しく考慮されていることに基づいている．

 この方程式を実用に供するには，射影子を初めとする形式的作用素の存在が困難を来す恐れ

があるが，しかし，この難題は外乱と目的変数との相互作用に関する展開を系統的に行うこと

で解決された．拡散係数に含まれる作用素の効果が，目的変数の発展を記述する確率微分方程

式から外乱の影響を除去した非確率的た方程式の形と，外乱の相関関数とで表現されるからで

ある．相関をもつ有色外乱で駆動される簡単たモデル過程に適用を試みた結果は，相互作用展

開による方程式がまさに厳密解を与えることを示し，GFP方程式の妥当性と実用上の有効性を

保証している．

 本論では目的変数，外乱，共に1変数としたが，多変数への拡張は単なる表記の変更に留ま

ると思われる．またここで扱ったようだ付加的に加わる外乱ではなく，相乗的た外乱の考慮は

GFP方程式の構造にやや複雑た変更を招くことにたるが，詳論は別の機会に譲る．

 最後に，本稿執筆に着手する契機を与えて下さった船舶技術研究所の加藤俊司氏に御礼申し

上げるとともに，数々の助言を賜った査読者に深く謝意を表する．

ApPendix A

密度生成関数ψ砒（c）の運動方程式

時間進行子e”の分解（2，21）は

e”乞工ψ〃＝e”ρ（≠）クエψ砒

・〃1・心ρ（1）（～（1））（・一ρ（1））・（1，1）瓜・（・一ρ（・））・（・，1）肌

を与える．右辺第1項に関しては

州瓜一∫舳t・／・（W，1）〃肌／

       ∂    ＝∂。ψ1t・｛・（π・1）ψ〃1

であり，

 （A．1） t・19（〃，1）ψ”σ／＝t・／9（W，左）ψ”（〃（σ）十m（W））／

        ＝ルτ（m）十tr｛9（π，C）ψ〃m（η7）｝

（…）・・／・（W，1）ψm（W）1一ル・（・，1）・（・）一∫・・t・／ρ（1）δ（W一・）／・（・）

               ＝tr｛ρ（左）m（π）｝＝〈m（π）〉｛

であるから，本文（2．23）式右辺第1項およびγ（m，≠）の表式（2．24）を得る．

 第2項については

             F〃（∫，左）＝（1一ρ（∫））G（∫，C）クエψ秘

と置き
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ρ（・）（パ州）舳，1）一∫舳・・／・（π，・）ψ砂（κ一州）凡（・，1）1・K・

を変形する．まず

  tr｛9（仰7，8）ψロタエF、（∫，左）｝＝tr｛［一クエg（仰7，8）ψ砂］F”（∫，玄）｝

            一・・／・（W，1）（一州凡（・，1）・∂9（器・∫）帆（・，1）／

・・／・（W，・）舳）舳，1）／－t・／・（W，1）小κψ一t・／∂9（黒・8）ψ舳，1）／／

             一・・／∂9（票・吐帆（1，1）／

によって

K・一
轣E・ψ砂t・／・（W，・）（一舳）舳，1）／

を得る． さらにF秘（s，左）＝（1一ρ（8））F”（8，広）であるから

K・一
泣ﾕ砂・・1［（1一州・（π，1）（一州1舳，1）／

一ルψ…／・（W，1）［（1一ρ（1））（一州1・砒（1，1）／・凡

                      ∂σ  ・    、    ∂σ
と書かれる．ここで一江ψ砂＝一Dσσψ砂＝一怎Aψ抄一σDσψ砂，および（1一ρ（∫））∂σψ。＝

     ∂M（σ）
（1一ρ（8））     ψ”；Oに留意すれば
      ∂σ

提一∫舳£・・／・（阪，・）［（・一ρ（1））σψ砂1兄（1，1）／

一一
轣E・t・／・（W，・）［（・1（1））σ帆（・，1）／嘉ψ砂≡κ

に達する．このtr｛｝の部分に

 F”（・，左）＝（1一ρ（∫））G（∫，才）σD、ψ砒

                          ∂     ＝（1一ρ（∫））G（・・1）（1一ρ（1））σDσψ1＝■∂。（1一ρ（・））G（∫・1）（1■州）ひψ1

を代入すると，結局

κ一
ﾝる∫伽・／・（W，・）［（・一ρ（1））肌1（11（・））・（1，1）（・一州）σψ越／μ

一∂るル・・／・（π，1）［（11（1））舳・（1，1）（1一州肌／加

となる．（A．1），（A．2）により

           ρ（1）σψ”＝t・／9（W，1）σψ”／ψ”＝γ（。，彦）ψ”

と表し，e江∫を作用させれば本文（2．23）式右辺第2項および拡散係数D（m，v，左，∫）の表式
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（2．25）を得る．

                    ApPendix B

 江σ（1一ρ）と江w（1一ρ）の可換性

 明らかに

                   眈σ，江w1＝O

であり，また任意の位相関数Xに対し，ρXはσのみの関数であるから

                     江m＝O

とたっている．さらに，外乱の定常性一江g（W）＝一江以g（W）＝O（（2．28），（3．9））により

沁X一∫・・ψ砒・・1・（W）ψκ・Xl

    一∫・・ψ・t・1（一江・・（灰））ψ・X／一・

である．以上の関係から

        ［山（1一ρ），江w（1一ρ）1＝［江σ（11），江附1＝一江〃江w＝0

を得る．

                    ApPendix C

 eπ口（1一”m（W）ψ。について

 ここでは定常外乱（2．28）を考えているので，変数σのみに依存する位相関数γ（σ）に対し

ては

ρ・（π）γ一∫・・ψ…／・（W）ψm（W）γ（σ）／

                 ＝γ（σ）tr｛9（π7）ψ”m（W）｝＝0

である（（2．29）による）．従って

            江σ（11）m（W）γ（σ）＝m（〃）江σγ（σ）

とたる．右辺の江σγ（σ）もまたσのみの関数であるから

             e舳一”m（π）γ（σ）＝m（W）e｛”γ（σ）

を得る．

Bixon，M．and Zwanzig，R．（1971）．

   245－260．
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  Genera1ization of Fokker－P1anck Equations by Means

           of a Projection Operator Technique

AStudyofStochasticProcessesSubjecttoAdditiveNoises

                   Takashi Okasaki

           （The Institute of Statistica1Mathematics）

   An attempt is presented to genera1ize Fokker－P1anck（FP）equations to be app1icab1e

to stochastic processes driven by arbitrary extema1noises．Except for Gaussian white

noises，the ordinary FP equation fai1s to determine the probabi1ity density function（PDF）

of the stochastic variab1es rigorous1y，because it has no term incorporating the detai1ed

information of the noise process but a parameter re1ated with the noise－corre1ation

function．To1ift this1imitation，an approach is deve1oped based on a projection operator

technique devised origina11y in statistica1mechanics．

   The present approach starts with a speciication of the equations that describe the

evo1utions of the main variab1eσand of the noise’ 魔≠窒奄≠bPe灰；the equation ofσmay

additively contain functions non1inear in 刊7，and that of 刊7is required to have driving

forces speci丘ed by a Gaussian white process．The joint probabi1ity density function，

obeying an exact who1e－system FP equation associated with these equations，gives the

PDF of the main variab1eσas the expectation of a de玉ta function inσ，which is here

referred to as a density creator（DCR）．

    Through the PDF of the noise variab1e，an operatorρis constructed to project every

phase fmction of（σ，W）out onto a space of1inear combinations of DCR’s．An e1abora－

tion on the ca1cu1i invo1ving the projection operatorρand the who1e－system FP operator

enab1es one to express the equation of motion of the DCR in terms of the DCR itse1f，

thereby to obtain an accurate equation，e．g．，“a genera1ized FP（GFP）equation”，which

govems the PDF of the main variab1e．The di貨usion term in this generalized form

inc1udes a memory integra1over the past history of the PDF to recover informations

origina11y owned by the joint PDF．The GFP equation proper1y describes the interaction

effects between the main variab1e and the noises．

   Whi1etheGFPequationthusderivedhasacompactform，itmay，inapp1ications，show
some di冊。u工ties due to the presence of comp1icated projection operators in the expression

of the diffusion coe舐。ient．To attain a tractab1e form of the GFP equation，the diffusion

coe笛。ient，and the PDF as we11，are expanded with respect to the interaction term in the

who1e－system FP operator．The diffusioncoe価。ient then tums outto be an integra1ofthe

noise－corre1ation function and of the Jacobian re1ated with a non－stochastic process which

obeys an equation the same as for the main variab1e，but with no noise term．

    The GFP equation is app1ied，to con丘rm its va1idity，to a simp1e1inear process driven

by co1oured noises．The resu1ting PDF indicates a precise coincidence with the exact one，

in contrast with the poor resu1t given by the ordinary FP equation．

   Key words：Arbitrary noise，probabi1ity density function，diffusion coe伍。ient，memory integra1，

interaction，expansion．


