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 1．はじめに

 パーコレーション・システムは，統計的自己相似性を持つランダム構造の最も基本的たモデ

ルである．これは，適当た格子上にランダムに確率力で点を配置し，もし，ある点の最近接に

点が存在すれば，その2つの点を線（ボノド）で結ぶという極めて単純な規則に従って形成さ

れる系である（サイト・パーコレーション）．パーコレーション（浸透）という名の通り，確率

力をOから徐々に大きくしていくと，ボンドで結ばれたクラスターの平均サイズは次第に大き

くたり，ある特別の濃度加のところで発散（浸透）する．この濃度力。は，熱力学的相転移に

おける臨界温度と同様の意味を持つことから，臨界濃度と呼ばれている．臨界濃度近傍におけ

るパーコレーション・クラスターの幾何学的振舞いは，少数の独立な臨界指数によって記述で

きることが以前から知られている．これらの指数は，ランダムな構造を持つ物質を理解する上

で重要であり，様々た研究がなされている（Stauffer（1985））．

 パーコレーション・システムが，力。近くで臨界的に振舞うということは，力。近傍における系

がフラクタル的であることを意味する．近年，このフラクタルという概念を積極的に利用し，ラ

ンダム系を統一的に理解しようとする試みがなされている．特に，拡散，振動，波動などの動

的性質に関しての研究は，この数年間でめざましい発展を遂げている．deGennes（1976）は，

ランダム系の様々たダイナミクスを知るためには，その系での拡散現象を理解すればよいこと

を示した．その後，Gefenet a1．（1983）により，フラクタル・ネット上での拡散に対するスケー

リング理論が与えられ，これに基づいたダイナミクスのスケーリング理論が多くの研究者に

よって示された．その中で最も興味深い議論の一つに“フラクトソ励起”の議論がある．フラ

クトソとは，A1exander andOrbach（1982）によって命名されたフラクタル系に特有た励起で，

均質系における励起とは全く異なる状態密度を持ち，そのモードは空間的に局在している

（Ramma1and Tou1ouse（1983））．このような励起は，振動系や，電子系だと異なる物理系で

同じように存在すると思われているが，以下では振動問題に限って議論することにする．

 我々は，スーパーコンピューターを用いた大規模たシミュレーションを行なうことによって，

巨大たパーコレーション・クラスター上にフラクトソを励起することに成功した．これによ

り，フラクトソの振動状態密度とフラクトソ波動関数を求めた．その結果，状態密度はスケー

リング理論による予測と一致し，フラクトソという励起が実際に存在することが明らかにたっ

たが，その波動関数は，理論的に考えられていたようたものとは異なることが分かった．

 次章以後の構成は次の通りである．第2章では，フラクトソ励起に対するスケーリングの議

論を簡単に紹介し，Iフラクトソとは如何たる励起かを説明する．さらにフラクトソ波動関数に

ま本稿は，統計数理研究所共同研究（63一共会一51）における発表に基づくものである、
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ついて，どの様た予想がだされているかを概観する．第3章では，我々が用いたシミュレーショ

ンのアルゴリズムについて述べ，それによって計算された結果を第4章で示す．第5章は結論

であり，特に，フラクトソのモード・パターンに関する我々の結果と，従来の理論との相違の

原因について議論される．

 2．フラクトン励起のスケーリング理論

 フラクタル系のダイナミクスが，系の拡散と密接に関連していることは上で述べた．拡散を

支配するマスター方程式から振動の状態密度を求める議論は，A1exander andOrbach（1982）

により与えられているが，本稿では，別の方法でフラクトソ状態密度を求めてみよう．

A1exanderとOrbachによる議論は，スカラー変位のみを有する系に適用されるが，以下で述

べる方法では，より一般的たベクトル変位に対しても有効である．ここでは，系が

             1              1
（2・1）   H＝万α〈尋〉…［（・r吻）’～］2＋丁βく嚢〉脳1（δ側2

で記述されているとして考える．第一項は，ボンド伸長（stretching）力を記述する項であり，

αがその強さを表している．gε5はサイトゴとプの両方が占有されているときには1，それ以外

のときには0をとるものとする．また，吻はサイト4の変位であり，～はサイト｛からブヘ向

かう単位ベクトルを表す．第二項は，ボンド変色（bending）力を表しており，βはその力定数

である．δθ〃はボンド＜タブ〉とボンド＜胎〉の間の角の平衡からのずれを表している．和は最

近接格子点すべてについてとられる．

 さて，パーコレーショツ系を記述するためのモデノレとしてnodes－1inks－blobsmode1がある

（Stan1ey（1977），Conig1io（1981），Kantor andWebman（1984），Feng（1985），Webman

and Grest（1985））．これは，複雑たパーコレーション・ネットワーク（図1（a））を一辺がξ力

（相関長）の規則的ネットワークと見たし，その一辺が図1（b）のような内部構造を持っている

ようだモデルである．相関長はパーコレーション系に唯一の特徴的長さであり，力＜力。ではク

ラスターの大きさ，力＞力。ではボイドの大きさの程度を与える．nodeとは図1（b）の●で示さ

れるようた結節点を指している．また，1inkとはその一本を切断すると辺が二分されるようた

ボンドをいう．それ以外の，多重に連結したボンド部分がb1obである．このnodes－1inks－

b1obsによるネットワークをさらに図1（c）のように有効バネ定数Kのバネによる規則的ネッ

トワーク構造と見たしてしまう．有効バネ定数を正確に評価することは難しいが，blobsを剛体

                             K（ξ力）
               ぐ一■ξカ■一レ

      （・）      （b）       （・）

図1．Nodes－1inks－blobs model：元のパーコレーション・クラスター（a）の骨格（back bone）

   をnodesと1inksとblobsによる（b）のようだ構造と考える．さらに，これを有効バネ定数
   κ（ξ力）の規則格子（C）と見なす．
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と考えることによって，

（2．2） K－1一
i云）一1・（為ジ

と表せる（Kantor andWebman（1984），Feng（1985），Webman andGrest（1985））．ここ

で，Lは1inkの総数であり，工。の濃度依存性は

 （2．3）           工1～（力一力、）一’

であることがConig1io（！981）によって報告されている．（2．2）式から重要た結論が引き出せる．

すたわち，変角力を含むパーコレーション系には，新たに

（2．4） 久一
i吾）1μ

で定義される特徴的長さが生まれることになる．相関長ξクがξ力《a、であれば，（2．2）式より

                        α （2．5）                K～
                        工、

となり，変位による弾性エネルギーはボンドの伸長が担うことにたり，ξ力》a、たらば逆に，ボ

ンドの変色の効果が主にたり，

                        β
 （2．6）               K～                        Lξ岩

となる．このような新しい長さa、が存在することにより，系の振動の状態密度は，ξ力，a。，λ（波

長）の大小関係に大きく依存することにたる．

 さて，有限サイズエ（《ξ力）のパーコレーション・クラスターを考えよう．この系の最低振動

数近傍における状態密度は

                          1
（27）       ρ（ω，工）～〃ω

で与えられる．Dはフラクタル次元であり，従って工Dは系の体積に比例する．また，∠ωは最

小固有値ωmi・近くの固有値間隔である．状態密度が（2．7）式で表されるためには，エネルギー

固有値に縮退がないことが仮定されるが，パーコレーション系の非対称性に起因する準位反発

のため，この条件は満足されていると考・えられる．∠ωはこのとき，ωmi、と置き換えられるから，

（2．8） ∠ω一ω…一
i紺）’ρ

として与えられる．ここで，M（工）は系の質量，K（ム）は系の有効バネ定数であり，（2．2）式

のξ力を工で置き換えたもので与えられる．このとき，L。の工依存性が必要にたるが，これは有

限サイズ・スケーリングの議論を（2．3）式に適用することにより，

 （2．9）           工、～工’”

となる．ここで，ソは相関距離に対する指数である（ξ力～1力一力。1一レ）．システム・サイズエが

L《a、であれば，（2．5）式より有効バネ定数K（工）はα／工、に比例し，工》a、たらば（2．6）式

よりK（工）～β／（工・ム2）とたるので，（2．5）一（2．9）式より，

 （2．10）                   ρ（ωmi、，工）～ω畠孟1
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と書ける．ただし，aは

（2．11）

（2．12）

十；1；；ll；；lll

である．ここで，左は伝導度の指数で，！は変角力がある系の弾性定数の指数である．このよ

うに，系の大きさによって最低振動数近くでの状態密度は異なる振動数依存性を示すことにた

る．このことから，無限に欠きたパーコレーション系に励起された振動数ω近くの振動の状態

密度を考えることができる．この振動の波長をλとすると，ω近傍の状態密度は有限なサイズ

λのパーコレーション系の最低振動数ωmi、近くでの状態密度に等しい．従って，無限系での状

態密度として，

 （2．13）                  9（ω）～ωd－1

が得られる．ただし，（2．11），（2．12）式に対応して，

二：1： 十覚；1；lll；lllll

である．ω。砂は，波長がa。程度とたるクロスオーバー振動数であり，（2．8），（2．9）式から得ら

れる分散関係

 （2．16）               ω（后）～后”d

を用いると，ω。砂は

 （2．17）                    ω5秒～ a；”へ

と振舞うことが分かる．（2．14），（2．15）式で定義されるaをフラクトソ次元と呼ぶ．（2．13），

（2．14）式の状態密度を持つ励起には，おもに系の伸長力が関与しているが，このフラクトソ次

元はスカラー変位のフラクトソ次元と同じである．これより，（2．13），（2．T4）式で記述される

励起をスカラー・フラクトソ，また，（2．13），（2．15）式のようだベクトル変位特有の状態密度

を持つ励起をベクトル・フラクトソと呼ぶことにする．

 臨界濃度以上のパーコレーション系を考えてみよう．このとき，系を評価する尺度が相関長

ξ力よりも長いか短いかによって構造は変わってくる．ξρよりも短いスケーノレでは，系はフラク

タルであり，これよりも長くたると一様構造として見えてくる．従って，もし，パーコレーショ

ン系における振動励起の波長がξρよりもはるかに長ければ，励起は一様た有効媒質中のフォ

ノンとして振舞うであろうし，波長がξ力よりも短ければ，フラクトソが励起されることにたる

であろう．そして両者は，適当な振動数のところでクロスオーバーすることにたる．このクロ

スオーバー振動数ω〃は

：：lll：一／1111111：llllll∵；lllllllllll

のようにスケールされる．
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        ω、∫ ω・口 1・ω   ωρ∫     1・ω

        （a）ベクトル変位          （b）スカラー変位

図2．パーコレーション系の状態密度の模式図：（a）変角力のある系でのξ力》a。に対する状態密

   度．（b）スカラー変位での状態密度．

 さて，パーコレーショ1／・クラスター上に励起されたフラクトソのフラクト：／次元は，他の

臨界指数β，ソ，D，C，！を数値的に求めることにより得ることができる．A1exander and

Orbach（1982）は，こうして求めたスカラー・フラクトソのフラクトソ次元a・がほとんど空

間次元3に依存せず1．3近くの値をとることから，正しい♂。はaによらず4／3であると予想

した．また，ベクトル・フラクトソの次元a砂は，2次元パーコレーション系で0．8，3次元で

0．9の値をとることが知られている．このとき，フラクトソ次元が1より小さくなるため，低振

動数での状態密度の様子はデバイ理論（g（ω）～ωd■1）で記述されるフォノンとは著しく異

なる．ξ力，a、，λは，各々濃度力，伸長力と変角力の力定数の比，および振動数を変化させるこ

とで変えることができる．系の状態密度は，これらの組み合わせにより様々な振舞いを見せる

ことになる．図2（a）と（b）はξρ》a。で力劫。の状態密度と，スカラー変位のみの力≠力。

での状態密度を模式的に示している．後に述べるように，我々のシミュレーションはスカラー

変位のみの場合について行なわれた．

 フラクトソ励起の特徴は，状態密度だけではない．パーコレーション上のフラクトソは，常

に局在したモードとたる．Ramma1and Tou1ouse（1983）は，a＜2であるたらば，その励起

は空間的に局在していることを導いた．彼らは，トポロシカルに乱れた系におけるエネルギー

・スペクトルと，その系でのランダム・ウォークとの関係を利用したが，ここでは有限サイズ

・スケーリングを用いた，より簡単た議論から彼らと同じ結論を引き出せることを示す．

 パーコレーション系の伝導度は臨界濃度近くでσ～（力一力。）fで表せることは前に述べた

が，これに有限サイズ・スケーリングの議論を適用すると，力～力、で

 （2．20）            σ～工■”

とたる．ここで工は系のサイズである．コンダクタンスG五は，G工の欠きたところで，G工～

此d’2とたるので，その工依存性は

 （2．21）           G工～r”十d’2

とたる．ここで，フラクタル次元に対するスケーリング関係式

（2．22）        D－a」
                          ン

と（2．11）式を用いると，Gエは
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 （2．23）         G工～工（舳（d－2）

と書ける．このコンダクタンスから局在・非局在を判定するβ五＝a［1nGエ］／a［1n工］を求める

と，

                      D 一 （224）                       βエ； ＿（a－2）
                      a

とたる．これより，♂、＝4／3，♂。二0．8～O．9であるパーコレーション上のフラクトソは，βエが

魚とたり局在することが分かる．

 局在したフラクトソの波動関数は，対角的乱れに対するアンダーソン局在とは異なることが

予想される．A1exander等は，フラクトソの局在波動関数に対して，

 （2．25）              φプ、～exP［一（7／λ（ω））dφ］

の形を仮定した（Entin－Woh1man et a1．（1985），A1exander et a1．（1986））．ここで，λ（ω）

は，フラクトソの局在長であり，aφが局在の強さを表す指数となっている．特に，aψ＞1のと

き，φ∫、は“超局在”していると呼ばれる．aψの値に関する理論（Levy andSoui11ard（1987），

Harris and Aharony（1987），Aharony et a1．（1987））はいくつか報告されているが，現在の

ところ，0．95＜aφく1．4（a＝2）の範囲で一致した見解は得られていない．これらの理論はいずれ

も，フラクトソの局在中心から十分離れたところでは，波動関数が中心対称性を持っているこ

とを仮定している．後に述べるように，我々はこの仮定が正しくたいことを明らかにし，従来

考えられていたようたaψでは波動関数を記述できたいことを示した．いずれにしても，フラク

トソの局在の様子を明確にすることは，フラクトソ励起が関与したランダム系の諸物性を理解

する上で極めて重要であり，系統的た研究が急がれる．

 我々は，新しい計算機アルゴリズムとスーパーコンピューターを有効利用することによって，

フラクトソの状態密度，モード・バターン，および分散関係を求めた．次章で我々が用いた計

算のアルゴリズムを簡単に紹介する．

 3．数値計算アルゴリズム

 格子系の振動問題を計算機を用いて調べる方法として最も一般的なものは，ダイナミカル・

マトリックスと呼ばれるNXM正方行列（Nは系の自由度）の固有値および固有ベクトルを求

めるものである．この方法は，比較的小さた系の全固有振動数や全固有モードを求めるには単

純で見通しがきくが，系が大きくなるとたちまち計算不可能にたってしまうという欠点を持っ

ている．これは，計算を実行するために必要たコンピューター上のメモリー・サイズがM2に比

例するためで，例えば2次元正方格子上のスカラー変位による振動問題を平均的な大型コン

ピューターで計算する場合には，一辺が50サイト程度の格子しか扱えないことにたる．パーコ

レーション・ネット上の振動励起を考える際には，この制約は致命的である．そこで我々は，必

要たメモリー・サイズがMに比例するようだ全く新しいアルゴリズム（Wi11iams and Maris

（1985））を採用し，この制限を取り除いた．状態密度とモード・パターンは各々独立なアルゴ

リズムによって求められるが，そのどちらも基本的アイデアとして「系の固有振動数は，同じ

振動数を持つ周期的外力に対し共鳴する」という事実を利用している．

 単位質量の質点と，それらをつたぐバネ定数1の線形バネから構成されたパーコレーション

・クラスターに対する運動方程式は
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 （3．1）              狐（C）十ΣK〃5（左）＝0
                      5

である．肌はク番目の格子点上の質点の変位を示す．ここでは，変位はスカラーとして考える．

凡5は，ノが乞の最近接格子点であり，かつ両格子点共に質点がある場合は1，ク≠プで，それ以

外の場合は0をとるものとする．さらに，K〃は，格子点つの最近接で質点により占有された格

子点の数をzとすると，一zの値をとる．さて，（3．1）式で表される系に周期的外力F．cos（φゴ）

・CoS（ω左）を加えることを考える．ここで，ハは定数であり，φ・はクに対してランダムた位相

である．このようた外力により，固有振動数ωλがωに近い固有状態は共鳴を起こし，その共鳴

エネルギーは外力を加える時間左が増大すると共にω＝ωλにピークを持つδ一関数のようにな

る．このことより，状態密度g（ω）は

（3．2）
・（ω）一8＜齦f）〉

と表すことができる．ここで，Mは系の自由度であり，＜亙（才，ω）〉はφゴについて平均された系

のエネルギーを表す．この式から我々は，ランダムな周期的外力を加えられた系の全エネル

ギーを計算することによって，状態密度を得ることができる．

 単一モードを取り出すためにも強制振動による方法が有効である．状態密度を求めるときと

同じような外力を加えて広→。oとすれば，系に縮退がたい限り，外力の振動数ωに最も近い

振動数を持つ固有モードのみが相対的に増強される．しかし，これでは非常に長いCPU時間を

必要とするため効率的ではない．ここでは，モードの選択性を高めるために，次のようだ方法

がとられた．

 各質点の変位は，C＝OのときOで，外力も加わっていたいものとする．次に，左時間だけ外

カハCoS（ω≠）を加える．このとき，系がある程度共鳴を起こし，ωに近い比較的多くの固有

モードが増強されるようた床を選ぶ．いま，≠後の各質点の変位を〃〕とする．次に，外力の振

幅を〃’〕＝〃）と変換し，系を初期状態に戻してから同じ手順を繰り返す．この操作をP回繰

り返すと，振動の共鳴幅∠9は非常に小さくたり，モードの選択性は向上する．このようにし

て，左とPを適当に選ぶことによって単一モードを得ることができる．

 本研究で用いられたアルゴリズムは，状態密度にしても，モード・パターンにしても，系の

運動方程式を数値的に解き，その時間発展を求めることを基本としている．これは，実際の計

算において，系の自由度に比例するメモリー・スペースを要することを意味する．さらに，ア

ルゴリズムが非常に単純なため，アレイ・プロセッサを持つスーパーコンピューターにおいて，

プログラムは高度にベクトル化される．このため，我々は，通常のアルゴリズムと通常の大型

計算機を用いたシミュレーションよりも，50倍大きなシステムを200倍の計算速度で計算する

ことができた．

 4．結果

 ここで用いられた計算法は，次の3つの方法により，その精度がチェックされた．

 （i） 2次元規則系における状態密度

 （ii） 3次元規則系における状態密度

 （iii） 1次元不純物（Iight mass impurity）準位の波動関数

いずれも，厳密解が分かっており（Montro11and Potts（1955）），それらと数値計算による結

果とが比較された．その結果，どれも十分た精度を持って厳密解を再現していることが分かっ
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た．特に，これまで高精度の値を得るのが困難であった低振動数における状態密度に対しても，

本方法は極めて有効であることが明らかとたった．

 4．1状態密度

 2次元および3次元のパーコレーション系に対して，上述の数値計算を行ない，フラクトソ

を実際に励起し，その状態密度を求めた（Yakubo and Nakayama（1987））．

 2次元パーコレーション・クラスターは，700×700の正方格子上に作られ，濃度ヵ＝0，593

（＝力。）でサイト数116，991のものと，力＝0．67でサイト数317，672のものが用意された．図3

は，力＝力、での状態密度である．直線は，g（ω）～ω1’3のguiding1ineである．この結果，ω＜1

から，計算された最低振動数に至るまで，状態密度はA1exander and Orbach（ユ982）の予想

通りω1／3に比例していることが分かる．これは，フラクトソ次元a。が4／3に非常に近いことを

意味している．系は臨界濃度にあるため，相関長ξ力は発散しており，従ってフォノンは如何た

る低振動数に対しても励起され得たい．このことは，図3にフォノンーフラクトンのクロスオー

バーが見られたいことに対応している．ω～1に対応する波長よりも短いスケールでは，系はも

はやフラクタルとは見たせたいので，状態密度はω～！より上でω1／3に比例したくたる．

 力＝O．67の2次元パーコレーション系の状態密度は図4に示されている．0．1＜ω＜1の振動

数領域で，状態密度は，やはりω1∫3に比例しているが，これより低振動数側ではωに比例して

いる．ω一依存性の変化する振動数（ここでは，およそO．1）は系に特徴的た振動数であり，こ

の振動数が第2章で述べたフォノンーフラクドソクロスオーバー振動数ω〃である．予想され

る通り，我々の計算においてω〃＜ω＜1ではフラクトソ状態密度が，ω＜ω〃ではフォノン状

態密度が各々得られた．Derridaeta1．（1984）の有効媒質近似（EMA）による計算では，ク

ロスオーバー付近の状態密度は振動数の増加にともたって急激に上昇しているが，我々の計算

では，そのような急勾配（steepneSS）は見られたい．ω〃が，系の密度相関を無視できたくた

る最低振動数であることを考えると，EMAによって計算されたω〃近くでの状態密度の振舞

いは正しくたい可能性が強い．この点に関’しては，第5章でもう一度議論される．

 3次元パーコレーション・クラスターは，70×70x70の立方格子上に濃度力：0．4（力。＝
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図3．臨界濃度における2次元パーコレーション系の状態密度．クラス、ター・サイズは，116，991．
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図5．力＝O．4における3次元パーコレーション系の状態密度．クラスター・サイズは，122，448．

O．311）で作られた．クラスター・サイズは122，448である．図5は，計算されたこの系の状態密

度であるが，この場合もフォノン領域（g（ω）～ω2）とフラクトソ領域（g（ω）～ω1／3）が存

在している．この結果から，少なくとも2次元と3次元においては，フラクトソ次元a、はaに

依存せず4／3であることが確かめられた．この系でのω〃は，およそ0．1であるが，フォノン

からフラクトンヘのクロスオーバーは滑らかで，やはり，急勾配は見られたい．ω＝1に状態密

度のピークが見られるが，これは比較的重いブロヅブに，1本のボンドでつたがった1個の質

点の振動モードに対応している．
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図6．臨界濃度における2次元パーコレーション上に励起されたω＝0．01のフラクドソモード・
   パターンの拡大図．クラスター・サイズは，169，576．振幅は矢印の長さで示している．

 4．2 モード・パターン

 第3章で述べた方法により，我々は2次元パーコレーション・クラスター上に励起されたフ

ラクトソのモード・バターンを計算した．図6は，700x700の正方格子上に力＝O．593（＝力。）

で形成されたサイズ169，576のパーコレーション・クラスター上にω：0．01のフラクトソを

励起し，ある瞬間の変位バターンを矢印で表したものの拡大図である．この結果は，第3章で

述べた繰り返し回数Pを16，ω彦＝80として得られた．この励起は明らかに局在している．特に

振動の端の部分では鋭く，その振幅は減少している．この状況は，図6に示されている線分A

に沿った断面図（図7（a））を見れば，よりはっきりする．ここで，図7（a）の白丸は非占有

サイトを表している．振動はほとんどステップ関数的に振舞っていることから，大振幅で振動

しているこの部分（振動の「コア」と呼ぶことにする）はすべて同位相で一様に振動している
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ことが分かる．このフラ、クトソの場合，コアは周囲の部分と1本のボンドで結合している（コ

アの上方）が，振幅はこの方向にゆっくりと減衰している（図7（b））．ここで重要なことは，

コアからずっと離れたところにおいてさえも，モード・バターンは中心対称性を持たないとい

うことである．

 単一のフラクトソは中心対称性を持たないとしても，特定た振動数を持っフラクトソの集合

平均は，中心対称な平均波動関数を持つと期待される．我々は，700×700の正方格子上に臨界

濃度の2次元パーコレーション系を9バターン作り，その上に，ω＝0．01に極めて近い振動数を

持つ129個のフラクトソを励起し，平均波動関数を求めた（図8参照）．白丸は，中心からの距

 1．0一

①
勺     一
コ     一

一 0．Oρ‘    一

ε   一
く   二

 一1．O‘

 1．0二

①      ’
で     ＿
箏

’一 @〇．0
E   一

ξ 二

 一1．0一

Line A

Line B

図7．図6の線分AおよびBに沿った断面図。
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図8．平均されたフラクトソ波動関数．黒丸は中心からの距離プと平均振幅〈1φ〃（7）1〉のプ
   ロットであり，白丸は7と一1n〈1φプ、（γ）1〉の1og－1ogプロットである。
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表1．異なる5つの振動数に対する局在長
   と指数aφの値．

振動数ω  局在長λ   aφ

0．005

0．006

0．007

0．008

0．010

28．13

24．18

23．49

19．41

17．20

2，25

2，24

2，34

2，26

2．31

離7（格子間隔を1とする）に対する振幅の絶対値の平均〈1φ！、（7）1〉を表しており，黒丸は，

7と一1n（＜1φ！、（7）1＞）の1og－1Ogプロットである．黒丸を通る直線は，これらのデータに対し

最小二乗法で引いた直線で，この直線の傾きが（2．25）式のaψを与える（自丸を通る曲線は，こ

の直線のリニア・プロットである）．我々の計算結果は，aφ＝2，3±O．1であることを示してい

る．また，局在長は，λ（ω＝0．01）＝17．2である．図8からも分かる通り，この計算は，O＜7＜

30に対して行なわれている．これは，ここで得られたaφがコアの部分のみの平均波動関数を記

述していることを意味している．

 第2章でも述べた通り，aψの値に関する理論的予測はまちまちであるが，我々の結果はどの

理論値（2次元でO．95＜aψ＜1．4）よりも大きたaψを与えている．この不一致については次章

で述べることにする．

 最後に，これまで扱ってきた励起がフラクトソであることを確かめるために，フラクトソの

分散関係である局在長λ（ω）の振動数依存性を計算した．これを計算するために，異なる4つ

の振動数，ω＝0，005，O．006，0，007，0，O08を持つフラクトソを各々5つのパーコレーション・ク

ラスター上に数多く励起させ，上述と同じ方法でaψとλ（ω）を求めた（表1参照）．指数aψ

は，計算精度の範囲内で振動数に依存しないが，局在長は，ノ1（ω）～ω■λのように振動数に依

存することがこの表より分かる．最小二乗法によりλを求めると，λ＝0．71であり，スケーリ

ング理論による結果，λ＝a。／D＝O．705とよく一致している．従って，我々は確かにフラクトソ

を計算の対象としていたことになる．

 5．結   論

 パーコレーション系に励起されたスカラー・フラクトソの基本的性質を解明するために，い

くつかの数値実験が行なわれた．巨大たシステムを取り扱う必要性から，我々は新しい計算の

アルゴリズムとスーパーコンピューターを用㌧・てシミュレーションを行なった．まず，2次元

および3次元におけるフラクトソ励起の状態密度を求めた．その結果，フラクトソ励起を特徴

づけるフラクトソ次元a、は，いずれの場合も4／3に極めて近く，A1exander and Orbach

（1982）による予想が確認された．パーコレーション系の相関長ξ力よりも長波長の励起に対し

て，状態密度はDebye理論に従うことが分かった（フォノン領域）．また，状態密度は，フォノ

ンとフラクトソのクロスオーバー領域において滑らかであり，有効媒質近似によって予想され

たようだ特別た急勾配は見られなかった．フラクトソの状態密度は，近年実験的にも調べられ

ているが（Rosenberg（1985），Dianouxeta1．（1987），Fontanaeta1．（1987），Courtenseta1．

（1988）），クロろオーバー領域における急勾配の有無に関しては，統一的な見解が得られていた

い．ただ，共有結合性のサンプルに急勾配が多く見られ（Rosenberg（1985），Dianoux et a1．

（1987）），そうでたいものにこれが見られないことから（Fontanaeta1．（1987），Courtenset a1．
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（1988）），急勾配の原因は変角力にあると考えることもできる．これまでの数値計算は，すべて

スカラー変位を対象としたものであるが，第2章で述べた通り変角力等を考慮すると，状態密

度はξク，a。，λの大小関係によって様々た振舞いを見せることにたる．．従って，変角力のある

パーコレーション系における振動励起の振舞いを数値的に研究することは，フォノンからフラ

クトンヘのクロスオーバーを解明するだけでなく，より現実的た系でのフラクトソ励起の性質

を明らかにする上でも重要なことである．

 さらに，本研究では2次元パーコレーション・クラスター上に単一のフラクトソを励起し，そ

のモード・パターンを視覚的に明らかにした．この結果から，フラクトソは空間的に強く局在

したモードであることが明らかとなった．その局在の様子は，局在中心（中心はどこに定義さ

れるべきかはともかくとして）からはるかに遠いところにおいてさえも，中心対称性を持たな

い．これは，臨界濃度にあるパーコレーション・クラスターが無限に長い相関長を持つためで

ある．また，これらのフラクトソ波動関数の集合平均を考え，平均的な局在パターンを（2．25）

式に従って評価した．その結果，局在の強さを示す指数aψは既存の理論（Levy andSoui11ard

（1987），Harris and Aharony（1987），Aharony et a1．（1987））が予想する値よりもはるかに欠

きた値2．3±0．1をとることが分かった．理論との不一致は次のように説明される．従来のフラ

クトソ波動関数に関する理論は，パーコレーション・クラスター上のある一点における振幅が

ユークリッド距離プ離れた別の点に伝播するとき，振幅の減衰は，この2点間の平均最短経路

R（7）のみに依存することを仮定している．しかし，この仮定は上述したように，相関長が発散

するため，．正しくない（〈φ／、（プ）〉≠φプ、（＜プ〉））．従って，我々が計算したaφ（＜φ∫、（γ）〉～

exp『一（プ／λ（ω））dφ］）と，理論値のaψ（φ！、（〈プ〉）～exp［一（7／λ（ω））dφ］）とが等しくたくても

問題ではたい．我々のaφはフラクトソのコアの部分に対してのみ意味がある．おそらく，tai1

の部分を含めて平均操作を行なうと，7》λにおける〈φ！ブ（7）〉は異なる値を持ったaφで記述

されるであろう．さらに，相関長が発散し，単一のフラクトソが図6のように極めて不規則た

形状をしているという事実は，観測量に対応する行列要素の集合平均と平均波動関数を用いて

得られた行列要素とが異なることをも意味する．従って，フラクトソが関与する物理現象を理

解する際に重要なのはaψではたく，例えば，▽φ∫、やdivφ！、等の量の集合平均が振動数やパー

コレーション濃度によってどう振舞うかである．今後，これらの量に関するスケーリング理論

や数値計算が活発に行なわれることが期待される．

謝   辞

本研究を進めるにあたって，有益な御討論をして頂いた，R．Orbach教授と，スーパーコン

ピューターの利用に関し便宜を計って頂いた，北海道大学大型計算機センターに感謝の意を表

します．

                 参考文 献

Aharony，A．，Entin－Woh1man，O．and Orbach，Rl（1987）．Scattering of fractons，the Ioffe－Rege1

   criterion，and the4／3conjecture，P％ツ＆Re仏工e〃、，58，132－135．

A1exander，S．，Entin－Woh1man，O．and Orbach，R、（ユ986）、Phonon－fracton anharm㎝ic加teractions：

   The therma1conductivity of amorphous materials，P妙s．Reo．3，34．2726－2734．

A1exander，S．and Orbach，R．（1982）．Density of states on fracta1s：《fractons》，∫P妙＆（月α桃）エeκ．，

   43，L625－631．
Conig1io，A、（！981）．Therma1phase transition of the dilute∫一state potts and m－vector mode1s at the



60 統計数理 第37巻 第1号 1989

       perco1ation thresho1d，P％ツ∫．Re〃．工e〃．，46，250－253．

Courtens，E、，Vacher，R．，Pe1ous，J．and Woignier，T．（1988）．Obsemation of fractons in si1ica

       aerogels，亙mκoφんツs．工e〃．，6，245－250．

de Gennes，P G （1976） La perco1atlon   un concept um丘。ateur   ，工αRec加κゐe，7，919－927

Derrida，B．，Orbach，R．and Yu，K．W．（1984）．Perco1ation in the effective－medium approximation：

       Crossover between phonon and fracton excitations，P吻∫．Rm．3，29．6645－6651．

Diano平・A・J・・Page・J・N・and Rosenberg・H・M・（1987）・Ine1astic neutron scattering in the amorphous

       and the crysta11ine state：The phonon－fracton density of states，P妙∫．Rm．工e材．，58，886－888．

Entin－Wohlman，O．，Alexander，Sl and Orbach，R、（1985）．Inelastic extended－electron－localized－

       vibrationa1－state scattering rate，P％ツ∫．五eo．3，32．8007－8012．

Feng，S、（1985）、Crossover in spectra1dimensiona1ity of elastic perco1ation systems，P物s．児eo．B，32．

       5793－5797．

Fontana，A．，Rocca，F．and Fontana，M．P．（1987）、Directexperimenta1determination ofthe crossover

       frequency between phonon and fracton regimes and its scaling behavior in superionic si1ver

       borate g1asses，P免ツs．Reo．工e材．，58，503－506．

Gefen，Y．，Aharony，A．and A1exander，S．（1983）．Anomalous diffusion on perco1ating clusters，P妙s．

       jモeo．工e〃．，50，77－80．

Harris，A．B．and Aharony，A．（1987）．Anoma1ous diffusion，super1ocalization and hopping conductiv－

       ity on fracta1media，亙mκoψゐツs．ムe材．，4．1355－1360．

Kantor，Y．andWebman，I．（1984）．E1asticpropertiesofrandomperco1atingsystems，P伽，児eo．工e材．，

       52．1891－1894．

Levy，Y．一E．and Soui11ard，B．（1987）．Super1oca1ization of electrons and waves in fracta1media，

       亙m70φゐツs．五。e材．，4，233－237．

Montro11，E．W．and Potts，R．B．（1955）．Effect ofdefects on1atticevibrations，肋ツs．児m．，100，525－542．

Ramma1，R．and TouIouse，G．（1983）．Random wa1ks on fracta1structures and perco1ation clusters，

       ∫．Pゐツs．（月αれ5）工eκ．，44，L！3－22．

Rosenberg，H．M．（1985）．Ine1astic neutron scattering in epoxy resins：The phonon－fracton density of

       states and the speciic heat，P％ツ∫．Reo、工。e材．，54，704－706．

Stanley，H．E．（1977）．C1uster shapes at the percolation thresho1d：and effective c1uster dimen－

       sionality and its connection with critical－point exponents，∫P伽s．λ，10，L21ユー220．

Stauffer，D．（1985）．∫m伽。amc肋m Co月eκoZα肋mτゐeoη，Taylor＆Francis，London．

Webman，I．and Grest，G．S．（1985）．Dynamical behavior of fractal structures，P妙s．Re〃．B，31，ユ689－

       1692．

Wmiams，M．L．andMaris，H．J．（1985）．Numericalstudyofphon㎝loca1izati㎝indisorderedsystems，
       jPゐツ∫．jぞeo．j3，31．4508－4515．

Yakubo，K，and Nakayama，T．（1987）．Absence of the hump in the density of states of perco1ating

       c1usters，P％ツs．Reo．3，36．8933－8936．



Proceedings of the Institute of Statistica1Mathematics Vo1．37，No．ユ（1989） 61

        Dynamics of Fracta1s

          Kousuke Yakub0

       Tsuneyoshi Nakayama

（Facu1ty of Engineering，Hokkaido University）

    Perco1ating networks have a fracta1geometry on sma11er1en鉢h sca1es than the

perco1ation corre1ation1en鉢h島．This behavior crosses over to the Euc1idean geometry

on1arger sca1es than島．The scaIing argument has suggested that the vibrationaI density

of states for fracta1networks fo11ows to the universa11aw，D（ω）～ω夏一1，where a is the

fracton dimensiona1ity．These excitations are ca11ed．力αc6om∫．The exponent a for

perco1ating nets has been conjectures to be4／3，which is independent of the Euc1idean

dimension a．

    In this artic1e，we start by describing the sca工ing arguments about fracton dynamics

and present our resu1ts of computer experiments on the dynamics of two（23）一and three

（3ゴ）一dimensiona1site－perco1ating e1astic networks．Our systems treated have the site

number as Zα郷as N＞105，for which a nove1mmerica1method is emp1oyed．The

vibrationa1densities of states for these1arge perco1ating networks are obtained．It is

con丘rmed，for both2a－and3a－networks，that the vibrationa1density of states is propor－

tiona1toω夏一1with a c1oseto4／3intheregimeabovethecharacteristicfrequencyω。．We
cou1d not ind the notab1e steepness or hump in the density of states at the vicinity of a

phonon－fracton crossover frequencyω。，incompatib1e with the prediction by the effective

medium theory．

   We a1so performed supercomputer simu1ations in order to gain insight into the nature

of1oca1ized fracton modes excited on perco1ating networks．It is found that fracton

modes possess a quite unique character，i．e．，the core of fracton excitations fa11s off sharp1y

at their edges．This is in contrast with the case of homogeneous1y extended modes

（phonons），in which the change in their amp1itudes is corre1ated smooth1y over a1ong

distance．In this comection，（we construct the ens♀mb1e average of the fracton wave－

functions and ind＜φ！、〉～exp［一（γ／λ（ω））dφ］，whereλ（ω）～ω■。・71．The exponent，一0．71，

is in c1ose agreement with the prediction of the fracton dispersion1aw for a2a－perco1ating

network，一0，705，and the geometrica1exponentみis much1arger than current theoretica工

1imits for impurity e1ectronic states．These theories presume that the1oca1ization is

governed by the averaged distanceφ（＜プ＞），not the ensemb1e average of fracton wave－

function themse1ves＜φ∫、〉．The abrupt property of individua1reahzation forφ∫、obtained

imp1ies that the two kinds of averages are notthe same．In addition，we shou1d emphasize

that the ensemb1e average of the mα肋κeZemem〃may be different from the matrix eIement

usingtheensemb1eaverageoffractonfunctions．Whenweana1yzephysica1processes1ike
an ine1astic1ight scattering or a therma1conductivity，the ensemb1e average of matrix

e1ement themse1ves for strained fractons should be taken into account．

Key words：Fracta1s，perco1ations，1oca1ization，supercomputer．


