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統計基礎研究系

        尺度混合分布の確率密度関数の漸近展開の誤差評価

                                   清 水 良 一

 標準正規分布M（0，1）に従う確率変数Xの尺度混合γ＝σXの分布関数F（κ）をM（O，1）の分布関

数の（κ）の周りで展開する問題を考える．ただし，σはXと独立で，1の近傍で変動する確率変数であ

るとする．M（O，1）の確率密度関数をφとし，簡単の為に后は2またはそれ以上の偶数とすると，F（κ）

は

                  庇■1 1
           帥）：0（κ）一貫州ん一・（κ）．亙（σ2－1戸’φ（κ）

で近似され，その誤差は上限ム…α・｛亙（σ2－1）危十五（σ一2－1）危｝をもつ．すたわち，任意のκに対して

1F（κ）一G尾（κ）1≦ムである．ただし，∬はエルミート多項式，αは々だけで決まる正の数である．し

かし，分布関数のこの近似は，いろいろな事象の確率を十分によく近似しているという保証を与えてく

れる訳ではなく，とくに，多変量の場合にはこの種の誤差評価では余り役に立つとは思われない．

 いま，九（ξ）…ξ’1’2exp（一κ2ξ■1／2）をξの関数と見て，ξ＝1の周りで々一1次の項まで展開する．

（ξ一1）ゴの係数はH。ゴ（κ）・九（1）／25ノ1で与えられる．誤差項δ。危（ξ，κ）は絶対可積分であり，その積分

を（ξ一1）庇，（ξ■1－1）尾，および（ξ・1－1）糾2の一次式で評価することが出来る．任意の正の数σに対して
φ（κ／σ）／σは八（ξ）によってφ（κ／σ）／σ＝！（σ）／研と書けるので，φ（κ／σ）／σをφ（κ）の周りで展開し，

その誤差評価を得ることが出来る．このことから，確率変数γの確率密度関数∫（κ）；亙（φ（κ／σ）／σ）は

G庖（κ）の導関数α（κ）によって十分によく近似されることが分かる．とくに，任意のボレル集合λに対

して事象γ∈λの確率はG2（κ）のλ上の積分で近似され，その誤差はCパ五｛（σ2－1）島十（σ一2－1）島

十（σ■2－1）尾十2｝を越えたい．確率密度を展開するこの方法は，Xが多次元正規分布，Σが単位行列∫の

近くで変動する正定値確率行列の場合についてr＝Σ1’2Xの分布の漸近展開に拡張して使うことが出

来るものと期待される．いまの場合，F（κ）一G左（κ）の符号変化が高々2K回であることから，上の誤差

評価はl F（κ）一G左（κ）1≦ムから容易に得られるのであるが，これを多変量の場合に拡張して使うこと

は，少なくとも初等的た方法では出来そうもたい．なお，九（ξ5の代りに人（ξ）≡＾（1／ξ）を使うことに

よって，σ2をσ■2で置き換えた展開も可能であり，同様の上限が得られる．

           工、ノルムを用いた適合度検定について

                                  安 芸 重 雄

ShepP（1982），Rice（1982），JohnsonandKi11een（1983）等によって，Brownianbridgeの工1ノル

ムの分布が明らかにたった．これらの結果1こよ／，ト∫工岬舳）一舳1舳）とい／形の適合
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度検定統計量が使える．”の帰無仮説の下での漸近分布は，∫’1β（1）1舳分布である．ここで，1β（1）：

O≦左≦11はBrownian bridge．・以上の事の簡単た紹介が，Shorack and We11ner（1986）にある．

 この報告では，BrownianbridgeではなくWiener過程に収束するようだ確率過程に注目し，その工、

ノルムによって適合度検定を考える．これらの統計量の帰無仮説の下での漸近分布は，∫’1舳）i舳

分布である。ここで，1州）：・・1・11は，標準wi・…過程である．ξ一∫ユ1π（1）1・1と置／．…

（1946）はξのLap1ace変換を次のように与えた．

 （1）          工（z）＝Σ灼exP｛一（δ3’2z）2’3｝，
                   5＝1

ここで

・（ツ）一（2ｿザN（2判・＾（（2判1，

δ5はP’（ツ）のプ番目の五根，

               1・・ズ・（・）め

             篶＝ 3乱肌）  プ＝1・2・…

（1）式を反転して次の結果を導くことが出来る．

定理．ξの分布関数Gξ（・）は次のように書ける．

帥）一か・（和÷），

ここで

・（κ，α）一÷∫ll：…／一肌，・）／・・，

帆げg1㍗）「｝叶
K（α）＝1－111．

 この証明のためには，ZO10tarev（1964）の結果が本質的である．この定理の他に，ξの確率密度関数，

パーセント点，尾部確率の評価等の結果を得た（Aki and Kashiwagi（1988））．以下に適合度検定への

応用例を挙げる．

 側1．（一般化された）対称性の検定

 Aki（1987）によって定義された確率過程｛m”（C）：0≦才≦1｝に基づき，そのム、ノルムによって，一般

化された対称性の仮説を検定する．このとき，統計量は仮説の下で，ξへ法則収束する．

 例2．経験過程のマルチンゲール項
 ／Fθ；θ∈θ｝を［O，1］上の連続な分布関数からなる集合とする．いま，θ。∈θが存在して，Fθ。が［O，1］

上の一様分布であると仮定する．X、，X。，．．．，X、をFθに従う独立同分布の確率変数とし，F。をその経

一験分布関数とする．
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             舳一〃（州イ1音∫）・・）

と置き，仮説θ一服検定するために，n一∫’1舳1・雌義すると，・・i（・…）の結果によ／，

仮説の下で，T。はξへ法則収束する．さらに，各θ∈θに対し，FθがAki（1986）の条件A，Bを満

たすたらば，｛T、｝はBahadurの意味のstandardsequenceにたる．このとき，Mar1owの定理（Marcus

and ShepP（1971）参照）とAki（1986）の結果から，τ椛のapProximate Bahadur s1opeは3ろ2（θ）で

与えられることがわかる．ここで，

1（1）一∫’1舳）一∫f1音）ゐ1流

である．
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              極値分布の漸近近似について

                                   松 縄   規

 連続型分布からの大きさmの無作為標本に基づく后1oWer eXtremeSの同時分布と，その近似分布の

間の全変動の意味での一様近似について近似誤差の評価に関するいくつかの結果を得た．特に，誤差の

上界に関し，その存在が予想されていたが，大きさが未知であった后／mの項に掛かる絶対定数の最良値

を得た．

 Xη，、＜X、〆…＜X、，、をpdf．！（κ），cdf．F（κ）を持ち連続型分布からの無作為標本に基づく順序統

計量とする．o，ろをextended real numbersとし，区間（α，ろ）を！（κ）のsupPortとする．

 瓜＝（X”，、，．、．，X、，危）を后1owerextremesとすると，そのpdf．は

            m！         左      市1）＝（、一々）1［1I肌）］n一角只ル・） （α＜κ1＜κ・＜‘’’＜κ1＜ろ）

で与えられる．ここに，ル＝（κ、，．．、，κ尾）を表わす．


