
統計数理 第37巻 第2号（1989）

非線形拡散場におけるパターン形成＊

 東京工業大学理学部宇佐見 義 之
静岡大学工業短期大学部長 谷  隆

（1989年5月 受付）

 1．序

 Fracta1なバターンからdenseな凝集体を生成する問題について議論したい．この問題に関

して，計算機実験によるmode1ではこれまでη一mode1（Niemeyer et a1．（1984）），多粒子系

の凝集（Voss（1984），Uwaha andSaito（1988）），driftを伴うDLA（Meakin（1983），Nagatani

（1989））が調べられている．実験の方面では，電析（Grier et a1．（1986．1987），Hibbert and

Me1rose（1988．1989），Me1rose and Hibbert（1989），Sawada et a1．（1986）），ヴィスカスフィ

ソガリング（Patterson（1984）），結晶成長（Honjo（1985）），などにおける凝集体の形の変化

について様々た立場から研究がなされている．最近Grierらは電析の実験において，印加電圧

とイオンの濃度を変化させるに従って図1の様に凝集体の形が変わることを示唆した（Grier

et a1．（1986．1987））．彼らが描いた相図の信懸性を確かめる為，いくつかのグループが精力的

に実験を行なっているが，このようた状況のだか，今回我々は電析についての新たたmode1方

。
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図1．電析の実験において，Grieret a1．（1987）が描いた凝集体の形態

   変化に関する相図．

串本稿は，統計数理研究所共同研究（63一共会一51）における発表に基づくものである．
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程式系を提案し，その解として，同様た相図を得ることの可能性を示した．我々の方法は，濃

度場と電位ポテンシャルからたる連立方程式を数値的に解き凝集体を成長させていく方法であ

り，イオン濃度と印加電圧という二つのパラメーター空間の中で相の変化を議論できる点で優

れている．これによってVoss（1984），Uwaha and Saito（1988）らの多粒子系のsimuIation

を誘電率の濃度依存性という形で取り入れ，更にMeakin（1983），Nagatani（1989）らが調べ

たdriftの効果を電場から受ける形として自然に導入できた．通常のrandom wakerによる

simu1ationにおけるdriftは，ある二方向に力を加えるいわば“convective”たものであり，実

際の電析実験には普通現れない．このような観点からみれば，他の計算機実験と比較してより

直接的に実験のmode1化ができたと考えられよう（Usami and Nagatani（1989a，1989b，
1989c））．

 2．基礎方程式とモデル

 2．1mOde1の説明

 通常のfracta1を生成させる電析の実験においては，イオンの濃度場は準定常近似のもとで

次の様た拡散方程式に従う．

（2．1）

（2，2）

（2．3）

▽・（Z＋μ十C＋▽の十ノ）十▽C＋）＝0

▽・（Z＿μ＿C＿▽の十D＿▽C＿）＝O

▽・（ε）▽の＝一（Z．C。十Z－C一）

ここで，D，μ，Z，εはそれぞれ，拡散係数，易動度，電荷，誘電率であり，添字の十と一はそ

れぞれ十イオン，一イオンの量であることを示す．またのはこれらのイオンからつくられる電
気ポテンシャルである．ここで，金属葉の析出の速度が粒子の拡散に比べて非常に遅しI・という

実験の状況を踏まえて，次の様た電気的中性の条件を仮定する．

（2．4） Z一十C＋一ト2＝＿C＿＝O

チると（2．3）式を通じて連立していたC。＝C。（κ）とC一＝C一（κ）がdecoup1eして（2．1）か

（2．2）のみを取ればよくたるので，以下C。（κ）だけを考えることにして添字の十を省略する．

析出体の形がイオンの濃度に従って変化することは，次の様に水溶液の誘電率がイオンの濃度

に比例すると考えることによって取り入れられる．

（2．5） ε（C）＝εo＋γC

ε。は誘電率のうちイオンの濃度に依らたい部分，γは濃度に比例する部分の比例定数である．

イオンの濃度が希薄た場合には近似的にこの仮定が成り立つ．すると，結局

（2．6）

（2．7）

▽ ・（ZμC▽の十ノ）▽C）＝O ・

▽ ・（εo＋γC）▽の＝O

とたる．各変数を適当な量でスケールし，無次元化する．
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図2．拡散場，凝集体，境界条件，等を表したスケッチ画．境界条件は

   凝集体の表面でC＝0，の＝0，境界でC＝1，の＝1．

κ→禿＝κ／工  （工；系のサイズ）

（▽→▽）

C→C＝C／C。 （C。；遠方でのイオン濃度）

の→の二の／の。 （の。；印加電圧）

ε→ε＝ε（C）／ε。

    ＝1＋（γCo／εo）C

すると，我々の最終的たmode1方程式が得られる．

 （2．8）         ▽・（αC▽の十▽C）＝O

 （2．9）                      ▽ ・（1＋βC）▽の＝0

ここでαとβはそれぞれ，印加電圧とイオン濃度を示す無次元パラメーターである．

α＝（Zμの。／D），  β＝（γCo／ε。）

2．2系の発展基準

 系の発展基準はNiemeyer et a1．（1984），Taguchi（1989），あるいは本田（1987）と同じで

ある．境界条件等が図2に模式的に示してある．系の中心にPointseedを配し，図2の様た境

界条件のもとに場の方程式（2．8），（2．9）を解く．次に粒子が来るべきサイトの成長確率Rは，

そこでの粒子の流れ∫F一（αC∂の／∂κ十∂C／∂κ）1作κ、に比例すると考える．従って，規格化さ

れた成長確率はR＝1∫｛1／Σ1み1で与えられる．粒子付着は各perimeterにこの重みを割り
             尾
振った後，乱数を発生させランダムに行なう．この手順が一回終わって一つの粒子が付着する

と境界条件が変わるので，その新たな境界条件のもと（2．8），（2．9）式を解き，凝集体が適当た大

きさにたるまで同じ操作を繰り返す．系のサイズは図2にある対角線の長さで4001attice

units，計算は分子科学研究所のHitac s820で主に行たった．
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（a）α＝O，β＝0 （b）α＝20，β＝0

            （c）α＝35，β＝O

図3．成長したクラスターの例、（a）α＝O，（b）α＝20，（c）α＝35（すべてβ：0）。

   電圧に対応するパラメーターαを増すに従って凝集体のパターンはDLA
   fractal→dense aggregationと変化する．

 3．結果と考察

 まず凝集体のパターンの印加電月三依存性を調べる為，β（イオン濃度に対応する無次元パラ

メーター）を固定し，α（印加電圧に対応する無次元パラメーター）を変えて形の変化をみる．

図3（a）はパラメーターをα＝O，β＝0に選んで計算した時のクラスターである．全体的た形は

random wa1kerによるDLAに酷似している．これは（2．8），（2．9）式でα＝0，β＝Oとすると，

濃度場もポテンシャル場も単純たラプラス方程式にたるので当然である．次にαをα＝20，

α＝35と増やしていくと，凝集体の形がDLA fracta1たものから密な凝集体へ変化していき，

crossoverを起こすことが確認される（図3（b），（c））．これは電析の実験で印加電圧を上げて

いくに従って析出体の形がfracta1→compactと変化する結果に対応している．これら凝集

体のパターン変化は統計的なmeasureとして。rossover1engthを導入することによって定量

的に議論することが可能とたる．これを調べるために，中心からの半径とその半径での密度を

1og－1ogでプロットしたものを図4に示す．短い距離のところではどのカーブも一つの直線の

上に載っており，その傾きはおよそ一〇．38にたっていることがこの図からわかる．ま一た印加電

圧に対応するパラメーターαを大きくするに従って，図中に示した様にそれぞれξ1（α＝20），
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図4．中心からの距離と，そこでの密度を1og－1ogでプロットしたもの：
   （×）；α；O，（○）；α＝20，（□）；α＝35（すべてβ＝0）．図中に示

   したξ、，ξ。はそれぞれα＝20，α＝35に対応する。rossover
   lengthを示す．

ξ。（α＝35）の距離から。rossoverを起こすことがわかる．

 αを一定に保ち，濃度に対応するパラメーターβを増加させても凝集体は。penstructure→

dense aggregationという変化をみせる（図5）．図6にその統計を示した．crossoverが図中

にξ・（β＝20），ξ・（β＝80）と示された距離で起こっていることが理解できる．先の結果と併せて

考えると，αとβ，2つのparameter空間の中で，凝集体の形態変化を図7の様たmorpho工。gy

diagramとして捉えることができよう．

 Grier et a1．（1986．1987）らがspecu1ativeに描いた相図に関して補足すると，通常DLAは

SCa1eが無限大あるいは系のサイズまで自己相似たものとして定義されているので，この意味

でDLA相は図1の原点に特異的に存在するに過ぎたい．我々の定義で言えば，crossover

1engthの等高線をα，βの関数として描いた時に同様た相図が得られるものと思われる．もし

くは，crossover1engthがある長さより短くなったところでDLAfracta1とdenseaggrega－

tiOnの境界線を引くと約束してもよい．

 次はもとの方程式（2．6），（2．7）に戻って。rossover1engthのパラメーター依存性を考えてみ

よう．β；Oの場合を考えてドリフトの効果のみを考察する．simu1atiOnで得られた。1usterの

形の変化は，（2．6）式の第一項のdrifttemと第二項のdi任usiontermの競合に起因する．拡散

によって粒子はオ時間後におよそZ（才）～（〃）1∫2たけ進むのに対し，電場によってはおよそ

Z（左）～（Zμ0。／工）ご位進む（平均的た電場の強さをm／励～0。／工で評価した）．両者が等しくな

る時間は左～D工2／（Zμ0。）2で，その時の距離はZ～D工／Zμの。＝工／α（α＝Zμの。／D）とたる．

この長さが。rderestimateとしての。rossover1engthであり，即ちこの距離よりも短い長さで

は粒子は拡散的に進み，c1usterの構造はDLA的にたることが期待される．逆にこの距離Z
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（a）α＝10，β＝0 （b）α＝10，β＝20

／

τ

          （c）α＝10，β＝80

図5．濃度に対応するパラメーターβを変えた場合のバターン変化、
   （a）β＝O，（b）β＝20，（c）β＝80（すべてα＝10）．αを固定し

   てβを増加させても，密な凝集体に変化する．

～工／αよりも大きいところでは。1usterは。ompactな構造を持つ．あるいは，（2．6）式を解く

と一次元の場合，C（κ）～exp（一Zμの。κ／工）＝exp（一価／L）が得られて，工／αが特徴的た長さを

与え，それはαの増大とともに1／αで減少することがわかる．

 4．結   語

 電析の実験で得られた相図を説明する新たたmOde1を提案し，。それに従っ．て計算機実験を行

なった．凝集体のパターン変化について。rossover1en敦hをmeasureとして議論し，印加電圧

と濃度に対応する二つのパラメーター空間の中で相の変化を調べた．ここで用いた方法は拡散

場を解いてDLAを生成させる方法であり，従来までの計算機実験と比較すると，より直接的に

実験のmode1化ができることが利点として挙げられると思う．以上提案したモデルとその結

果について述べたが，一つ注意しておきたいことは，ここで提案した凝集体の形態変化の濃度

依存性は，考えられるモデルの一つであるということで，例えば成長速度に依るとするたど，他

の要因も勿論考えられ，現在検討中である．またやり残したこと，解らたいところも多い．例

えば実験では，凝集体の表面が丸くたることが報告されており（dense radia1），その為にはた
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図6．中心からの距離と，そこでの密度を1og－1ogでプロットした
   もの：（O）；β；0，（×）；β；20，（△）；β＝80（すべてα＝

   10）．図中に示したξ1，ξ・はそれぞれβ＝20，β＝80に対応す

   る。rossover1engthである．
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んらかの形で長波長のmodeが安定するようだ機構が存在しなくてはたら．ない．また，同時に

Grier（1986．1987），Hibbert and Me1rose（1988），Sawadaet a1．（1986）等は共通してdendrite

相の存在を示唆しており，どの様た条件でこれらが現れるかについては，今回のmode1の延長

として捉えることができるかどうか，今のところはっきりしたい．いずれにせよ，今後も実験

結果との対比がこの分野の発展に重要た寄与をもたらすものと思われる．
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      Aggregation in Coup1ed Diffusion Fie1ds：

      A Model for E1ectrochemical Deposition

                 Yoshiyuki Usami

（Department of App1ied Physics，Tokyo Institute of Techno1ogy）

         Takashi Nagatani

（Co11ege of Engineering，Shizuoka University）

   A new mode1is proposed to describe the e丘ect of both ion concentration and app1ied

vo1tage on the e1ectrochemica1deposition．Themode1equations are expressed interms of

the coup1ed diffusion ie1ds1the one is concentration fie1d of ions and the other is e1ectric

potentia1ie1d．Two important dimension1ess parameters are introduced to describe

concentration of ions and strength of app1ied vo1tage．Computer simu1ation is performed

uponthis mode1．It is fomd that the aggregate crosses over from DLA fracta1to the dense

aggregate when these two parameters are increased．It is shown that the morpho1ogy

diagram expressed in terms of these two prarameters is c1ose to that obtained by the

experiment on e1ectrochemica1deposition．

Key words： Fracta1，DLA，electrochemica1deposition，crossover．


