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集中多様体と集中解析のシステム（I）＊

ジー二の統計方法論の幾何学的展開

統計数理研究所田口時夫
（ユ988年5月受付）

 1．序論   パレート ジー二の統計業績とその継承

 かつて，V、カステラーノ（前ローマ大学統計学部長）は，C．ジー二（同学部創設者）を追悼

した一文において，ジー二をK．ピァソソに比肩する記述統計学者であると評価した．ジー二の

統計学は，数理解析的な側面では未完成であり，ピアソンの統計学と比較すると，その対象の

有機的な性格の故に遥かに未成熟の段階にあったが，彼自身が予言したように，将来を約束す

るものであった．

 それは，以下の各節において逐次示されるが，その前にピアソンの統計解析と，ジー二の統

計解析を明確に区別しなくてはならない．つまりピアソンの解析対象は，規模ないし度数分布

表であり，ジー二の解析対象は，規模分布とシェア分布によってベクトル的に構成された構造

統計表であったのである．

 ジー二の統計学の成立を歴史的に捉えると，V．パレートの果たした役割を見逃すことはでき

ない．パレートは経験的な所得分布をピアソン系外に見出したのであり，それは後に，P．レヴィ

によって確認された．ジー二はこの分布に対して解析の道を開いたカミ，それを実現させたのは

構造統計表を基礎とするローレンツ曲線を導入したことによるのである．

 後者の統計表は，現に代表的た経済統計の形式を与えており，官庁統計を初めとして一般に

普及していることから，この種の統計表をもとにした記述及び解析のシステムを整備し完成さ

せることには大きな意義がある．

 さて，ジー二はパレート分布を中心としてローレンツ曲線を解析し，集中係数に不平等尺度

としての役割を見出し，更にその主たる構成要素として平均差を析出した．しかし彼の業績は

概ね1変量の解析の範囲に留まったので，D．C．マハラノビスを初め，彼の後継者達は2変量の

解析へと方法を拡張する努力を重ねてきた．しかしその成果は，ごく最近に至るまではたかだ

かローレンツ曲線の類似曲線を構成し，それを解析する段階に留まっていたのである＊＊．

 2変量の解析系を完成させる為には，集中曲線の段階から集中曲面の構成へと次元を高めね

＊本稿は次の諸口頭発表を理論的に統括したものである．

 田口時夫（1987）．On the structure of mu1tivariate concentration，First Intemationa1Confer－

   ence of Statistica1Data Ana1ysis Based on the L，Norm and Related Methods，Neuchate1，

   Switzer1and．
 田口時夫（1987）．多変量集中解析法の方法論的性格一非線形基準の統計解析法，理論・計量経済学

   会．
 田口時夫（1988）．特異分布の解析システムについて，日本数学会．
榊 マハラノビスによれば，集中曲線はローレンツ曲線と区別されるべき，その類似曲線の1つであり，

 N．C．カクワニばそれを踏襲している．しかし本稿では特に区別せず，ローレンツ曲線の意味でそれ

 を用いている．
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ぼたらたい．それによって初めてピアソン系と並ぶ統計解析系の構成の可能性が生じ，

の性格が浮き彫りにされるのである．

またそ

 2．集中曲面の定義と性質

 集中曲線から集中曲面へと推論を発展させる構想と試みは，単に著者のみでたく，イタリア

のG．ルネッタ等を初めとして幾人かの統計学者によっても行われてきた．しかしこれまでのと

ころ，以下に与える著者の形式が最も一般性をもつようであり，事実，それに沿った研究が近

来行われている（後掲Tranqui11i（1985），Amo1d（1986），Cifare11i and Regazzini（1986）参

照）．

 集中曲面を定義するに先立って，経験的たローレンツ曲線が表1の構造統計表のグラフ的表

現であることを再認識する必要がある．そのグラフはベクトル的に，

阯   ・一（貫11）

と表わされるものであって，解析的集中曲線は（2．1）式を連続的に表現したものに他ならない．

つまり解析的た集中曲線は，規模分布関数及びシェア分布関数をそれぞれ

（2．2）
σ（κ）一∫二・（ζ）・ζ，γ（κ）一∫二・（ζ）・ζ

の形で導入し，そのベクトル関数工（κ）として定義されたものである．従って，工（κ）は

（2．3）
吋11）一∫1（土）峨

とすることができる．ここで，μκはκの平均値を表わしている（詳細は，後掲田口（1984）参
照）．

 2標識κ，yについての集中曲面の構想は，表1の代わりに表2の構造統計表を対象とするこ

とによって得られる．この場合（2．2）式に準じて，規模分布及びκ，ツに関するシェア分布をそ

れぞれ

（2．4）

σ（κ，ツ）一∫二∫二・（ζ，1）・ζ・1，

γ（κ，ツ）一∫二∫二・（ζ，η）舳，

肌，・）一∫二∫二・（ζ，1）・ζ・1

表1．単一標識κに関する構造統計表

分  布

κの階層

（I）規模分布
（II）κに関するシェア

κo≦λ＜κ1

ml

ol

π’＿1≦κ＜篶

m｛

ω

κ加一1≦κ

m”

o”

計

1
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表2、（κ，y）標識に関する構造統計表

   m．．＝Σ肌：1，o．．＝Σo。；1，〃．．＝Σ肌＝1．
     由一］              ム十ユ              ゐ＝1

ツO≦ツ＜ツ1

分  布

κの階層

（I）規模分布
（II）κに関するシェア

（III）yに関するシェア

κO≦κ＜π1

仏ユ

。11

〃11

κ三＿1≦κ＜ル

肌］

0｛1

Z仏1

加一1≦κ

m〃ユ

〃祀I

〃加1

計

m．］

0．1

〃一1

y1≦ツ＜ツ。

κの階層

分 布
κo≦κ＜兀I 篶一1≦κくん κ。一1≦κ 計

（I）規模分布 〃12 mf2 mη2 m．2

（II）κに関するシェア 012 o！2 0〃2 仏2

（m）yに関するシェア 〃I2 〃三2 〃”2 〃．2

ツ・≦ギ＜ツ・

ルー1≦ツ

によって表わすと，我々は解析集中曲面工（κ，y）を

（2．5） 叶（㍑べ）雌
とすることができる．

 従って，集中曲線が図1のように平面曲線として表現されるのに対して，集中曲面は一般に

図2のように立体的な曲面として表現される．但し，図2は（2．4）式のm（κ，ツ）を相互独立なパ

レート型分布

                 ！ （2．6）     m（κ，y）＝一×0．92ズ3’2ツ■3∫2；  1≦κ，y≦100
                 4

とした特殊なものであり，一般的には図3が予想される．

 図2及び3によって理解できるように，集中曲面は一般的には閉曲面として2つの空間的境

界曲線をもっている．これらの曲線は（2．5）式の記号を用いると，容易にム（κ，∞）及び工（∞，

y）であることが示されるので，それぞれム1（κ）及びム。（y）とすることができる．今ムェ（κ）及び

工。（ツ）の各座標軸方向の正射影曲線をそれぞれ

 （2．7）     ム。。（κ），工工1（κ），工、。（κ）；ム。。（ツ），工。1（y），ム。。（ツ）

とすると，それらは図3及び4に示されるような位置関係に置かれる．

 諸曲線のうち特に，几、。（κ）及び工。1（ツ）は，それぞれκ及びツに関するローレンツ曲線であ

る．また，その他の曲線は集中類似曲線といえるもので，その機能に応じて従来から様々た呼
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Σ〃1         l1，lj
γけ〕              11，1〕

＝m＝1

1O，O〕

   （i）表1の集中折線

10，Ol          σけ〕

（ii）集中曲線

図1．

肌

   Jl＝40 戸70 （1，ユ，1）

y＝20   ！’

＼1
’レ’      ■＝70
！6こ一＼、

よ＝40

∫＝2Ω／
γ

σ

図2．集中曲面

称を与えられてきた．しかし本稿では，それらの歴史的な由来や機能に拘泥せず，単に第1種

及び第2種類似曲線と区別するに留める．

 さて，集団の各個体へのκ及びツ標識量の配分が均等化されるに従って，集中曲面は図4に

示す空間的対角線0Pへと収縮する．従って，線分0Pを2変量κ，ツに関する均等線というこ

とができる．境界曲線の正射影がκ及びツの集中曲線とその類似曲線を生じたように，空間的

均等線の正射影はκ及びツに関する平面的均等線とその類似直線を生じる．図3の0Q，0R，

0∫がそれである．このことは更に，境界曲線の正射影曲線と均等線の正射影との剛こ，κ及び

ツに関する集中面積及びその類似面積を与えることにたる．図4に示されるλ，B，Cがその一

例であって，特に面積Cの2倍は，κに関するジー二集中度係数を与えている．従って今，λ，

3，Cの各々の2倍を集中係数及び集中類似係数としてG＝1。，G11，G、。で表わすと，それぞれ
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図3．一般的集中曲面

第1種集中類似曲線
Z11（π）

σ

B

十

λ

十
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πの集中曲線
几12（κ）

第2種集中類似曲線．
ムlO（π）

境界曲線
工1（κ）

γ

図4、工1（π）境界曲線の性質
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                  ∠。。
            G＝1。＝2λ＝      （第2種集中類似係数），
                 2μκμツ

                 ∠。1
 （28）        G1、＝2B＝      （第1種集中類似係数），
                 2μツ

                 ∠。。
            G、。＝2C＝      （集中係数）
                 2μ。

と表わすことができる．ここでμλ，μツはそれぞれκ及びyに関する平均値を意味する．また，

∠、。，∠1、，∠1。は平均差及び類似平均差といえるもので，それぞれ

     ムー＾ふ［1・馴（H）1㍑ロ

       一∫1∫ll…（舳）ll、ご1ハ、ご一州（ル）舳

（第2種類似平均差），

（2．9） ム1一 _，ふ「k出一兄）／㌃川

一∫二∫二1…（ガκ1）1（μ川バμ／l・。）ル1）ル・）舳・

（第1種類似平均差），

∠1・一ﾓ＾［・馴（H）1∴1
一∫二∫二1い・1ル・）ル伽・炉ム （平均差）．

ここで

 （2．10）                  μ洲κ＝E（γ1X＝κ）

である．

 今，ベクトル（G。。，G11，G1。）及び（∠。。，∠1、，∠1。）をそれぞれヘクトルジー二係数01及び

ベクトノレ平均差∠、とすると，これらのベクトルとその成分は，後述するように，集中解析系の

構成上重要た役割を演ずることにたる．上述のように，01は直接集中曲面の幾何学的特性量を

与えるが，∠1は間接的にその役割を演じている．∠。に直接幾何学的表現を与え，その算出を可

能とするものは，表1及び2のパーセント表の原形となる構造統計表である．

 3．集中多様体の構成とその意義

 第2節において集中曲面は，統計表の構成と対応させて，集中曲線の形式的拡張として定義

され，解析された．この曲面に，より実質的た意味を与えるものは，図5に示す集中多様体で

ある．一般に与えられた統計的集団は，その任意の部分集団に対してその規模と標識量の配分

比率の算定を可能としている．それは（2．4）式の積分領域を部分集団の存在領域Dで置き換え

ることによって与えられる．その場合（2．5）式によって構成されるヘクトノレエ｛（κ，y）∈川は

σγπ空間に対応する点として示される．一定の条件のもとで任意の部分集団の全体は工を

介してσγπ空間内に凸集合を形成することがいえる．その境界曲面が集中多様体であり，そ

れは集中曲面と，その同種曲面によって合成されることが示される．ここで同種曲面とは，（2．4）

式における集中曲面成分κ及びツに関する積分区間（一〇〇，κ）及び（一○o，γ）の一方または両
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図5．集中多様体

者を区間（κ，co）及び（ツ，○○）によって置き換えることによって生じた曲面であり，3種類の曲

面として実現する．

 以上によって集中多様体は確定した体積をもつことになり，それを集中体積ということがで

きる．この体積γは0。，0。；∠1，∠。と共に集中解析上重要な役割をもつことになるが，それ

はその構成からん，yに関する集中度係数G〃とすることができる．

 計算によると

                         ムツ
 （3．1）           G〃＝γ＝                        4μ兀μツ

である．ここでムッは

                             1 1 1
（・．・） ムツー∫二∫二／…（κ1一κ・）／／…（・・一ツ・）1κ1い・

                             y1 y2 y3
            3
            π！（篶，ル）a篶aル
            ｛＝1

で表現されるから（2．8）式や（3．1）式の関係からみてκ，yに関する平均差ということができ

る．

 κ，ツ標識量の各個体への配分が均等化されると，集中多様体も空間的均等線に接近し，体積

が，従って，G〃及び∠〃がOに近づくことはいうまでもたい．

 さて，0。，0。は集中解析上の基本統計量となるものであるが，これらは集中多様体上の微小

面分を大きさとする法線ベクトル〃ω（κ，y）aκめ；ゴ＝1，2，3，4の合成によって得られる．ま

たG〃は内積〃ω（κ，y）・び）（κ，y）aκめの総和で与えられる．ここで〃1）（κ，ツ）及び〃（1〕（κ，

ツ）は集中曲面とその面上の法線ベクトルを表わし，他の”〕（κ，ly）及びが〕（κ，y）はム（1〕（κ，y）
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の同種曲面とその面上の法線ベクトルを表わす．従って，が〕（κ，ツ）はこの解析の基礎とたるベ

クトノレであるが，それは

               ∂              ∂（3・3）  柵・ツ）＝万び〕（κ，ツ），舳，・）＝万び〕（κ・ツ）

とすると

 （3．4）          〃ω（κ，y）＝e｛ゴ〕（κ，ツ）xeらゴ）（κ，ツ）； ク＝1，2，3，4

で表わされる．

 が〕（κ，y）を更に仔細に点検すると，集団内の任意特定の個体∫1，∫。間に働く相互作用素

肌，ム）を根源的要因とすることができる．つま1・川まそれぞれ一ク／ル（1，妻1，ナ），

（1，青ナ）を表わすものとすると・〃は

 （3．5）                〃＝｛S（∫1，∫2）｝∫1x∫2

で示される符号付外積重セある．ここで，S（∫1，∫。）は（κ1，ツ1），（κ、，y。），（κ。，y。）をそれぞれ

〃平面上の3点Pl、，P。。，P。。を表わすものとすると，Pゴ5のこの順での回転が右廻りのとき

十1，左廻りのとき一1の値をとる符号関数を意味する．

 1変量の集中解析においては，2個体の標識量をそれぞれκ。，κ。としたとき，計量経済学上そ

の間に作用する相対的支配度D（degree of dominance）として

                     1κrκ。1
 （3．6）              D＝
                       μx

が用いられる．（3．5）式のM（∫、，∫。）はこれを展開すると

 （3．7）              〃（∫1，∫2）＝sgn（κ2一κ1）sgn（y2－y1）

                 ・（、パ1：，ハ許，㌣）

となるから，Dをその1つの成分として含んでいる．その意味で〃（∫、，∫。）を2変量の相対的

ベクトル支配度とすることができる．またが〕（κ，y）は，特定の部分集団の内部でのM（∫1，∫。）

の総和を意味することになる．

 同様にして，∫1，∫・のベクトルをそれぞれ（1，κ1，y・），（1，κ・，y・）とすると，絶対的相互作用

素が得られ，それは2変量の絶対的ベクトル支配度を与える．またこのとき，∠1，∠。は，特定

の部分集団の内部での絶対的相互作用素の総和をもとにして直接合成されることになる．

 なお，2変量の支配度としてスカラー量が要請される場合は（3．2）式を構成する体積要素を基

準にして考察する必要がある．従って，そのとき支配度は集団内の任意特定の3個体∬、，∫。，∫。

の問に成立する尺度概念であり，ベクトル3重積を用いて表現されることにたる．

4．ベクトル積率と記述統計量

 これまで我々は度々，01，02；∠、，∠、の各成分及びG、ツ；∠、ツは集中解析系で垂水的な役割

を果たすと述べてきた．実際にこれらは表3に示すようにそれらの間の積・商等の簡単た演算

によって各種の記述統計量を与えることができるのであって，その役割はピアソン系における

モメントに例えることができる．
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表3．線形構造に対するベクトル積率の記述統計量

集団構造に対する機能
集中統計量の種類

一 般 的 性 格 事 例 的 性 格

（1） ∠1。，∠。1 散布度を与える 正規分布に対しては
∠12：2σx／万：∠五，」21＝2σ｝／方二∠｝．

（2）一∠11μ。1，一∠。。μ1。 線形相関係数を与える E（γlX＝κ）， E（X lγ：y）カミexact

1inearならば（2）はモメント相関とぞ
れが存在する限り一致する．

（3）一J11μ1。 線形回帰係数を与える E（γlX＝κ）：α工十β1κ

（4）一∠1。／∠1。 線形回帰係数を与える ならば（3），（4）はそれぞれβ1，α1を与
える．

（5）（4／3）ム。 二変量散布度を与える 正規分布に対しては
4σ呈σ3（！一ρ2）ノ（π扁）

≒ムム（1一ρ2）
＝4／πγ（κ，ツ）．

ここでγ（κ，y）はκ，ツに関する2次
元分散を表わす．

（6）（4／3〕（∠。1μ1。）ム。 （線形回帰残差）2を与える 正規分布に対して（6）は
4σ3ノ（1一ρ2）（π可）

＿∠3（1一ρ2）

一司≒∠3（！一ρ2）

とたる．また第1種パレート分布に対し
て（6）は
∠3（1－！／〆）｛1＋1／8力2＋0（！ノが）｝．

この場合力はX及びγに関するパ
レート係数であり，！／力はXγ間の線
形相関係数を与える．

（7）（4／3）∠〃／ムム 多様性又は不確実性係数を
与える
（多様性又は不確実性係数）

（8） ∠一10＋μ工∠一U＋μツ∠一12＝O 線形回帰条件

 また第3節では，これらが外積形式をもとにした相対的及び絶対的相互作用素の合成成分で

あることを示した．これらの意味において，従来のモメントをスカラー積率（または内積率）と

するたらば，これらはベクトル積率（または外積率）といえよう．

 表3は線形回帰を与える分布に対するベクトル積率の記述形式と，その性格を示すものであ

る．同表中の（6）式はパレート分布に対して幅が充分大ならば正規分布の場合と同じ結果にな

ることを示している．この場合力がそれ程大きくたい場合が気になるが，（7）式をもとにした検

討結果は図7に示すように

                        1
                      1一一丁
                   1    力  4 ムツ
 （41）         1－7＜   ＜一                   力耳3仏

となり，3式とも同じ傾向を示している．そのうえ，集中統計量は3者のうち最大値をとるから

（6）式の残差の評価においても安全性の高い尺度を与えるものといえる．その結果は図6に示

される．

 因みに第1種パレート分布に対しては田口（1984）に示すように
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図6．第1種パレート分布の集中線形回帰残差．
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 図7、第1種パレート分布の多様性係数
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（4．2）

集中多様体と集中解析のシステム（I）

÷念一÷（1＋）／・舳一1，1，1，・力，・力，1）

51

一（力2－1）。ハ（力，1，！；2力，2力；1／

が成立する．従って，

（4．3）
               。。r（α。十m）r（α。十m）r（α。十m）
。F。（α、，α。，α。；β1，β。；1）＝1＋Σ
              η一・r（α。） r（α。） r（α。）

               r’（β1）   ∫1（β。）  1
             X
              r（β1＋m）r（β。十m）m！

を級数展開することにより，容易に

（4．4） ÷念一（1一ナ）／l・。去・十・（ナ）／

が得られる．

 非線形回帰，特に定弾力性をもつ回帰曲線を与える分布に対しては，J形式の代わりにG形

式を用いて，同種の記述体系を構成することができる．モメント形式においては，この種の分

布の解析の為に，対数変換を加えた統計量が用いられるが，G形式は，しばしば，それより良

い結果を与える．しかしその詳論は次の機会に譲ることにしよう．

 5．結   び

 集中解析のシステムは，本来非対称で非線形回帰を与える複雑た分布の解析を目標として発

達してきた．しかし，表3にみる結果はこの解析系がピアソン系の解析機能を充分に果たすの

みでたく，経済統計に認められる特異分布に対してまで効果を及ぼす極めて適用範囲の広いも

のであることを物語っている．集中統計量は単に1次の絶対モメントの存在のみを前提として

得られるからである．

 因みに集中曲面の原像と各座標面への正射影との関係によって

 （5．1）                E（l X i）＜o○，  E（1γ1）＜○○

のとき容易に

 （5．2）       1∠111≦∠。1＜・・， 1∠。。1≦∠、。＜・・，

 （5．3）        G。。≦一G11， G。。≦一G。。，

等が成立する．更に，κ，ツが正ならば，

 （5．4）               O≦G〃≦min（G12，G21）

が得られる．

 これらの事実は非線形構造についてもいえるのであって，結局，経済統計の記述等において

は，官庁統計によく用いられる構造統計表が妥当であることを立証している．
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 On the Concentration Manifo1d and the System

         of Concentration Ana1ysis（I）

A Geometrica1Deve1opment of Gini’s Methodo1ogy

                Tokio Taguchi

       （The Institute of Statistica1Mathematics）

   The author had a1ready extended the concentration curve（Lorenz curve）to the

concentration surface in his previous papers（Taguchi（1972a，1972b，1973））．In these

papers，he found out some statistica1measures simi1ar to Gini’s concentration coe舐。ient

and mean difference in the geometrica1characteristics of this surface．Furthermore，he

derived the two－dimensiona1concentration coe価。ient and mean difference from the

vo1ume of the concentration manifo1d．

   In this paper，he points out that these measures have the same ro1es as the traditiona1

product moments in statistica1description，as shown in Tab1e3．

    He suggests to ca11these new fundamenta1statistics‘vector product moments’and the

traditiona1moment‘sca1ar product moments’．

    Both systems of description are compared with each other．The new system is

distinguished in some points of view．

    For examp1e，the new system has a wider scope of app1ication than the traditiona1one．

   On the who1e，he verified the va1idity of sucb a kind of structua1statistica1tab1e as

Tab1es l and2．


