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 要  旨

 ヒュッフォンの針の問題は様々の形に拡張され，各種の場面に応用されている．ここでは動

物の足跡を曲がったヒュッフォンの針とみなし，一定間隔に引かれた平行線群とそれら足跡の

曲線との交点数を調べて，ある地域内に生息する動物集団の大きさ（総数）を推定する場合，あ

るゆるい条件の下で交点数の期待値と分散を求めた。その際に集団の平均足跡長の推定も必要

となるが，それは繊維群の平均長の推定と類似の問題であり，それらについても若干の考察を

行った。

 1．はじめに
 「平面上にカの間隔で引かれた平行線群があって，そこへ長さz（≦ん）の真直ぐな針をラン

ダムに投げたとき，それが平行線のどれかと交わる確率力は如何？」というのが，最初ヒュッ

フォンにより提出された問題で，その答は

                       2Z
 （1．1）                力＝
                      π々

であることはよく知られている．この問題はそれ以後針や平行線を円弧だとの曲線に代えた形

に拡張され，また動物母集団の大きさの推定などに応用されてきた（林知己夫他（1972）参照）．

一方，ビッテルリッピが立木の胸高直径の推定に考案した幾何学的方法が様々に拡張され，曲

線の長さ，領域の面積や体積の推定に利用されているが，これもヒュッフォンの針の問題とか

かわりをもつ（増山元三郎（1968）参照）．

 ここでは，平面に固定されたためらかた曲線状のヒュッフォンの針と，ランダムな方向に一

定間隔んで引かれた平行線群との交点数ツの期待値と分散を求め，それを動物母集団の大きさ

（総数）Mの推定に応用する場合について若干の注意を述べた．それは繊維群の平均長の推定と

も関連があるので，それについても言及した．

2．曲線状のヒュッフォンの針

〃平面上で滑かた曲線λBを考える．すなわち，λB上の点（κ，y）がパラメータ。により

（2．1）        κ＝κ（C），y＝〃） （α≦オ≦ろ）

と表され，かつその導関数κ’（才），y’（才）が存在して連続であると仮定する（ただし，導関数の存
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存しない点が有限個あってもよい）．

 いま，区間〔α，ろ〕の分割

 （2．2）        α＝才。＜才1＜才。＜……＜れ一1＜れ＝ろ

に対応して，曲線（2．1）は々個の弧（左｛一。，彦。）にわけられるが，それらの分点を順次に線分Cト1れ

で結ぶと，曲線λBに内接する折れ線〈舳玄。・’…・≠。一1C。〉がえられる。この折れ線の長さをL

と表し，（2．2）の分割を無限に細かくしてゆくとLは収束し，その極限値工を曲線λBの長さ

とする。

 さてこのようた曲線λ3をヒュッフォンの針と考えたとき，曲線λ8と平行線との交点数ツ

の期待値と分散を求めてみよう．それには，上に述べた折れ線＜オ。広、……広。一、才尾〉と平行線との交

点数η。の期待値と分散を求め，それらの極限を考えるのが自然であろう．そこで折れ線のゴ番

目の線分fHれの長さをz｛とし，それに対応してつぎのようた確率変数ξゴを考える．

（・・）  ξ一1ピ㌻1普普交わるとき）

すると折れ線と平行線の交点数η尾は

                        々
 （2．4）              η尾＝Σξゴ
                       ゴ三1

と表される．ここで曲線の．巾（曲線上の2点間の距離の最大値）が平行線の間隔んより心とす

れば，曲線λ3は同時に2つの平行線と交わることはなく，かつム≦ゐであるから，（1，1）より

η。の期待値と分散は

（2．5）

（2．6）

・／ll／一倉・／ξ1一念劣今

    々          々
γ（η。）＝Σγ（ξ｛）十ΣCov（ξ。，ξ5）

    ゴ＝1        ’幸ゴ

一発（1一劣）・差・肱一11

とたる．

 ここで后→oo，δ＝maxん→0とすると，ツの期待値と分散はそれらの極限として
         1≦’≦左

                      2L
（2・7）    El・｝＝腹E｛η・／一万

                δ一〇
 （2．8）    一    γ（ツ）＝1imγ（η左）

                害二言

一昔（・一昔）・鯉章・鮎一・／・〕

                        δ→0

となる．（2．8）の右辺第2項は，曲線λβ上の相異なる2点を平行線が通る確率である（平行線

が曲線λ8とノ回交わるときは，その平行線はプ（フー1）回重複して数えられることに注意）．こ

の確率をより明確に表現するには，次のようにするとよい．

 運動は相対的だから，曲線λBを〃平面上のある位置に固定し，平行線がランダムに変動す

1） ηムに対応する曲線Cの分割をより細かく分割したときの交点数をηパとすると，η〆η角∠γとなるこ

  とが容易に示される。さらに滑らかな曲線Cの分割を次第に細かくしてゆくと，任意に固定された1
  つの平行線についてη左→ツが示される。よって単調収束定理により，（2，7），（2，8）が成り立つ。



ヒュッフォンの針の一般化と応用上の注意 31

4

    9       C

   ．  R
          ¢

             Q
    ρ
            5

            ＾   θ

      后

     ／1
     ノ ’
    ／    ／  1
   ／    1
  ／d・ 1
  ／ ／       1

。   μ ∂・
 ＼ d6 1
  ＼    1

  月＼1 ∬
   Fl・      α C
     ！＼4  D
  d， 1 ＼・ β
     1   ＼ ・／γ
     1     ／  ’
     1    ／ 、’
     1  ゴ1／
    1 ／    Q
    ∫   ／
    1 ／
    ’／

    ＾
π

  0
図1． 図2、

ると考える．すなわち，平行線群中の1本を代表とし，原点からその直線へ下した垂線の長さ

をρ，垂線とκ軸とのたす角をθとするとき，（ρ，θ）の同時分布の確率素分が

（2．9）
呈ん〃1（1二1二1）

で与えられるとし，曲線λ3のκ座標は区間［O，ん］の間にくるようにしておく．

 さらに曲線λB上の任意の点Qとその点を通る任意の直線gを考え，端点λから曲線に

そって測ったQまでの距離をS，Qにおける曲線λBの接線QCと直線gとのなす角をψと
し，（ρ，θ）を（∫，g）に変換すると，以後の解析に便利である．このとき，（219）の確率素分はつ

ぎのように変換される（（図1）参照）．

（2．10） 和伽（：：1：二）

この変換によって，（2．8）はつぎのようにかきかえられる．

（2．11） 舳一昔（1一昔）・＾∫1・岬・紙

 ここで右辺第2項の積分領域Dはr平行線が曲線上の相異なる2点を通る」事象に対応する

（∫，g）の領域を表し，εはgの増加・減少に応じて十1または一1をとる符号関数を表す2）．

 いま図1において点Qを一応固定し，弧QB上の動点RをQに通る直線gを考える．点R

がQから3まで動くとき，接線QCと直線gのなす角gがO≦g≦πの範囲で単調に増加す
る場合には，（2．ユエ）の右辺第2項の積分は

2） 曲線の巾が々以下として（2．7）や（2．u）を導いたが，この条件を除いてもそれらは成立する。ただし

（2．1ユ）式の右辺の領域刀は「平行線群が曲線上の相異なる2点を通る」（∫，ψ）の領域を表すと考える。
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（・・1・）   ∫∫1・i・淋一・∫五／1一…α（1）／・l

               D

とがき直される．ここでα（∫）は直線Q3と接線QCのたす角を表し，cosα（∫）は直線Q3と

接線QCの方向余弦の内積に等しいことに注意すると，

                ［犯）一κ（1）1余・レ（工）1（∫）1缶

           COSα（∫）＝

                 尿
となることがわかる（ただしパラメータを∫として）．これを（2．12）の右辺に代入すると

（・…）    ∫∫1・i・榊1一・（五一・）
                  D
 ここでaは2点（κ（0），y（0）），（κ（工），y（工）間の距離とたる．よって（2．11）はつぎのようにか

きかえられる．

（2．14）
γ（ツ）一宴会（1一隻会）・嘉（トa）

 とくにα（∫）…0（λBが直線）の場合はa＝正となるので，（2．14）の右辺第2項は0どたり，

（2．14）は直線の場合のγ（y）と一致する．またλBが閉凸曲線の場合はa＝Oとなり，（2．14）の

右辺第2項は2ム／肋とたるが，これらはランダムに引かれた直線が閉凸曲線と交わる確率の公

式と一致する（栗田稔（1956），積分幾何学参照）。

 しかし曲線がS字形のように曲がりくねる場合（図2）には，点Q（∫）より曲線λBに引い

た接線の接点R（左（8））において，角gは増加から減少にかわり，しかもQ（8）の動きにつれて

R（才（8））も動いてゆく（ここで∫，τ（5）はλから曲線にそって測ったQ，沢までの弧の長さを

表すパラメータとする）．このような場合には，曲線λBを3つの弧λD，DF，朋にわけ，そ

れらと平行線の交点数をそれぞれツ。，y。，y。とする（ここでD，Fはそれぞれ3，λより曲線

λBへ引いた接線の接点）．すると

           γ（ツ）＝E｛（八十y2＋ツ3）2｝一［E｛ツ｝］2

（2’15） @ 一・／舳1・舟・（ツ舳・舳・舳）／一（詰）2

となる． ここでE｛ツ言｝とE／ツξ｝は，（2．14）より

             ・／炸芸会・嘉（／・一め）（1一・，・）

と表される（Z1，Z。はそれぞれ弧λD，BFの長さ，a1，a。はそれぞれ線分λD，BFの長さと
する）．

 またE｛y舳｝については，つぎのように求められる：

（・…） ・1〃・1一・∫上1／［…α（1）一…β（1）1・［…γ（1）一…β（・）llゐ

 ここでα（5），γ（∫）は接線QCがそれぞれ線分QD，QFとたす角，β（∫）は2つの接線QC

とQRのなす角を表す．ここでCoS（β（∫））は

COS（β（∫））＝

［州∫））一κ（・）1素十レ（1（∫））1（・）1音
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さらにこの右辺をかきかえて

COS（β（∫））：

33

をうる．

［州・））一κ（1）1（努去一音）・［州／））1（・）1（音去一音）a才

                              十δ一

      凧F      ゐ
ここでδは

  ［州1））一κ（1）1穿十舳（∫））一・（・）1音

δ＝

だが，これは接舳の方向余弦と（舟告）の内積であるから・とたる．

以上の点を考慮に入れると，

（・・1・）・／州1・章舳／一嘉／・（川・）・ゐ一・（ゐ・必）・・（・1・・；）・・（／・1・ん・）

をうる．ここでa。，a。，a。はそれぞれ3つの線分λF，λB，BDの長さ，a；とa；はそれぞれ

線分DF’とFD’の長さ（F’，∬はそれぞれD，Fより曲線λ3に引いた接線の接点），Z．1と

Z。。はそれぞれ弧DD’，FF’の長さである．

 E｛ツ麦｝を求めるには，弧DF（長さをZ。とする）をあらためて∫字形曲線と考え，それを3

つの弧D∬，DT，F’F（長さがそれぞれZ．1，Z。。，Z。。）にわけて，上と同様た計算をくりかえ

し行う．その結果を（2．17）の右辺に加えてゆくと，結局

                2
           市2｝＝肋｛2（ム十2Z・十Z・）十a・一2（a・十a・）／

どたり，γ（y）として次式がえられる．

（2．18） γ（ツ）一隻会（1一昔）・÷／…ん・ゐ一・（ゐ・必）1

特に曲線が半径7の半円周に長さ。の線分を加えたスプーン状の図形の場合（図3）には，上

’2
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図4．



34 統計数理 第34巻 第1号 1986

と同様な計算により，

（2．19）
γ（ツ）一驚（！一昔）・駕／1・2α十ムモポ27／

とたる．ここでa1は端点λより半円弧に引いた接線の接点Dまでの距離（線分λDの長さ），

ZユとZ。はそれぞれ弧3D，CDの長さである．

 さらに，中心から渦巻き状にぐるぐる外側に拡がる曲線についても計算はできるが，やや複

雑なので省略するが，その特殊な場合として長ざしの線分を半径プの円周へ后重に巻きつけた

曲線についての結果は，つぎのようにたる．

（2．20）
γ（ツ）一驚（1一話）・話（・ト1）

 これをみると，γ（ツ）は后に比例していく亭でも大きくたることがわかる．

 また，曲線λ3が図4にみられるようなジグザグ型の折れ線の場合には，（2．11）の右辺第2項

が（1og尾）2のオーダーで増大することが示される．

 以上を通してみると，曲線λ3が閉凸曲線程度の曲がり方であれば，（2．14）からほぼ

（2．21） γ（ツ）一昔（・一篶）・苦

とみなしてよいであろう．右辺第1項はλBが直線の場合のツの分散であるが，ん＝五とする

と右辺第2項は第1項の2．75倍，ん＝2五とすると1．47倍である．

 3．動物の生息数の推定上の注意

 動物の足跡は一般に曲線ではあるがそれほど複雑ではたい（閉凸曲線の程度）とし，対象地

域に生息する動物の総数Mの推定量Mをつぎのように定める．

                   一 πん w
 （31）           N；＿Σy，                     2L H

 ここでルはク番目の動物の足跡と平行線の交点数，工はN頭の動物の平均足跡長で一応既

知とする．Nの期待値は（2．7）より

（3．2） ・州一者茗専一・

となる（Lは～番目の足跡長）．また，Nの分散は近似的に（2．21）が適用でき，かつ動物の行

動は互いに独立とすれば，1／（N）は

（3．3）

γ（刃）一（釘さ／劣（1一論）・劣／

   －W／（昔冷（1一昔）・昔一（甘／

と評価される．ここでσ三はしの分散で

。＿1M  一
σ1－ m平書一工2

である．
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 この結果は，足跡巾D｛≦んであればL〉んであっても，成立する．足跡が直線に近い場合に

は＾≒Lだから，万全を期するにはmax L≦んとたるようにんを定めるとよいが，（3．3）か
                 ユ≦｛≦M
らわかるようにんをあまり大きくとるのは好ましくない．そこでゐを

 （3．4）                              五十3σ正≦月

とたるように定めれば良い．しかし，工もσエも未知の場合には，予備調査を行うかまたは熟練

した猟師に訊ねて，おおよその見当をつけておくとよい．また（3．1）のNには平均足跡長Lが

ふくまれているが，これについてはCOC法（色素首輪法），RST法だどにより，かなり精密に

工を推定しておく必要がある（COC法やRST法などについては，林・多賀（1985）を参照さ
れたい）．

 さて芳賀（1957）は，Poincar6の定理を利用して，繊維群の平均長の推定を行った．すなわ

ち，平面上に固定された閉曲線Cの内部に長短さまざまの曲線がちらばっており（その総延長

をλとする），一方平面内を運動する図形G（線分，円，格子など）を考え，0土に固定した

点〃と固定した方向ベクトルmを定めておく．点〃が閉曲線C内で一様ランダムに動き，方

向ベクトルmも（O，2π）の範囲で一様分布するとし，図形Gが曲線と交わるときは必ず点M

が。内にあるものとする（不偏性の条件）．このような条件の下で，0と曲線群との交点数ツの

期待値を求めると，

                      2ムλ （3．5）                   E｛y｝＝
                       πr

となる（Poincar6の定理による）．ここで工は図形Gの長さ，Tは閉曲線Cの面積である．

 そこで，閉曲線Gの位置と方向を毎回ランダムに変えたから，Gと繊維の中心線との交点数

ツと，G内にふくまれる繊維の末端mをくりかえして計数し，それらの平均をyおよびπと

する．すると曲線群の総延長λの不偏推定量λ曲線の総数レの不偏推定量ジが，それぞれ

                    一 πr
（36）        λ＝2Lク，

               ＿ T＿ （3．7）           レ＝一m （λはG内部の面積）
                 λ

としてえられる．したがって，平均繊維長工＝λルの推定量として

                  一 λ＿πλy
 （38）           工：  一 ・＝                    ブ／2 工 m

がえられる．これは比推定量だから工の不偏推定量ではないが，シミュレーション実験（くり

かえし10回）により，相対誤差が1パーセント以内という良い結果がえられている（工の分散

は与えられていない）．

 Moran（1966）はSteinhausの提案した曲線の長さムの推定量の分散の上隈を与え，田口・

岸本・伊理（1981）はその結果をさらに理論的・実験的に検討しているが，それらはやや複雑

で結果が近似的であるのが難点であろう．

 したがってこの小論で提案した方法をさらに一般化して，理論的および実際的な研究が行わ

れることを期待したい．
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Genera1ized Buffon’s Need1e Prob1em and some Remarks

                  on its ApP1ication

                    Yasushi Taga

               （Yokohama City University）

    General formu1as of expectation and variance of the number of intersections of a

recti丘ab1e curve with para11e11ines random1y placed at iptervalsゐare given．In addition

some remarks are stated in estimating the size of anima1popu1ation and the mean1ength

of丘bres．

Keywords： Buffon’s need1e，samp1ing，animal population．


