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 1．はじめに
 連続な分布関数F（κ，y）及び密度関数！（κ，ツ）の存在を仮定しても不都合でないような集団

から，大きさ〃のサンプル（X｛，K），1≦～≦mカミ得られているとする．このサンプルから，条

件付き分布F（ツ1κ）の特定の複数の百分位数を，同時に推定する問題について考える．但し，百

分位数はκに関して滑らかに変化する，という事前情報が与えられているとする．

 現在，筆者達は小児の発育と肥満という問題に取り組んでいる．小児の発育と肥満の実態を

把握する作業の一環として，身長毎にみた体重の百分位数を使った形態発育評価を行う必要が

生じ，上記の問題を考えるに至った．第4節で形態発育評価に対する適用例について述べる．

 さて，百分位数の推定問題であるが，この問題が密度関数あるいは分布関数の推定によって

も解決されてしまうのはいうまでもない．密度関数あるいは分布関数の推定法には，パラメト

リックた方法とノンパラメトリックな方法の二種類があるが，形態発育評価といった記述統計

に近い問題では，実行可能性が問題にたらたいかぎり，ノンパラメトリックた方法が好まれる．

ノンパラメトリックな方法についてはWertz and Schneider（1979），Prakasa Rao（1983）等

が詳しい．従来，ヒストグラムの区間の幅やkeme1のwindowの幅といったノンパラメトリッ

クモデルのパラメータを，主観によって決めていたために，ノンパラメトリックな方法は，特

に小サソプノレの場合，便宜的な方法にすぎないと思われてきた．しかし，最近，ノンパラメト

リックモデルのパラメータをデータに基づき選択しようとするBurman（1985）等の試みがあ

り，ノソパラメトリックな方法が必ずしも便宜的とはいえない情勢となりつつある．

 しかしながら，任意の百分位数を求めるためにならともかく，特定の百分位数にのみ興味が

ある場合に，百分位数の推定問題を密度関数あるいは分布関数の推定によって解決しようとす

るのは，必ずしも適切た方法のようには思われない．密度関数あるいは分布関数の推定では，美

的感覚を満足するために，しばしば関数の形状を滑らかにしようとする．関数が定義されてい

る全区間において関数の形状を滑らかにしようとするのは，特定の百分位数にのみ興味がある

場合には，不必要な努力である．また，従来のノンパラメトリックな密度関数あるいは分布関

数の推定法に，百分位数の位置に関する事前情報を組み込んで，実行容易た方法を構成できる

とも思われない．

 本稿では，百分位数はκに関して滑らかに変化するという事前情報が与えられている場合

に，特定の複数の百分位数を，順序統計量の漸近的た性質とベイズ型平滑化条件を使って，同

時に推定する方法を提案する．本稿の方法の特徴は，以下の通りである．①データそのものの

分布は仮定していたい．その意味ではノンパラメトリックな方法に近い．②モデルのパラメー
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タをデータに基づいて選択している．③求めるべき百分位数だけをモデリングの対象にして

いる．④階差制約を使って平滑化している．従って，多項式による平滑化の際に問題にたる，

関数の癖の影響がほとんどない．⑤百分位数の位置に関する事前借報を組み込んでいるにも

かかわらず，実行が容易である．必要た算法は，ハウスホルダー変換程度の基本的算法だけで

ある．

 まず次節では，推定に使用するモデルを提案する．モデルは二つのサブモデルから成ってい

る．一つはデータに関するモデルであり，もう一つは事前情報に関するモデノレである．データ

に関するモデルとしては，Moste11er（1946）の順序統計量に関する漸近的な結果を参考に，容

易に同定可能な実用的たモデルを仮定する．そして，百分位数の滑らかだ変化という事前情報

を，2階差モデルにより定式化する．第3節では，これらのモデルに対応する尤度関数を記述し，

百分位数をベイズ推定するための事後尤度と，ベイズ型モデルを選択するためのABICを示

し，簡単に推定手続きについて述べる．そして第4節では，本稿の方法を開発する動機を与え

た適用例について述べる．

 2．モ デ ル

 本節では，推定に使用するモデルについて述べる．

 何の仮定も設定せずに，有限の大きさのサンプルから，連続だんの各点における条件付き分

布の百分位数を推定するのは困難である．そこで，κをある幅を持つ区間に分割し，各区間内の

条件付き分布は一様であると仮定し，この仮定の下で百分位数を推定する問題を考える．実際，

観測値は有限桁の数値で与えられるのが普通であるから，この考え方は自然であろう．そこで

今，例えば整数に注目し，サンプルを次のように分割したとする．

          C。＝／川C－0．5≦X｛＜け0．5，1≦ク≦ml，6∈Z．

但し，Zは整数を表わす．サンプルの大きさは有限であるから，実際にCの動く範囲は標本最

小値から標本最大値に対応する範囲でよい．それ故，一般性を失うことなく，1≦左≦τとでき

る．また，m・をサブサソプルC・の大きさとしよう．もちろん，

                   r
                   ΣmFm，
                   f三1

である．こうする時，各区間［≠一0．5，C＋0．5）内での条件付き分布は一様であると仮定し，1≦

左≦rたる才について，サブサソプルC‘から，対応する条件付き分布の百分位数を推定する．

 さて，Kω，1≦プ≦mfを，C正，1≦∠≦Tの要素についての順序統計量としよう．（Xゴ，K），1

≦ゴ≦mがランダムサンプルである場合の位数Q・・＝η、、左），1≦々≦mの同時分布について，

Moste11er（1946）により次のような漸近的な結果が与えられている．但し，ここに舳＝［mピ
λ尾］十1，O＜λユ＜λ。＜…＜λm＜1である．

定理 条件付き密度関数力（ツ）＝！（ツ1ト0．5≦κ＜才十0．5）が，λ左に対応する母集団位数ξ鉄

の近傍で微分可能であり，力（ξ1・）‡0，1≦々≦mであるならば，Q・・，Q・・，…，Qlmの同時分布

は，漸近的に，平均ξ‘ユ，ξ。。，…，ξf。，共分散，

 （1）           cov（Q肋，Q〃）＝λ々（1一λ尾・）／｛mピカ（ξ舳）・力（ξ肋・）｝，々≦后’，

のm変量正規分布に従う．
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 本稿では，位数Q舳について，次のようだモデルを仮定する．

 （2）        Q舳＝ξ〃十σ舳，ユ≦才≦T，1≦冶≦m．

ここに，σ〃は平均0で，～に関しては独立に，そして后に関してはある共分散構造をもって変

動している正規変量とする．Mostenerの結果を最大限利用しようとするたらば，σ肋の共分散

としては，（1）の構造を仮定すべきであろう．しかしたがら，一般に力（ツ）は未知である．そこ

で本稿では，σ舳の共分散を次のようにモデリングする．

 （3）             cov（乙7舳，σ〃）＝α・λ々（ユーλ走・）／｛nピφ（ζ為）・φ（ζゐ・）｝，

           ζ均＝0一’（川，1≦才≦T，1≦々，々’≦m，后≦々’．

但し，αは未知乗数であり，φ（・）はある分布の確率密度関数であり，¢一1（・）はその分布関数の

逆関数である．未知乗数αは，σ舳の分布のスケールを，データに基づき調整するために導入

した．φ（・）としては，先験情報に基づき，適当と思われる分布の確率密度関数を仮定する．い

くつかの分布の確率密度関数を仮定し，その内から当てはまりのよい分布を選択しようとする

場合には，次節で述べるABICを基準に判断する．

 Moste11erの結果を最大限利用するために，密度関数の推定と百分位数の推定を組合わせる

方法が考えられる．そうした方法は，本来の条件付き密度関数と，仮定した密度関数が極端に

異なる場合，特に有効であろう．しかしたがら，本稿ではそこまでの精密化は試みない．

 サブサソプルの大きさm正が，特定の。において，極端に小さくたってしまう場合が想定され

る．そうした場合の処置として，4つの方法が考えられる．第1が，特に対処せず，（3）式中に

あるm。の効果に期待する方法，第2が，そうしたサブサソプルを捨ててしまう方法，第3が，

区間の分割をやり直すか，あるいは極端に小さくたってしまうのが彦＝1，Tといった場合に

は，隣り合う区間のサブサソプルと統合してしまう方法，そして第4が，モデルを変更してし

まう方法である．第1から第3の方法は，実行が容易である．試した後に，どの方法を採用す

るかを判断するのがよいであろう．第4の方法については，今後その必要が生じた段階で検討

する．

 さて，今までκを固定して考えできたわけであるが，データを実際に取り扱う現場からの要

請として，位数は久与向について滑らかであってほしいという希望，あるいは，そうあるべき

であるという信念が表明されることがある．そうしたデータのひとつが第4節で紹介される．

本稿では，そうした要請を，次のようだ2階差モデルにより定式化する．

 （4）                ξ〃＝2ξ。＿1，為一ξト2，々十γ伐，3≦C≦T，1≦々≦m¢．

ここに，㌦は，互いに独立に，平均O，分散βの正規分布に従う確率変量である．

 モデル（4）の残差項の分布として，平均0の正規分布を仮定したのは，母集団位数の2階差が

0の近辺で変動するよう制約するためと，計算の便利のためであって，母集団位数が±・。の範

囲で自由に変動すると積極的に表明するためではない．とはいえ，厳密にみた場合，

 （5）                           ξ土1≦ξ土2≦… ≦ξ圭m，

という制約条件が満足されない確率は0ではなくなり，一見不合理のようにも思われる．しか

したがら，この程度のことは，近似的接近法により引き起こされた小さな不合理として，一般

に許容されているのではたいだろうか．例えば，±∞の身長の人間がいないという理由だけで，

身長の分布に正規分布を当てはめる仕方に，異議を唱えたりはしないだろう．また，変量とし

ての標本位数に対し，その順序に制約を設けることなく，標本位数の同時分布が漸近的に多変

量正規分布に従うというMoste11erの結果は，広く一般に受け入れられているように思われる．
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このような状況から，母集団位数のベイズ推定値を求める目的にとって，（5）という制約条件が

満足されない確率が0でないという分布論的た不整合は，重要でないと判断した．ただし，ベ

イズ推定値が（5）の制約を侵す場合には，（5）を明示して設定する必要があるが，今回の解析で

は，そうした事態は生じたかったので，モデル（4）を仮定した．

 3．尤度関数とABIC

 データに関するモデルのパラメータに対し，その事前分布を階差モデルにより与え，事前分

布のパラメータをベイズ型情報量基準（ABIC）により選択しようとする方法は，Akaike（1980）

以降，多くの適用例を生み出した．本稿の方法も，そのひとつと言える．本節では，前節で仮

定したモデルに対応する尤度関数とABICを示し，簡単に推定手続きを説明する．

 先ず，データに関するモデル（2）に対応し，尤度関数，

・（αll，α）一α一肌・1・1－1り…／一夫（α一1／・一・（α一1）／，

が求まる．ここに，α，ξは，各々σ圭、，ξ、尾，1≦C≦T，1≦一 閨?高�v素とするベクトルであり，

9は，．その要素が（3）式で表わされる分散共分散行列を，αで除した行列を表わす．一方，母集

団位数に関するモデル（4）に対応して，尤度関数，

・（l／ll・，β）一β一1τ一・）一・…／一夫（・1）（・1）／，

∵∴1一，
が求まる．ここに，ξ｛はξ舳，1≦才≦2，1≦后≦mを要素とし，ξρはξ肋，3≦オ≦T，1≦々≦mを

要素とするベクトルで，ξ’＝（ξ；，ξら）であり，∫・はm階の単位行列である．以上から，ABIC

は以下のように求まる．

・・1・一一・1・・∫・（引ξ，α）・（ξllξ1，β）・ξ1

         ＝TmIo9α一（T－2）m1o9γ十109191＋Iog1951＋γD二D力1
          ＋α一1｛（α一ξ）’9’1（α一ξ）十γ（ノ）ξ）’（Dξ）｝十。onstant．

ここに，γ＝α／βであり，9力，D力は，各々∠≧3の母集団位数に対応する9，Dの部分行列であ

り，そしてξは，ξの要素の内ξρを，次に述べるベイズ推定量ξクに置き換えたベクトノレを表

わす．

 推定手続きは，ξ力の事後尤度に比例した量，

           ん（ξク1α，ξ｛，α，β）＝9（α1ξ，α）・〃（ξク1ξ’，β），

を最大にするようにξ力の推定量ξ力を求めるベイズ推定と，ABICを最小にするようにξゴ，α，

γの推定量ξゴ，∂，タを求める最尤推定の，二つの推定手続きから成っている．実際の計算では，

ξ’，ξ力，∂は，簡単た計算によって，以下のように陽的に表現できるので，この関係を使って

値を決めればよい．
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           ξ＝（ξ1，ξ，）’＝（9…’十γσD）…’ρ■’σ，

              1    一、    一    一、 一           トτm｛（α’ξ）9一’（ザξ）十γ（Dξ）（Dξ）｝

しかし，デの陽的な表現はできないので，γについては，数値的な方法により最終的な値を決め

る．具体的には，いくつかの値をデの候補として用意し，これらの値に対応するABICを計算

し，そして，その内でABICを最小にする値を選択する．値の候補としては，2舳，々＝0，1，…，

20を考えておけば十分であろう．また，φ（・）としていくつかの分布の確率密度関数を仮定す

る場合には，各分布毎に上記の手続きを実行し，その中でABICを最小にする分布を選択する．

 4．適 用 例

 本節では，本稿の方法を開発する動機を与えた適用例について述べる．

 小児保健g分野に，小児の形態発育評価という問題がある．これは，容易に観測可能た身長，

体重といった量から，小児の発育の具合を評価しようという問題である；形態発育評価法とし

ては，きわめて多くの方法が，それぞれの必然性に基づき提案されている．そうした方法の内，

日本で最も広く利用されているのは，高石によるパーセンタイル図であろう．（まとまった参考

文献としては，高石，樋口，小島（1981）が一般的である．）

 一般によく利用されるパーセンタイル図は，母子手帳に掲載されている，年齢で条件付けし

た身長あるいは体重のパーセンタイル図である．これらの図は，当初は，食糧不足による発育

不良を改善するために作成されたと理解している．ところが，現在は飽食の時代と呼ばれるよ

うに，単純た食糧不足による発育不良の問題は希薄どたり，代わりに，偏食による栄養不良，あ

るいは過食による栄養過多といった問題が生じ，身長と体重のバランスが問題にされるように

なってきた．こうした問題に対しては，身長で条件付けした体重のパーセンタイル図が，ある

程度の目安を与えてくれると考えられている．但し，小児の場合，同性同一身長であっても，年

齢により体重の分布が違うといった現象があり，男女別各年齢毎の，そうしたパーセンタイル
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図4．女児6歳の平滑化されたパーセンタイル図

図が必要となる．

 図1および2は，昭和57年度に実施された学校保健統計調査の集計結果から計算された標本

位数をもとに作成した，男女6歳児の身長で条件付けした体重のパーセンタイル図である．一

般に，位数は身長に関して滑らかに変化するのが望ましいとされているが，この図は，そうし

た希望を満足していたい．細かた変動のみならず，系統的とみられる変動までをも見てとれる．

滑らかだ位数を求めるために，平滑化の必要が生じた．

 図3および4は，前節までに述べた方法を，図1および2に示したデータに適用した結果得

られたパーセンタイル図である．望むべく平滑化されている様子を見てとれるであろう．ちな

みに，昭和57年度学校保健統計調査報告書には，O．01％単位の比率に変換された集計結果しか

掲載されていたいため，各サブサソプルの実際の大きさは分からたかったが，この影響は全て

αで吸収できるので，本稿の方法を適用するうえで問題は生じなかった．尚，今回の計算では，

φ（・）として，①分散1の正規分布，②対数変換後に分散1の正規分布にたる対数正規分布，

③対数変換後に分散4の正規分布にたる対数正規分布，④スケーノレ1のコーシー分布，とい

う4種類の分布の密度関数を仮定した．モデルの性質上，ロケーションは任意でよい．正規分

布とコーシー分布のスケールはαで表現できるので，これらの分布については，代表的た分布

を一つだけ考えた．結局，最終的に選択された分布は，分散1の正規分布であった．また，小

さいサブサソプル（0．2％未満）は，隣り合う区間に統合した．これは，そうしたサブサソプル

の出現が，身長が極めて低い，あるいは高い場合に限られていたのと，今後の解析の都合上，で

きるだけデータを捨てたくたい，という特別の事情に基づく決定である．

 【参考】学校保健統計調査は，文部省が主体となって実施している指定統計の一つで，調査

実施校に指定された学校の長には，申告の義務が乗せられている．対象は，全国の幼稚園，小

学校，中学校，高校に所属する，5歳以上の児童，生徒で，標本調査形式により，毎年1回，4

月～6月頃実施されている．標本の大きさは，昭和57年度の場合，幼稚園児が72，380人，小学

生が250，980人，中学生が214，320人，そして高校生が124，080人であった．標本抽出の方法

は，学校の抽出については生徒数に基づく確率比例抽出が，また児童，生徒の抽出については
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系統抽出が使用されている．

5．おわりに
 本稿で述べた百分位数の推定法の応用として，2変数X，γの同時確率密度関数！（κ，ツ）の

推定法が考えられる．具体的には，順序統計量の端点に関する漸近的な結果と本稿の方法を使っ

て，条件付き分布F（ツ1κ）の百分位数を密に求めれば，それはある意味で条件付き確率密度関

数∫（ツ1κ）の近似的な推定であるから，後はκの周辺密度関数！（κ）を推定すれば，！（κ，ツ）＝

∫（ツし）！（κ）の関係により，同時確率密度関数！（κ，ツ）の近似的た推定が得られる．この問題に

ついては，別稿で詳しく述べる．

 本稿では，身長で条件付けした体重のパーセンタイル図を適用例として提示したが，一般に

よく利用される年齢で条件付けした身長あるいは体重のパーセンタイル図を，本稿の方法に

よって求められるのはいうまでもない．こうして求めたパーセンタイル図と，他の検査データ

を使って，更なる解析が著者達によって試みられている．
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A Bayesian Method for Estimating Percenti1es of

     a Conditiona1Distribution Using Order

       Statistics and a Smoothness Prior

             Nobuhisa Kashiwagi

      （The Institute of Statistica1Mathematics）

               Teruyuki Itani

        （Edogawa－ku Medica1Association）

    A Bayesian method for estimating percenti1es of a conditiona1distribution F（ツし）

when a sample（X｛，γ｛），1≦～≦m from a continuous distribution with cdf F（κ，y）is

obtained，is proposed here．The asymptotic resu1t about the joint distribution of quanti1es

given by Mostener（！946，λmm．Mα肋．∫広α鮒，17，377－408）and the Bayes procedure

deve1oped by Akaike（1980，Tmろ．五8切菰C．，31，143－166）p1ay important ro1es in the

proposed method．An examp1e shows that the proposed method can provide a percenti1e

trace usefu1for assessing growth of the chi1d．


