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 1．序

 媒体により移流・拡散する媒質の濃度の時間変化を記述する式として，拡散方程式がある．こ

れは時刻〆，地点xにおける媒質の濃度をn＝n（才，κ）とすると

               ∂m        1 （i）              一二一▽・（λn）十一△（52m）十λ
               〃         2

と表現される．ここでλは媒体の流速，ろ2は拡散係数を表わし，λは湧き出しである．これは，

保存則と，物質の輸送量が濃度勾配に比例するという仮定（Fickの法則と呼ばれている）に基

づいている．

 ところで，この流速がλ＝σ十〆と揺らいだとき，これが濃度の動きにどう反映されるかを

見てみる．ただし万は平均流速，〆はそのまわりの揺れである．濃度もこれに対応してm＝π

十n’と書かれるから，（i）は

         ∂カ  ∂n’         ・     1
（ii）   T・∂r一・｛（σ十〆）（π十・’）｝十万△（ろ2（π十・’））十λ

となる．平均濃度は，辺々平均をとることにより

             ∂π             1 （iii）           一一二一▽（σπ）一▽（〆m’）十一△（ろ2π）十λ
             ∂～            2

を満たす．

 一般に媒体の揺れと濃度の揺れは相関をもつために，右辺第二項からの寄与は無視できない．

そこで，従来は，この項をπを用いてパラメトライズすることにより，（iii）をπの閉じた式に

してきた．

 本稿では，対象とする物質の個々の分子の運動が，次の確率微分方程式

 （i。） 州±〕＝／α（才，バ）〃十。（1，が）必／＋ろ（1，が）a砂） オ＝…一1，0，1，…

で表現される場合を扱う．ここで見，砂〕；～：…一1，O，1，…は互いに独立なブラウン運動で

ある．右辺／！の中は媒体の流れを示し，ろ（プ，バ）a砂）は分子拡散を表わす．α（8，・）は平均

流速場，、（～， ）a凪はそのまわりの揺らぎてある．従って，本稿て扱うモデルでは，媒体の

        〃
癌らぎが時間的にホワイトとたるようた時間スケールで対象を見ていることにたる．

 このモデルの下では，第3，1節に見られるように，湧き出しをλ（C，κ）とすると，濃度は次の
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確率偏微分方程式

（V）
州，κ）一［去条（（舳，1・）・・（1，κ））・（1，κ））一音（α（い）・（1，κ））

     ・λ（1，κ）1・1一音（・（1，κ）・（い））疵

に従うことが導かれる．

 平均濃度πに関しては，拡散方程式

             ∂n   ∂   1∂2
（・1）    T＝’万（απ）十丁∂κ・（（ろ2＋・2）π）十λ

を得る．（iii）との対応は，逆にFickの法則を仮定してm’＝一▽（cn后）とおき，〆：o后に注意

                              1
すれば，（iii）から（Vi）を導くことが出来る．媒体の揺らぎの影響は一△（C2π）に現われ，拡散
                              2

係数が

            。＿〈（〃内の媒体の揺らぎ）2〉
            o＿               〃→0
                   〃

によって与えられるので，媒体の揺らぎを測定すれば拡散係数が求まる．

 さらに，系3．2に見られるように，（v）から空間的分散共分散関数に関する方程式も導出する

ことが出来る．これは，大気汚染における測定局の地域代表性などに際して参考になるであろ
う．

 まず次節において通常の拡散方程式を導き，3節において媒体が揺らいでいる場合を取り扱

う．さらに濃度の空間相関の満たす方程式を求め，二つの代表例を与える、続く4節では湧き

出しの揺らぎを考慮に入れ，最後に5節において3節の証明をする．

 尚，本稿における奉現は一次元だが，三次元への拡張は容易である．また，モデルのデータ

ヘの具体的適用，パラメータを含む諸係数のデータからの推定方法とその具体的取り扱いたと

の考察は，稿を改めて論ずることにする．

 揺らぐ媒体に乗った物体の運動としては，潮流に乗った魚の行動，大気汚染物質の移流・拡

散，河川・海域における物質などの移流，拡散や乱流中における物質の測定等，多くの自然現

象として観測されている．本稿は著者らがこのようた現象を念頭において独自に考えたもので

ある．将来は乱流分野への応用の可能性もあると思われる．

 2．媒体による移流と分子拡散

 本節では，媒体に揺らぎのない場合を扱う．ここには新しい結果は含まれていないが，次節

の媒体に揺らぎがある場合の証明への橋渡しの役を演ずる．

 まず，個々の粒子の運動を確率微分方程式により記述する．簡単の為一次元で表現するが，二

次元或は三次元への拡張は容易である．各粒子は湧き出し源から噴出した後，分子拡散しだか

ら風たとの媒体に乗って運ばれる．上にも述べたように，本節では媒体の速度場は完全に観測

されているとし，その揺らぎの影響については次節で扱う．分子拡散の特徴は媒体の乱れによ

る揺らぎと異なり各々の粒子が独立に揺らぐことである．

 第一段階として，湧き出し源は点ツ。のみに位置している場合を扱う．ここから次々に粒子が

飛び出す訳であるが，いまその第～粒子が時刻れに排出されたとする．（ゴ＝…，一1，O，1，’・．；

’＜れ．1＜れ＜＾、1＜…）．この粒子のその後の時刻才における位置をがとおくと，それは次式
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を満たす；

（ユ）

棚｛）二α（～，κ！｛））〃十ろ（8，〃）a砂）｛

〃＝ハ  乞＝…，一1，0，1，…．

ここでα（ア，y）は地点ツ∈R，時刻8における媒体の速度場，ろ（オ，y）は地点ツ，時刻才における

分子拡散の揺らぎの標準偏差を表わす．但し，児は実数空間である．また，砂）；ゴ＝…，一1，O，

1，…は互いに独立なブラウン運動である．

 さて，時刻でにおいて区間［κ，κ十ん）亨πの中に存在する粒子数をm（才，∬）とおくとこれは

次のように表わせる；

           〃（！，〃）＝＃／～；崎＜オ，〃〕∈州二Σ〃オ（〃））．

                          τ｛＜土

ここでハは集合λ⊂Rの定義関数

               ル）一㍑二∴隻1

である．

 パが確率過程として～毎に互いに独立なことから，一定条件の下で大数の法則により上式

はその平均で近似できる．即ち，時刻∫における単位時間当りの排出量をλ（∫）とおくと

（2）
・（1，州一∫二カ（∫，川1，舳（∫）a／

を得る．ここで力（∫，ハ；！，〃）は，（！）を満たす粒子が時刻∫で地点ハから排出されたとき，

時刻／において〃に属する遷移確率である．従ってこれに対応する遷移確率密度が存在すると

してそれを力（∫，ハ；〆，x）と表わすと，κにおける濃度は

（3）
・（／，λ）一∫二カ（／，い，κ）λ（／）・／

である．

 一般に，時刻∫，地点Jlにおける単位時間長さ当り排出量をλ（∫，y）とおくと

（4）
η（／，λ）一∫1∫、力（／，ツ；1，κ）λ（／，ツ）舳

となる．（凡は変数yの積分領域が児であることを示寸．）或はこれと同等な表現として∫＜

／に対し

（・） ・（い）一∫、小，・；1，κ）・（／，ツ）…∬ル，ツ；1，κ）ル，ツ）舳

が得られる．

 さらに，遷移確率密度に対するFokker－P1anck方程式より，m（才，λ）は次の拡散方程式

       ∂  一 1∂2        ∂（6） ∂／・（い）＝万ア｛舳，・）η（い）｝’∂、｛α（い）・（い）｝十λ（1，／）

を満たす．
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 3．媒体の揺らぎの影響

 本節では，媒体に揺らぎがあったとき，それが濃度分布にどのように反映されるかを見る．前

節において，分子拡散による揺らぎが大数の法則により互いに打ち消し合い，濃度としては滑

らかな変動をする平均濃度（分子的スケールにおける平均を意味する）を考えればよく，その

分子内揺らぎを考慮する必要がないのに対し，媒体速度の揺らぎは巨視的変動であって，その

変動と同程度の時間尺度で物質粒子の変動を観察する限り，物質濃度についてその平均のみな

らず変動をも考慮する必要がある．

 3．1．単一のブラウン運動で媒体の揺らぎが生成される場合

 まず簡単た場合として，媒体の揺らぎが単一のブラウン運動により生成される場合一即ち

媒体の速度場の空間相関が1の場合  を扱う．このとき，前節に対応して第z粒子に対する

モデルは次のようになる；

 （7）     aが＝／o（チ，〃）〃十。（才，が）棚‘／＋ろ（才，が）a砂）．

右辺｛／内第一項が媒体の平均速度場，第二項がその揺らぎを表わす．B‘は／〃）；ゴ＝…，一1，

0，1，…｝と独立たブラウン運動である．このとき，次の結果が得られる（証明は第5節に与え
る）；

定理3．1．

濃度分布の満たす方程式は

（8）
舳，κ）一［÷缶！（榊，κ）…（1，／））・（1，κ）ト岳11（1，／）・（1，／）1

     ・λ（い）1ポ音／・（い）・（川・庄’

という確率偏微分方程式で与えられる．

 第一項はトレンドの動きを，第二項はそのまわりの揺ら．ぎを表わすことに注意する．図1に

                    ∂    ～見られるように揺らぎの大きさに関係する万｛on／a凪の項は媒体の揺らぎを直接反映して

濃

度

m

  〃．   ＼
 ！      、
 ！     、媒体の揺らぎ

！

！

      、
       、

＼

夕の揺らぎ

 ＼

地点κ

図1．媒体の揺らぎと濃度の揺らぎ
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いる．これよりまず，濃度分布変動のトレンドm（オ，κ）＝E［n（オ，κ）］に対して次のことが言え

る．

 系3，111．

 m（C，κ）は良く知られた拡散方程式

    ∂     ！∂2（9）7m（い）一丁∂、・｛（舳，κ）十・2（い））m（い）｝一｛α（い）m（い）｝十λ（い）

を満たす．即ち，拡散係数は分子拡散と乱流拡散の和，移流項は媒体の平均速度場カミ対応して

いる．

 さらに，濃度の空間的分散共分散構造の満たす式を求めておく．

          κ（f，κ，ツ）≡E［m（〆，κ）m（〆，y）］ 〆∈児，κ，y∈丑

とすると

         Cov｛m（才，λ），m（才，ツ）｝＝κ（才，κ，ツ）一m（∠，κ）m（～，ツ）

であるが，これに関して次が言える．

 系3．1．2．

 κ（才，κ，y）は次式を満たす；

       ∂      1∂2                1∂2（10） パ（い・ツ）：τア｛（ろ2（い）十・2（い））κ（い・ツ）｝十丁∂ツ・｛（ろ2（い）

                          ∂2
              ＋・2（い））κ（い・ツ）｝十a、∂ツ｛・（い）・（い）κ（けツ）｝

               ∂            ∂              一万｛α（い）κ（い・ツ）ト万｛α（い）κ（い，y）｝

              十λ（オ，κ）m（オ，ツ）十〃，ツ）m（才，κ）．

これと系3．1．1に斗り，空間的分散共分散は求まる．二つの代表例について計算してみる．

 例1．

 α，ゐ，cは正定数，λ…0，m（O，κ）＝δ（κ）（デルタ関数）とする．

 このとき，ア＞Oに対して（9）より

・（い）一
Q、（ろ1＋。）、…／－21舟；才1

また，κ（ア，κ，y）に関しては（10）より

1（｝）一
Q、ナ（ケト、。。…卜2｛（が。メト、・｝、／（舳（〔げ

      一…（〔1）（〔f）・（1・…）（ツー州1

     一、、、ろメ可…「一4ゲ（べ2。）、

     ／（・・…）（㍗一刈2・（ゲ・…）（x元ツ）2／1
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 例2．

 α，ろ，oは例1と同じく正定数とする．

                 m（O，m）≡O  （一・・＜x＜・・）

                 λ（C，κ）＝δ（κ） （≠＞O）

のとき，才→○○に対する極限状態を見る．

 例1で求めた解をmユ（才，κ），κ1（Z，κ，y）とおくと，これらが例2のグリーン関数になってい

ることから，まず解榊。（○○，κ）…m。（κ）は

・・（κ）一ズ・1（1，κ）・1－r 2、（ろ1、。。）才…／－21着㍗1；、／・

となる．5節において示されるように，これはさらに

舳）一

^㌧ろ婁告｝ （κ≧0）

（κ＜O）

と表わされる．

 また，κ2（κ，y）については

κ・（κ，ツ）一∫二・・ム．．4．がκ1トプ，〔〔’）／〃）・・（ゾ）・〃）・・（κ’）／

     一ズ・1∫・・’ム．・ハム．がκ1（プ，〔’，〔’）／δ（パ）・1（・’，ゾ）

        十δ（ツ’）m1（ポ，κ’）｝

       ≡κ隻1〕（κ，y）十κ隻2〕（κ，ツ）

と書ける．

独立た二つの正規分布

・（（lll）・（（∵’（、。ゴニ）、。））！・（（、川（ろ。十0、。）、・））

表1． 空間的分散共分散（α＝！，ろ2＝c2＝O．5）Cov／〃（f，x），n（f、ツ）｝

5．（〕O 一0．05 O．01 O，01 O，02 O．03 0．04 O，06 0．07 0．07 O．08 0．08

4，50 一〇．05 O．01 O，02 O．03 O．04 O．06 O，07 O，08 0．08 O，08 0．08

4．OO 一〇．05 O．02 0．03 0．04 0．06 O．07 0．08 0．09 O．09 0．08 0．07

3．50 一0．04 0．03 O．04 0．06 O．07 O．08 0．09 O．09 O，09 0．08 0．07

3，OO 一0．04 O．04 O．05 0．07 0．09 0．10 0．10 O．09 0，08 O．07 0，06

2．50 一〇、03 O，05 O．07 O，09 O．10 O．ユ0 0．10 0．08 0．07 O．06 O．04

2．OO 一〇．01 O．07 O．10 O．1ユ 0．11 O．10 0．09 O．07 O．06 O．04 O．03

1．50 O．0！ O．10 O．12 0．12 O．11 0．09 0．07 O，06 O，04 O．03 O．02

1．OO O．04 O．13 0．14 O．12 0．10 O．07 0．05 O．04 0，03 0．02 O．01

O．50 O．09 O，16 O．13 O．10 0．07 O．05 0，04 C．03 0，02 O．01 O．0！

O，O O．10 O，09 0．04 O．01 一0，01 一〇、03 一〇104 一0．04 山0105 一〇．05 一〇二05

y
．r

O．00 O．50 1，OO 1．50 2，OO 2．50 3．00 3，50 4．OO 4．50 5．00
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表2．空間的相関Corrln（～，λ），〃（ア，J／）／

5．00 一〇．62 O．08 O．14 O．23 O．35 O．49 O．65 O，79 0．90 O．98 ！．00

4．50 一〇、58 0．11 O．19 O．31 O．45 0．62 O．77 0．89 0，97 1．00 0．98

4．OO 一〇．52 O．15 0．26 0．41 0．58 0．74 O．88 0．97 1．00 0，97 O．90

3．50 一〇、46 0．22 0．36 0，53 O．7ユ 0．87 O，97 ユ100 0197 0．89 O．79

3．00 一〇．37 0．30 O．47 O．67 O．85 0．96 1，00 O．97 O，88 O．77 0．65

2．50 山0．26 0．40 O．62 O．82 O．95 1．OO O，96 O．87 O．74 O．62 O．49

2，00 一〇Iユ0 O，54 O．78 O．94 1．OO O．95 O．85 O，71 O．58 O．45 O．35

1．50 O，！0 0．72 O．93 1．00 O．94 O．82 O，67 O．53 O．41 O，31 O，23

1．OO O．38 0，90 1．00 O．93 O．78 O，62 O，47 0．36 0126 O．！9 O．14

O．50 O，73 1．00 0．90 O．72 0154 O．40 O．30 O．22 0115 O．11 O．08

O．O 1．00 O．73 0．38 O．10 一〇．10 一〇．26 一〇、37 一〇．46 一〇．52 一〇．58 一〇．62

y O．00 O．50 1．OO 1．50 2，OO 2－50
x

3．00 3．50 4．00 4．50 5．OO

の和を考えることにより，〃）（κ，ツ）は

κ£1）（κ，ユ／）

一ズ・∫・／’2、〃7と・十、・）一。・オ・｝才・

…「一Ψ十C2）｛（〆十∫’）（κ■㌦午）玲｛午ポ（κ■小コ（プ十∫’））」

と整理される．κ≦2）（κ，ツ）＝κ隻1〕（ツ，κ）である．

o＝ユ，ろ2＝o2：0，5として数値計算した結果を表1，表2に示す．

表1より，κ≧0における分散は湧き出し源を離れるにつれ初めは大きくなるが，その後なだ

らかに減少していることがわかる．

3．2．媒体の空間相関を考慮に入れた場合

さらに一般に，媒体速度の空間相関まで考慮に入れたモデルは

（1ユ） 〃：／α（1，州〃十ル（1，が，・）百（〃，州十ろ（1，州〃〕

として与えられる．ここでβ（〃，み）は次の性質をもつブラウン測度である；

任意の々個の区間ハ＝7ユXノエ，…，九二∫由×ム⊂月2に対して

 （i）（3（ハ），…，3（凡））’は平均Oの々次元正規分布をなす．

 （ii）それらが互いに素なら，上記確率変数の各成分は互いに独立で，Var｛8（（）／二μ（ハ）ノ

ニ1，…，々．但し，μはルベーグ測度である．

 ところで，（11）式によりあらゆる分散共分散構造をもつ媒体の揺らぎがモデル化されること

に注意しておく．それは，

…［∬、・（・，・1，・1）戸（か，・ツ1），ハ，・（い，ハ）百（伽，側1

一∫上（1，κ1，・）・（1，／・，ツ）舳

なる関係に基くが，c（f，κ，ツ）の決定が有限次元における分散共分散行列ΣのHH’の形への

分解に対応しているのである．

 このとき，定理3．1に対応して次が言える；



90              統計数理 第33巻 第1号 1985

定理3．2．

（11）に基く濃度分布は次式を満たす．

（1・）舳，／）一「÷黒／（ゲ（1，κ）十五・・（い，・）・・）・（1，κト岳／小！）・（川

         ・λ（い）1ポム素／・（1，い）・（1，κ）／百（仇舳

また，系3．1．1系3．1．2に対しては次が成立つ；

系3．2．1．

 平均濃度m（～，κ）について次式が成立つ．

（1・） 音・（1，／）一÷柔／（舳，／）・ル・（1，κ，・）・・）・（1，κ）／

                 ∂               ■万｛・（い）m（い）｝十λ（1・κ）

 系3．2．2．

κ（∠，κ，ツ）＝E［n（〆，κ）m（～，ツ）］に対して次式が成立する；

（1・） £κ（い，ツ）一÷嘉／（舳，／）・人・・（い，・）州／，κ，ツ）／

               ・÷嘉／（舳，ツ）・人・・（｝））κ（～）／

               ・∂高ツ1（ル（け・）・（い，・）・・舳，κ，ツ）／

                 ∂           ∂               一万｛α（い）κ（い1ツ）ト万｛α（い）小り）｝

               十λ（～，κ）m（∠，ツ）十〃，ツ）m（才，κ）．

五・（1，λ，・）・（1，ツ，之）・・は，時舳こおける媒体の単位時間当／の揺らぎの地点κ，ツ間

の共分散であることに注意する．

 4．湧き出しの揺らぎ

 これまでは湧き出し源における粒子の排出量は揺らぎは無いものとしてきたが，本節におい

てこの揺らぎも考慮したモデノレを扱う．即ち，対応するモデルは

（15）

で表わされる．

 このとき，

｛

  〃＝／〃，州什ル（1，が，・）戸（〃，州十ろ（1，州倣〕

舳，・）一〃，・）・1・∫、μ1（1，κ，ツ）舳，・・）

            I
ここで，／〃〕；～＝…，一1，O，1，…／，／8（必，め）／，｛8（〃，め）1は互いに独立．
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               λo（Z，κ）＝E［λ（C，κ）］

              η（C，κ，ツ）＝E（λ（C，κ）n（ご，y）］

              ξ（C，κ，ツ）＝E（λ（オ，κ）λ（C，ツ）］

とおくと，平均および分散共分散に関して次が言える．

定理4．1．

モデル（！5）の下で，平均と分散共分散は次の射程式系を満たす．

（16）

舟・（1，／）一÷嘉／（／（1，1）・五・・（い，・肱）・（1，κ）／

        ∂      ’’π｛α（い）m（い）｝十λ・（い）

∂

一一
�i才，κ）＝μ。（／，κ）

∂～

青κ（い，ツ）一÷嘉／（舳，κ）・ル・（い，・）・・）〃，・，ツ）／

       ・÷奈／（～）・ム・・（｝）伽（～）／

       ・∂蔦ツ／（人・（い，・）・（い，・）ぬ）〃，κ，・）／

         ∂            ∂
       一万｛α（い）κ（い・ツ）ト万（α（い）”1κ・y）｝

十η（才，κ，ツ）十η（才，ツ，父）

岳1（1，い）一÷各／（舳，・）・人・・（1，・，・）・・）1（／，κ，・）／

         ∂       一一／0（才，ツ）η（オ，κ，y）／＋μ。（オ，κ）m（C，y）十ξ（f，κ，y）
         ∂y

∂

一ξ（才，X，ツ）＝λ。（ア，X）μ。（〆，Jl）十μ。（オ，κ）λ。（才，y）
∂～

十ル1（1，・，・）μ・（f，ツ，・）ぬ

 5．3．1節および3．2節の証明

 分子拡散による揺らぎを表現する確率空間を9ユ，媒体の揺らぎを表わす空間を9。とし，そ

の上の部分σ一集合体7主≡σ（於）；∫≦∠，～＝…，一1，O，1，…），幻…σ（B。；∫≦ア）を定義する．

（は分子拡散の時刻∫までの情報であり，彩｛は媒体の揺らぎの時刻〆までの情報である．分

子拡散と乱流拡散は独立故，対象とする確率空間としては9、とρ。の直積空間を考えれば良

い．その代表元をω：（ω1，ω享）で表わすと，（7）は

 （7）   〆vダ（ω）＝｛α（～，κ三ハ（ω））〃十。（～，κ三±）（ω））a3主（ω2）十ろ（～，κ三｛〕（ω））aB≦｛）（ω1）

となる．

 いま，媒体の速度場に関する情報はすべて既知としたときの分子運動の時刻fまでの情報は

一八≡一（〉彩。。で与えられるが，このときの遷移確率（以下，条件付遷移確率と呼ぶ）を

        力（∫，y；才、κ；ω。）伽≡力（〃∈［人，X＋ω1〃＝y，矛、／
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と表わせば，媒体の動きが既知の下では第2節の議論がすべて成立し，（5）式が得られる．即ち，

∫＜才に文才し

（・）・（1，κ）一ムカ（／，ツ；／，κ；ω・）・（／，ツ）め・∫ムル，川，κ；ω・）ル，・）舳

ところで，この条件付遷移確率密度力（∫，ツ；∠，κ；ω。）に関して次の補題が成立する．一

 補題

 S＜オに対して，力（∫，ツ；才，κ；g。）は次の確率偏微分方程式を満たす；

（1・） 舳，ツ，い，ω）十条／（舳，／）・・（い））力（／，ツ，い，ω）／

                  一音／α（1，κ）力（1，＾κ；ω・）／1流

                  一音／・（1，κ）力（／，川，κ；ω・）／瓜

証明

任意の。書関数！に対して，伊藤の公式から

  ∫（〃））一∫（点））

一r去〃〕鮒）・∫÷去∫（〃）a・κω・・

一ル（嘉∫（刈（ゲ（い！〕）…（1，州・（去〃〕））小州〃

・∫f（去！（刈ろ（γ，〃）倣〕・∫オ（音∫（州）・（プ，κ用瓦

を得る．

 辺々べで条件付平均をとると
 E［！（κ…｛〕）1方、］一！（パ｛））

  一∫士・「÷（嘉〃））（ゲ（1，／！））…（1，州・（岳ル！〕））ル，州小

   ・∫f・［（£〃））・（1，〃））1刈泳

となる．

”＝ツという下で条件付推移確率を使って表現すると，これは

  ∫司舳（／，川，κ；ω・）ポル）

    一∬！÷（・・（1，1）十・・（1，／））素ル）・1（1，／）去∫（／）／力（・，ツ；1，舳）舳

     ・∫∫、／・（ダ，κ）岳ル）レ（川γ，κ；ω・）舳瓦

とたる．部分積分により（17）を得る．

 これから直ちに（8）を得る．即ち，

証終



                揺らぐ媒体による移流・拡散

定理3．1．の証明

補題より，（5）において次が成立する．
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  第一項一ル（／，・，／，い）・∫士1㍑（（・・（1，κ）・・（1，／））

       力（／，川κ；ω））一音（・（1，κ）力（／〃，κ；ω・））／〃

       一∫主音／・（プ，κ）力（／，ツ；プ，κ；ω）1麻1・（／，ツ）小

力（8，｝1；∫，κ；ω。）＝δ（ツーκ）に注意すると，フビニの定理からこれはさらに

      一・（い）・ル柔／（ゲ（1，／）…（／，／））∫、力（／，川／，ω・）・（／，ツ）・ツ／

       一£／／（い）∫力（／，川κ，ω・）・（／，・）刈〃

       ∫去1～）ル（／〃，κ；ω・）・（／，ツ）舳瓦

となる．

 一方第二項に関しては

第二項一∫ル（1，川κ；ω）

    ・∫／÷嘉。（（／・（・，・）…（・，／））ル，ツ，・，／，ω・））

     岳（α（㍑）ル，・；㍑；ω））／a・1

    一∫嘉！・（・い）ル，川，／；ω・）1川／（1，ツ）舳

   一ル（1，1）・｝／（～，／）・～，／））ハル，川，／，仇）

    λ（フ・，ツ）”地1｝

    一＾（／い）几ル，川，／；ω・）ル，ツ）〃小

    一∫’ぼ／・／・い）ル（リ；・，κ；ω）ル，ツ）舳／1風

を得る．再び／5）式を使って整理することにより証明は終わる．

 この系として得られる（9），（10）のうち前者は明らか故，（10）のみを示しておく．

 系3．1．2の証明

 再び伊藤の公式より

  a｛〃（〆，x）〃（オ，ツ）｝

                      1
   ＝・（い）舳，y）十・（1・・）a・（1・κ）十丁2’a〈・（’・κ）・・（’・ツ）〉f

証終

一・（い）［べ／（1・（い）…（い））・（い）1＋1（1，・）・（い）／・／（い）1・
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・・（い）［÷嘉／（舳，κ）・〆（い））・（い）／一音／α（1，κ）・（い）／・λ（い）1〃

 ∂         ∂              ∂         ～十∂、｛・（い）・（い）｝万｛・（l1y）・（いMI・（い）万｛・（い）・（い）｝姐

     ∂         ～
1（い）万｛・（い）・（い）｝組

とたるが，辺々平均をとれば（10）を得る． 証終

例2における

■㌧｛判：二11

の証明

  1
i）一（λ≧0）について
  o

｛     1
 m。（O）＝一
     α

 a －m。（κ）＝O
 aκ

（κ＞0）

を言えば良い．

まず変数変換により

物（・）一r2、（ろ1＋、）、〆午、㌧・（÷）一÷

   a
また，一m2（κ）を
   伽

失物（1）一（∫万・互）2、（わ1＋、）オ（㍍）、・恭㌦一ム・ム

              κ2
と分解して∫。についてはC＝ 。 と変数変換すると，
             o∫

                     κ2
         よ          α 2 一κ   一（ト0刑2 2

     ト「六（・㌻le舳か＝■ム

    a
となり，一m2（T）＝0（κ＞0）が示された．
    小

ii）・・（・）一÷…／島／（K・）について

（9）より，ぷ＜Oヒおいて
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丁   a
α  m。（κ
  伽

  1     a2
＋・一（ろ2＋c2）  m2（κ）＝0
  2     aκ2

          ユ

m。（一〇）＝一
          α

m。（一○○）二0

を解くことにより得られる．

  これが超函数の意味で（9）の定常解になっていることは容易に確かめられる． 証終
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   In this paper，expressing the movement of partic1es in舳。tuating media in the form of

the stochastic d雌erentia1equation，we get the stochastic partia1differentia1equation

representing the time－spatio variation of their concentration．

   We study the movement of partic1es expressed in the fo11owing form；

    （！） 〃〕＝／α（8，〃）a才十・（1，が）a宮、／＋ろ（オ，が）棚1｛） ←・・・，一1，0，1，

Here，｛戸、，皿ゴ〕；ゴ＝…，一1，0，1，…｝are Brownian motions independint to each other．

From this，we get the fo11owing stochastic partia1differentia1equation for the concentra－

tion of the partic1es m（才，κ）；

   （・） 州，κ）一［÷嘉・／（舳，κ）…（い））・（い）／一£／・（い）・（い）／

                     ・λ（1，κ）1ポ臭／・（1，κ）・（1，κ）／栢亡，

whereλ（ア，千）is the emission rate・

   The fact that the nuctuation of the concentration is expressed as the spatia1

differentia1of the且uctuation of the wind mu1tip1ied by the concentration1eve1，which is

seen in（2），is a new imformation．This means the instantwise va1idity of Fick’s1aw．

   From（2），we can a1so get the equation for the spatia1corre1ation of the concentration．


