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要 旨

次元圧縮のために広く用いられている主成分分析は正規分布を仮定したもとで最適なもので
あるが，非正規的なデータに対しては必ずしも適切な低次元構造を抽出できない．本稿では，
データが指数型分布族から生成されたもの，あるいは指数型分布族のパラメータとして与えら
れている場合の次元圧縮法の枠組みについて，著者らが行ってきた情報幾何的アプローチを中
心に解説する．また，指数型分布族に属さない混合分布についても，指数型分布族の空間に埋
め込む手法について述べる．さらに，確率モデルを導入し，ベイズ推定を行う拡張法や，それ
に基づいた次元圧縮とクラスタリングの同時最適化を行う手法についても述べる．

キーワード： 主成分分析，情報幾何，双対性，次元圧縮，クラスタリング，ベイズ
推定．

1. はじめに

高次元のデータ集合が与えられたとき，そのままの形で回帰やクラスタリングといったデー
タ解析を行っても，思うような結果が得られないことがある． そのような場合でも，低次元空
間に射影すれば結果が改善することがある．それは，高次元のデータ集合に潜在的に低次元の
構造が隠れていて，ノイズなどの無駄な情報が加わったものとして高次元のデータが観測され
ていると考えられるからである．
そのような次元圧縮を行う手法のうち最も代表的なものとして主成分分析がある．主成分分

析は，もとの高次元空間がユークリッド空間であり，データが多変量正規分布に従う場合，情
報量を最大限保つアファイン部分空間を求めることができる手法である．また，計算アルゴリ
ズムの観点からも，データ行列の特異値分解（または分散共分散行列の固有値問題）に帰着でき
るため解を求めるのが容易であるという利点もある．
ところが，テキストマイニングなどのデータマイニング，遺伝子情報処理など昨今重要性を

増している応用課題においては，離散データなど必ずしもユークリッド空間上の点ではない
データを取り扱うことが多い上，たとえ連続値であっても分布の正規性が保証されないことも
多い．そのような場合でも，形式的に主成分分析を適用することは可能だが，仮定が成り立っ
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ていない以上，そうして得られた低次元構造は必ずしも適切なものになっているとは言えない．
そこで，いろいろなデータ形式や分布について個別に適切な低次元抽出を行う試みが提案さ

れてきたが，近年，情報幾何的な観点から，データが確率分布のなす空間上の点とみなせる場
合には，統一的な取り扱いが可能であることがわかった．
本稿ではまず，確率分布の中でも特に指数型分布族の空間でのデータ解析法について情報幾

何に基づいた枠組みについて紹介し（2 節），その中でも特に基本となる次元圧縮法について説
明する（3，4節）．次に，指数型分布族に属さない混合分布などについても，指数型分布族の空
間に埋め込むというアプローチについて述べる（5節）．続いて，次元圧縮に確率モデルを導入
し，ベイズ推論などを可能にする枠組みへと拡張する（6 節）．そこでは，次元圧縮だけでなく，
離散点への情報圧縮法であるクラスタリングについても考察し，低次元空間への射影とその空
間でのクラスタリングを同時最適化する枠組みについて述べる．最後に，関連研究や今後の課
題などについてまとめる（7節）．

2. 指数型分布族の空間上のデータ解析

集合 X 上に値を取る確率変数 x ∈ X の確率密度（もしくは確率関数）が，パラメータ θ =

(θ1, . . . , θM )T ∈S ⊂R
M を用いて

(2.1) p(x;θ)= exp(θTF (x) + F0(x) − ψ(θ))

の形に書けるとき指数型分布族であるという．ここで，F (x)= (F1(x), . . . ,FM (x))T であり，θT

は θ の転置を表す．
パラメータ θ を座標とみなすことによって指数型分布族に属する分布の空間を考えることが

できる．これが情報幾何（Amari, 1985; Amari and Nagaoka, 2000）の出発点である．本稿では，
観測されるデータがパラメータ θ のなす空間上の n 個の点 θ(1), θ(2), . . . , θ(n) として与えられる
場合に，それらを次元圧縮したりクラスタリングしたりする手法について考える．
指数型分布族の確率変数の実現値 x ではなく，パラメータ θ が与えられるという設定には

補足説明が必要であろう．まず文字通りパラメータの組が与えられるというのはどのような状
況が考えられるかについて説明する．
例えば大量の顧客データなどを集めてデータ解析を行う場合に，それぞれの支店で集めた

データを中央のセンターに送るという状況を考える．このとき，すべてのデータをそのままセ
ンターに送るのではなく，支店でデータの分布に関する統計的推測を行って，分布のパラメー
タだけをセンターに送り，センターでは各支店から送られたパラメータの集合に対してデータ
解析を行うとする． これが，最初に考えた「パラメータがデータとして与えられる」という状
況の一例である．このような処理スキームの利点は大まかに二つに分けられる．
まず第一に，データの量があまりにも多い場合，すべてのデータをセンターで処理するには

負荷が大き過ぎるため，支店で事前に処理してから送ることにより処理の負荷分散が可能とな
る．また，支店からセンターに送る通信量も軽減できる． これは最近注目されている分散デー
タマイニング（Agrawal and Srikant, 2000; Kumar et al., 2006）で想定されている問題設定であ
り，さらに支店をよりミクロなセンサーに置き換えて考えると，大量のセンサを用いてデータ
処理を行うセンサーネット（Chong and Kumar, 2003）にも関連している．
第二の利点は，各支店で統計情報に集約することにより，データのプライバシーを保つこと

ができるという点である． すべてのデータがセンターに集まっていると情報が漏洩した場合
のリスクが大きいが，統計情報になっていればそのリスクは軽減する．特に顧客データや医療
データなどプライバシー保護が必要なデータを集める際には有効な手法である．近年「プラ
イバシー保護データマイニング」としていろいろな分野が関連して研究が進められているが
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（Aggarwal and Yu, 2008），上記の処理手法はその一つの形態とみなすことができる．
このように，サンプル点が確率分布のパラメータとして与えられるという問題設定は昨今注

目されている新しいデータ解析手法と深く関係している．一方，得られるデータが指数型分布
族の確率分布に従う確率変数の実現値として観測された場合も同じ枠組みで取り扱うことがで
きることを説明しよう．
指数型分布族の空間は θ を座標系としてとることもできるが，

(2.2) ηj = Ep(x;θ)[Fj(x)]=

∫
Fj(x)p(x;θ)dx

によって定まるパラメータ η = (η1, . . . ,ηM ) を座標系に取ることもできる．θ を自然パラメー
タ，η を期待値パラメータと呼び，これらはそれぞれ 1対 1写像によって座標変換される． 以
下，その座標変換を θ(η),η(θ) のように表す．
ここで，確率変数の実現値 x が観測されたとき，rj =Fj(x) を ηj 座標とみなすことにより，

x を分布の空間上の点とみなすことができる．これは単一の観測値を十分統計量とみなした場
合の最尤推定量になっている．これによって，実現値もパラメータに変換することによりパラ
メータ空間でのデータ解析法に帰着できるのである．
ここで，指数型分布族に対するデータ解析の適用範囲について述べておこう．指数型分布族

は多項分布，Poisson 分布，正規分布など多くの基本的な分布を含む広いクラスの分布族であ
る．従って，二値データや計数データなどさまざまな形のデータを扱うことができるようにな
る．また，近年盛んに研究が進んでいるカーネル法（赤穂, 2008）で用いられるグラム行列は，直
観的には類似度行列を表しており，遺伝子情報処理やネットワーク解析などの応用分野におい
て重要な役割を果たす．多くの類似度行列が与えられたときに，それらに対してデータ解析を
行うということもマルチカーネルなどと呼ばれ注目されている．グラム行列は多変量正規分布
の分散共分散行列とみなすことにより，指数型分布族のデータ解析の枠組みで扱うことができ
る（Ohara, 1999）．

3. e-PCA と m-PCA

n 個のパラメータの値が得られたとき，それを次元圧縮するために，θ（あるいは η）をユーク
リッド空間の座標系とみなして通常の主成分分析を行うということが考えられるが，それには
二つの問題がある．第一の問題点は，ユークリッド空間での射影を取った点が必ずしも θ の定
義域 S に入っているとは限らないという問題である（例えば多項分布で確率値が [0,1] に入っ
ていなかったり，正規分布で分散が負になるなど）．特に，部分空間に射影した点が分布とし
てどのような分布になっているかを知りたい場合には，定義域に入っていなければ分布として
定義されないということになってしまう．第二の問題点は，ユークリッド空間での射影が必ず
しも確率分布の空間上で適切なものであるとは限らないという点である．ユークリッド空間
上の射影は，点から部分空間への二乗距離を最小にするものであるが，パラメータ間の二乗距
離は必ずしも分布間の距離を表す尺度としては適切なものではない．
これらの問題点は情報幾何的に空間の構造を考えることにより解決できる．ここで情報幾何

について本稿で必要となる基礎概念についてまとめておく．情報幾何では統計的な不変性など
に基づいて微分幾何的に空間の構造を導入する．局所的には各点の近傍は線形空間（接空間）
とみなし，その構造を Riemann 計量によって定める． 統計的な不変性から Riemann 計量は
Fisher 情報行列

(3.1) Gij(θ)= Eθ

[
∂

∂θi
logp(x;θ)

∂

∂θj
logp(x;θ)

]



170 統計数理　第 58 巻　第 2 号　 2010

によって定めればよいことが導かれる． 従って θ の近傍におけるベクトル dθ の長さは∑
i,jGij(θ)dθidθj で測ることになる．直観的には，Cramer-Rao の不等式により，Fisher 情

報行列はパラメータの推定における精度の度合いを表していると考えられるから，Fisher 情報
行列の（固有）値の大きい θ では dθ が小さくても統計的には大きな距離となる．
一方，大域的な構造は，接空間と接空間の間で接ベクトルを平行移動させる際のずれの度合

いを表現するための（アファイン）接続（係数）によって定まるが，情報幾何の特徴的な点は，実
数 α をパラメータとする接続の族（α 接続）があることである． 通常の Riemann 幾何では計
量的な接続，つまり平行移動によって長さを保つような Levi-Civita 接続のみを考えるが，そ
れは α= 0 の場合に相当する．しかしながら，情報幾何で重要なのはむしろ α=±1 の場合で
非計量的である．
接続係数はテンソル的な変換をしないので，座標系をうまく取ると 0 にできる場合がある．

α 接続に対するそのような座標系を α アファイン座標系と呼び，その座標系について α 平坦
であるという．α アファイン座標系では，接ベクトルをその向きに平行移動してできる測地線
が，単なる直線となり，感覚的にはユークリッド空間に近い単純な構造を持つことがわかる．
指数型分布族では，α= 1 に対しては θ 座標が 1 アファイン座標系であり，α=−1 に対して

は η 座標が −1 アファイン座標系となっている．このように，α=±1 には特別な性質がある
ので，α= 1 に対応する 1 接続や 1 アファイン座標系を e 接続とか e（アファイン）座標系と
呼び，α=−1 に対応する −1 接続や −1 アファイン座標系を m 接続とか m（アファイン）座
標系と呼ぶ（e，m は exponential，mixture の頭文字で，mixture については混合分布族の自然
パラメータが −1 平坦であることに由来する）．θ と η は Legendre 変換で変換される互いに双
対な座標系である．また上にも述べたように，α �= 0 の接続は非計量的であるが，α と −α は
互いに双対的な関係にあり，双対的な内積である

∑M
j=1 dθjdηj は平行移動に関して不変な量に

なっている．
さて，次元圧縮を考える際には，部分空間を考え，点から部分空間への射影を取るという操

作が必要である．e 座標系 θ（または m 座標系 η）では，測地線が直線で表されるため，アファ
イン部分空間はその上の 2点間の測地線を自分自身の中に含む．そのような部分空間のことを
e 自己平行な（または m 自己平行な）部分空間と呼ぶ．
部分空間の外の点から部分空間に引いた e 測地線（または m 測地線）で，部分空間の交点に

おいて（Riemann 計量の意味で）直交するとき，その点を e 射影（または m 射影）と呼ぶ．情報
幾何における射影定理は一見非線形で複雑そうに見える射影をすっきりと見通しのよいものに
する．

射影定理．点 θ∈S から e 自己平行な部分空間 T への m 射影 θ̂ は一意的に存在する．それ
は T 上の点のうち m ダイバージェンス

(3.2) Km(θ; θ̂) = (θ − θ̂)T η(θ) − ψ(θ) + ψ(θ̂)

の最小とする点として与えられる．この命題は e と m を入れ替えてもそのまま成立し，その
場合 e ダイバージェンスは Ke(θ; θ̂)=Km(θ̂; θ) で定義する．

射影定理から，指数型分布族の空間 S における次元圧縮法として，双対的な二つのものが考
えられる（赤穂, 2003; Akaho, 2004）．一つは S の e 自己平行な部分空間で，各点からの m ダ
イバージェンスの総和が最小になるものを見つけるというもので，これを e-PCA と呼ぶ．も
う一方は e と m を入れ替えて e ダイバージェンスの総和を最小にするm 自己平行な部分空間
を見つけるもので，m-PCA と呼ぶ．

e-PCA および m-PCA では最初に挙げた二つの問題点が解決されていることに注意する．す
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なわち，射影定理により，各点から部分空間への射影は（定義域の外にはみ出したりせず）一
意的に必ず存在することが保証される．また，e（m ）ダイバージェンスは Kullback-Leibler ダ
イバージェンスに一致し，統計的にも分布間の隔たりを表すのに自然な量である．ちなみに
e（m ）ダイバージェンスは φ(θ) をポテンシャル関数とする Bregman ダイバージェンスでも
ある．

e-PCA や m-PCA の特別な場合として重要なのが 0 次元空間への射影，すなわち，データ
を 1点に集約する場合である．0 次元の e-PCA で求める点を e 中心，m-PCA の場合を m 中
心とすると，それらは閉じた形で表現でき，

(3.3) θe
c = θ

(
1

n

n∑
i=1

η(θ(i))

)
, ηm

c = η

(
1

n

n∑
i=1

θ(η(i))

)
.

と書ける． つまり，指数型分布族の空間上で距離（ダイバージェンス）や中心を求めることは比
較的容易である． これを使えば，k 平均法などのクラスタリング手法も構築可能である．
ちなみに，通常の主成分分析は e-PCA や m-PCA の特殊な場合とみなすことができる．す

なわち，指数型分布族の空間として，多変量正規分布で分散共分散行列を単位行列に固定し，
平均ベクトルだけをパラメータとした空間を考える． このとき θ= η であり，e ダイバージェ
ンスと m ダイバージェンスはいずれも Km(θ; θ̂) =Ke(θ; θ̂) = ‖θ − θ̂‖2 となる．そこで各デー
タ点 x を η 座標に対応づけ e-PCA（この場合 m-PCA も同じ）を行うと，点から部分空間への
二乗距離が最小となる部分空間を求めることになり，これは通常の主成分分析にほかならない．
通常の主成分分析では，最適な L 次元アファイン部分空間は，より高次元の最適な L′ 次元

アファイン部分空間に含まれる．しかしながら，e-PCA や m-PCA は一般の場合，そのような
階層性がないことに注意する． 例えば e 中心や m 中心は，より高次元の e-PCA や m-PCA

で得られるアファイン部分空間に一般には含まれない．これは，情報幾何で扱う空間が本質的
には非線形であることに由来する．

4. e（m）-PCA のための最適化法

e-PCAとm-PCAは双対な関係にあるので，本節では e-PCAについてのみ説明する． m-PCA

については説明の e- と m-，θ と η を入れ替えるだけでよい．

4.1 交互最適化
まず e-PCAの定式化を行う．e 座標系 θ のアファイン部分空間 T の基底ベクトル u1, . . . ,uL

と T 上の一点 u0 を取り，

(4.1) θ̃(w) =
L∑

j=1

wjuj + u0

によって T 上の点を表現する． e-PCA では n 個の点 θ(1), . . . , θ(n) が与えられたとき，各点か
ら T への m 射影を

(4.2) argmin
w(i)

Km(θ(i); θ̃(w(i)))

によって求め，このダイバージェンスの総和ができるだけ小さくなるように，U = (u1, . . . ,uL,u0)

を求める． つまり，W = (w(1), . . . ,w(n)) と置き，

(4.3) l(U,W )=
∑

i

Km(θ(i); θ̃(w(i)))

を U,W について最小化することが e-PCA の目標である．
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一般に解は閉じた形では求められないので，適当な初期値からはじめて最急勾配法や Newton

法などの繰り返し法によって解を求めることになる．射影定理より，自己平行な部分空間を固
定すれば各点からの双対的な射影は一意的である，すなわち，U を固定して W を最適化する
問題はただひとつの最適解を持つ．一方，W を固定して U を求める問題も θ(1), . . . , θ(n) のな
す Sn という大きな空間での e 自己平行な部分空間への m 射影とみなせるため，やはりただ
ひとつの最適解を持つ．このように，U と W を交互に最適化するというアルゴリズムが自然
に考えられる．ここで，それぞれのステップでの最適化はただ一つの最適解をもつ問題である
が，アルゴリズムを反復して収束した解は大域的な最適解とは限らないことに注意する．

e 自己平行な部分空間への m 射影は，混合座標系（Amari, 2001）というものを考えると陽な
表現をもつ．m 座標系や e 座標系は線形変換の自由度をもつので，e 座標をうまく取れば，
θ= (θI , θII) のように M − L 個と L 個の成分に分け，部分空間は θI = θ0I という制約式で表現
できる（θ0I は定数）．一方それに双対な m 座標を η= (ηI ,ηII) とすると，(θI ;ηII) という両方
の座標系が混在した新たな座標系をとることができ，これも S 上の点を一意に定める．この混
合座標系を用いると，点 (θI ;ηII) から，部分空間 θI = θ0I への m 射影は (θ0I ;ηII) として陽に
表現できる．ただし，混合座標を m 座標だけの表現，e 座標だけの表現に変換するには一般
に非線形な方程式を解く必要があることに注意する必要がある．Akaho（2004）では，混合座標
系表現を用いて各ステップの最適化が 2次収束する反復アルゴリズムを導出している．
さて，部分空間の基底 u1,u2, . . . ,uL の表現には任意性がある．部分空間を定めるには，R

M

中の L 個の互いに直交するベクトルを定めればよいが，一つの部分空間を定める基底の表現
は一意的ではない．同じ部分空間を定める直交枠を同一視した L 次元直交枠全体のなす空間
は Grassmann 多様体と呼ばれ，その上での最急勾配法は微分幾何の観点から研究されている
（Edelman et al., 1998; Fiori, 2001）．

L 本の正規直交ベクトルからなる行列 Ũ = (u1,u2, . . . ,uL) を Grassmann 多様体上の点の表
現とみなすと，目的関数 l(Ũ) に対する最急勾配は

(4.4) gradl(Ũ) = (I − Ũ ŨT )∇Ũ l(Ũ)

で与えられる．ただし，この最急勾配の方向に Ũ を変化させても，正規直交基底であるとい
う制約条件から少しずつずれていくので，何ステップおきかに Schmidtの直交化法などを適用
するか，Grassmann 多様体上の測地線に沿って修正を行う必要がある．

4.2 初期解
繰り返し法では必ずしも大域的最適解に収束するとは限らないため，よい初期解を選ぶこと

が重要な問題となる．最も単純な方法は通常の主成分分析の解を用いて部分空間の基底の初期
化を行うことだが，空間に関する計量の情報などを用いればもっとよい初期解が得られる可能
性がある．

Fujiki and Akaho（2007）,藤木・赤穂（2009）は，空間の各点で異なるリーマン計量をもつ場合
に，一般に aT g(θ)= b の形の超曲面（もとの空間より 1次元低い曲面）をあてはめるためのユー
クリッド化と名付けた近似解法を提案している．具体的には，点 θから低次元空間 aT g(θ)= b

へのユークリッド距離の二乗は近似的に

(4.5) d(θ,a)=
(aT g(θ) − b)2

aT∇θg(θ)G−1(θ)∇θg(θ)Ta

で表される．
本稿では自己平行な部分空間あてはめを考えるので g(θ)= θ だから，∇θg(θ)= I（単位行列）

となる．ただし，サンプルに対する総和 l=
∑n

i=1 d(θ
(i),a) は a に関して複雑な形をしている
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ため，これでも簡単には最小化できない．
そこで，さらに近似を入れて，分子がすべての i について共通となるようにすれば，l は

Rayleigh 商の形となり，（一般化）固有値問題として解くことができる．
例えばすべての i について G(θ(i)) を単位行列に置き換えれば，主成分分析そのものに帰着

される．また，G(θ(i))� λiG
∗ のように，i 毎に異なるスカラー λi と i に依存しない行列 G∗

の積で近似すれば，より近似の度合いを上げることができる．この λi と G∗ の取り方にはい
ろいろな可能性が考えられるが，例えば λi = |detG(θ(i))|1/M，G∗ =

∑n
i=1G(θ(i)) とする手法

などが提案されている（Akaho, 2004; 藤木・赤穂, 2009）．
また，本稿では自己平行な部分空間あてはめのみを扱ったが，aT g(θ)= b の形をしたより一

般の曲面のあてはめについても同じように議論できる．

5. 指数型分布族以外への拡張

指数型分布族は正規分布など多くの基本的な分布を含んでいるが，実際の応用でよく用いら
れる混合分布や隠れマルコフモデルなどは指数型分布族に含まれていないため，ここではそれ
らの分布に対する一つのアプローチを紹介する（Akaho, 2008）．

5.1 指数型分布族への埋込
以下では指数型分布族の混合分布

(5.1) p(x)=
K∑

k=0

πkfk(x;ξk), fk(x;ξk)= exp(ξT
k Fk(x) − ψk(ξk)), k= 0, . . . ,K

を考える．ここで，πk ≥ 0，
∑K

k=0πk = 1 で，{πk}K
k=0 の自由度は K であるから，π1, . . . ,πK を

パラメータとし，π0 はそれ以外の πk から決まる関数 π0 = 1 −
∑K

k=1πk とする．このモデル
を生成モデルとして解釈すると，まず，πk に比例する確率で要素分布 fk をランダムに選び，
それから fk(x;ξk) に従って x を生成する．混合指数型分布族自体は指数型分布族ではないが，
どの要素分布が選ばれるかを潜在確率変数 z ∈{0,1,2, . . . ,K} として導入すると，(x,z) の同時
分布は指数型分布族になる（Wang et al., 2003; Amari, 1995）．具体的には，

p(x,z)= πzfz(x;ξz)(5.2)

= exp

[
K∑

k=1

ξT
k Fk(x)δk(z) + ξT

0 F0(x)

(
1 −

K∑
k=1

δk(z)

)
+

K∑
k=1

νkδk(z) − ψ∗

]

という形の指数型分布族になる． ただし，δk(z) = 1 は z= k のとき 1，それ以外で 0 を取る
関数で，

(5.3) νk = logπk − ψk(ξk) − (logπ0 − ψ0(ξ0)) , ψ∗ =− logπ0 + ψ0(ξ0).

である．
これによって指数型分布族の混合分布を別の指数型分布族の空間に埋め込むことが可能とな

るが，二つの問題点がある．一つ目は，潜在変数 z の入れ方には置換の自由度があるという問
題で，例えば ap(x) + bq(x) という分布は π0 = a,π1 = b,f1(x)= p(x),f2(x)= q(x) と埋め込むこ
ともできるが π0 = b,π1 = a,f1(x)= q(x),f2(x)= p(x) と埋め込むこともできる．一つの分布を
埋め込むだけならそのうちの任意の埋め込みを選べばよいが，複数の分布を埋め込む場合には
互いの位置関係が変化してしまうので適切に選ぶ必要がある．二つ目は，実際の応用場面を考
えると混合分布の要素数の異なる混合分布を扱いたい場合もあるが，パラメータ数が変化して
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しまうためそのままでは要素数の異なる分布を一つの空間の中では扱うことができないという
問題である．

5.2 埋込みアルゴリズム
まず，要素分布の数が等しい場合に適切な埋め込みを行う手法を考える．以下に述べるよう

に，二つの分布であればそれらがダイバージェンスの意味で最も近く配置される埋め込み法を
求めることが可能なので，一般の n 個の場合には greedy に分布を追加していくことによって
埋め込みを行うという方法が考えられる．
潜在変数を導入した二つの混合分布

(5.4) p1(x,z)=αzfz(x;ξz), p2(x,z)= βzfz(x;ζz)

が与えられたとき，p1 と p2 の m ダイバージェンスは

(5.5) Km(p1; p2)=

K∑
k=0

αk

[
Km(fk(x;ξk); fk(x;ζk)) + log

αk

βk

]

で与えられる．これは対応する成分毎の関数の和に分離した形をしている．従って，グラフ
マッチングによって最適な対応関係を見つければ最もダイバージェンスの小さい埋め込みを見
つけることができる．つまり，p1，p2 それぞれの分布の各成分をノードとし，分布間を結んだ
二部グラフを考え，p1 の k 番目と p2 の k′ 番目のノードを結ぶエッジの重みは（5.5）式の

(5.6) wkk′ =αk

[
Km(fk(x;ξk); fk′(x;ζk′)) + log

αk

βk′

]

に取る． これによって定義された二部グラフの最小重み最大マッチングを求めれば，2 つの分
布の m ダイバージェンスの意味での最適な埋め込み法が得られる．すなわち，

(5.7) min
K∑

k=0

K∑
k′=0

wkk′xkk′ ,
K∑

k=0

xkk′ =
K∑

k′=0

xkk′ =1, xkk′ ≥ 0

を満たす xkk′ ∈{0,1} を求め，xkk′ = 1 となる p1 の k 番目 と p2 の k′ 番目を対応づければよ
い（実行可能解は区間 [0,1] にあるが，最適解では {0,1} の 2値になることがわかっている）．
これは最小費用流問題を解くアルゴリズムによって効率よく解くことができる．また，m ダイ
バージェンスと e ダイバージェンスの定義から，p1 と p2 を入れ替えれば e ダイバージェンス
の意味での最適な埋め込み法も得られる．
n 個の分布を埋め込む場合はこのいずれかを greedy に繰り返す方法が提案されているが，e

とmのどちらがよいかという議論を含め，より適切な埋め込み法を見つけることも今後の検討
課題である．

5.3 コンポーネント数が異なる場合
次に，要素分布の数が異なる場合の埋め込み手法について考える．基本的なアイディアは，

少ない要素数でも要素分布 p(x) を ap(x) + (1 − a)p(x) のように分割すれば要素数を見かけ上
増やすことができるというものである．これは，混合分布のもつ特異性（Fukumizu et al., 2003;

Watanabe and Watanabe, 2007）を逆に利用したものである．
しかしながら，この場合，「どの要素分布を分割するか」と「分割したとしてその分割の割

合をどれだけにするか」という二つの問題を解く必要がある．本来この二つは相互に絡み合っ
ているが，近似的にこれらの問題を二段階に分割して解く．
まず，「どの要素分布を分割するか」という問題については，前節で述べた要素分布が等し

い場合のマッチングを取るところで，1対 1のマッチングを 1対多の対応を見つける問題に拡
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張することによって近似的に解くことができる．つまり，（5.7）式を

(5.8) min

K∑
k=0

K∑
k′=0

wkk′xkk′ ,

K∑
k=0

xkk′ ≥ 1,

K∑
k′=0

xkk′ = 1, xkk′ ≥ 0

と拡張し，（ただし一般性を失うことなく k≥ k′ と仮定）xkk′ =1 を満たす k が複数ある場合に
は，p2 の k′ 番目の要素を分割して対応づけることにする．ただし，ここで得られる対応付け
は分割の割合を考慮していないので厳密には最適なものではないことに注意する．
上記のアルゴリズムによって，どの要素分布を分割するかが決まってしまえば，最適な分割

の重みは m ダイバージェンス（または e ダイバージェンス）を最小にするという意味で解析的
に求められる（詳細な式の形は Akaho, 2008を参照）．
さて，以上のアルゴリズムによって指数型分布族の混合分布を指数型分布族の空間に埋め込

むことができたので，後は e-PCA または m-PCA を適用することによって次元圧縮を行うこ
とが可能となる．
ここでは混合分布についてのみ紹介したが，隠れマルコフモデルなど離散的な潜在変数をも

つ確率モデルなら上記に示したアルゴリズムや近似法はほぼそのまま適用可能である．しか
しながら，隠れマルコフモデルでは潜在変数についての可能な組み合わせが想定する系列の長
さに関して指数的に増大するため動的計画法を利用するなど計算上の工夫が必要であると考え
られる．また，近年ノンパラメトリックベイズなどの枠組みで注目されているモデルでは潜在
変数が無限個あるため，そのままの形では適用できず，今後の課題として残されている．

6. 指数分布族上の確率モデル

主成分分析は明示的な生成モデルを持たず，統計的な推測としては解釈できない．そこで，
生成モデルに基づいて次元圧縮する手法として因子分析や確率的主成分分析というものが提案
されている．今まで述べた e-PCA や m-PCA も主成分分析と同じくそのままでは明示的な生
成モデルはもたない．単なる次元圧縮の手段としては問題がないが，ベイズ的な推論を行った
り，確率モデルとしての解釈を行うためには生成モデルを考えたモデル化が有効である．
ここではWatanabe et al.（2008, 2009）によって導入された e-PCA の確率モデルと，それを

発展させた次元圧縮とクラスタリングの同時最適化について紹介する．

6.1 e-PCA の生成モデル
しばらくの間，部分空間を規定するパラメータ U は固定して考えることにする．部分空間

上の局所座標 w に対応する S における e 座標を

(6.1) θ̃(w) =
L∑

j=1

wjuj + u0

とおくと，S 上のデータ点 θ(i) の m 座標 η(θ(i)) は十分統計量とみなせるので，その尤度は

(6.2) p(η(θ(i)) |w(i)) = exp(η(θ(i))T θ̃(w(i)) + F0(η(θ
(i))) − ψ(θ̃(w(i))))

と書ける． ここで，θ(i) に対応する w の値を w(i) とおいた．上の式は θ(i) がこの分布に従
うただ一つの観測値から生成されたパラメータである場合の式である（2節の最後の部分を参
照）．ちなみに θ(i) が一般の N 個のデータから得られた十分統計量から推定されたパラメータ
の場合は exp の中身が N 倍されるのみで本質的には同様に議論できる． ここでは簡単のため
N =1 の場合のみ説明する．
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w を確率変数とみなし，事前分布 p(w) を定めると，n 個の観測値 Θn = {θ(i)} に対する潜
在変数 Wn = {w(i)}n

i=1 の事後分布は簡単な式変形により

(6.3) p(Wn |Θn)∝ exp

(
−

n∑
i=1

Km(θ(i); θ̃(w(i)))

)
n∏

i=1

p(w(i))

となることを示すことができる．この式は e-PCA の損失関数である m ダイバージェンスにマ
イナスをつけて指数の肩にのせ，Wn についての事前分布をかけた形をしており，e-PCA の確
率モデルとみなせる．
ここで，低次元空間でのクラスタリングをモデル化するための事前分布として

(6.4) p(w | a,V ) =

K∑
k=1

akδ(w − vk),

K∑
k=1

ak = 1, ak ≥ 0

という形の分布を仮定する． ただし，a=(a1, . . . ,aK)T ,V = {vk}K
k=1 は確率変数で，それぞれ

共役事前分布である Dirichlet分布と指数型分布族

(6.5) p(a;φ)∝
∏
k

aφ−1
k , p(vk;ξ,α) = exp

(
ξ{αT vk − ψ(θ̃(vk))} − Φk(α,ξ)

)

を仮定する． ただし，φ,ξ,α はハイパーパラメータであり，

(6.6) Φk(α,ξ) = log

∫
exp
(
ξ{αT vk − ψ(θ̃(vk))}

)
dvk

とおいた．

6.2 クラスタリングアルゴリズム
上で定義したモデルにおいて vk をクラスタ中心とみなし，vk に関するベイズ推論を行うこ

とにより低次元空間でのクラスタリングを行う．その計算アルゴリズムの詳細は式が複雑にな
るのでここでは導出過程の概要を説明する．詳細についてはWatanabe et al.（2009）を参照さ
れたい．
（6.4）式は，一種の混合分布の形をしており，そのままでは扱いが困難である．そこで，各サ
ンプルデータ θ(i) がどのクラスタに属するかを新たに潜在変数として導入する．すなわち，θ(i)

に対応する低次元空間上の局所座標 w(i) はクラスタ中心 v1, . . . ,vK のどれかの値を取るが，そ
の添え字を z(i) と置く． すると w(i) について周辺化した η(θ(i)), z(i) の同時分布は

(6.7) p(η(θ(i)), z(i) | a,V ) = az(i)p(η(θ
(i)) | vz(i)) =

K∏
k=1

akp(η(θ
(i)) | vk)δk(z(i))

という形になる． ここで，p(η(θ(i)) | vk) は（6.2）式で述べた vk を定めたときの η(θ(i)) の尤度
である．
しかしながら，これでも事後分布は計算が困難なため，変分ベイズ法（またはナイーブ平均

場近似（Attias, 1999）による事後分布の近似を行う．潜在変数のうち Wn は含まない形になっ
たので，それ以外の潜在変数を a,V と Zn = {z(i)} の二つの組に分け，全体の事後分布をそれ
ぞれの組の分布の積の形

(6.8) p(a,V,Zn |Θn)� q(a,V )q(Zn)

で近似する． このとき，近似の評価規準として

(6.9) Km(q(a,V )q(Zn); p(a,V,Zn |Θn))
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を取り，これが最小となるように q(a,V ) と q(Zn) についての変分を取ると

(6.10) q(a,V )∝ p(a,V )exp

(
n∑

i=1

Eq(Zn)

[
logp(η(θ(i)), z(i) | a,V )

])

(6.11) q(Zn)∝ exp

(
n∑

i=1

Eq(a,V )

[
logp(η(θ(i)), z(i) | a,V )

])

という方程式を得る． これを解くために通常は q(a,V ) と q(Zn) の一方を固定し，上記の方程
式に代入して他方の最適解を得るという交互最適化によって局所最適解を求める．このとき，
q(a,V ) は

(6.12) q(a,V ) = q(a)
K∏

k=1

q(vk)

の形に自然に分離し，（6.5）式と同じ形の分布，つまり q(a) は Dirichlet 分布，q(vk) は 指数型
分布族になり，q(Zn) を固定して q(a)，q(vk) を求める変分ベイズ法の手続きも書き下すこと
ができる（式の詳細は Watanabe et al., 2009, を参照）．
一方，q(Zn) も

∏n
i=1 q(z

(i)) の形に分離することがわかるが，変分ベイズ法の手続きが書き
下せるのは，U が空間 S の全体を張る場合，すなわち全く次元圧縮を行わない場合のみであ
る．我々の興味の対象である次元圧縮を行う場合には一般に困難な多次元数値積分，具体的に
は（6.6）式の α,ξ に関する微分の計算が必要となってしまう．
そこでWatanabe et al.（2009）では，さらに（6.6）式の exp の中身を vk について 2次までの

テーラー展開で近似するという Laplace 近似を適用する． これによって低次元空間を固定し
たもとでの潜在変数の事後分布を（近似的に）計算するアルゴリズムが完成する．
さて，上記のアルゴリズムはクラスタに関する情報，つまりクラスタ中心 V と各データが

どのクラスタから生成されたかの z(i) に関する分布を求めたが，各データを低次元化する際に
は潜在変数 w(i) に関する分布を求めることが必要である．このためには逆に，潜在変数全体
の事後分布を a,V について積分消去して w(i) だけの分布を求めることができ，さらに上記の
Laplace 近似によって求めた関数を用いて事後平均も計算できることが示されている．

6.3 次元圧縮とクラスタリングの同時最適化
ここまでは部分空間を固定して考えてきたが，ここでは部分空間を最適化することを考える．

部分空間の基底に対して完全にベイズ的な扱いをすることは計算量などの点から困難がある．
Watanabe et al.（2009）では以下のような手法を提案している．変分ベイズ法において，各

サンプルがどのクラスタに属するかの事後確率 q(z(i)) が求められているので，それに関する
データの m 座標系での重み付き平均

(6.13) νk =
1

nk

n∑
i=1

q(z(i) = k)η(θ(i))

とおく． ただし nk =
∑n

i=1 q(z
(i) = k) である．これが部分空間内でのクラスタ中心の事後平均

(6.14) v̄k =

∫
vkq(vk)dvk

に近づくように部分空間を学習する． 近さの規準としては

(6.15)
K∑

k=1

nkKm(θ(νk); θ̃(v̄k))
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を取り，最急降下法により U を更新していく．変分ベイズ法とこの手続きを更新することに
より次元圧縮とクラスタリングの両方を最適化できる．
なお，モデル選択としてより自然なのは，ベイズ自由エネルギーを最小にするような部分空

間を選ぶという方法であろう．変分ベイズ法では，ベイズ自由エネルギー F(Θn) そのものは
計算が困難であるが，これに対する一つの上界である変分自由エネルギー

(6.16) F̂(q)=
∑
Zn

∫
q(Zn)q(a,V ) log

q(Zn)q(a,V )

p(a,V )
∏n

i=1 p(η(θ
(i)), z(i) | a,V )

は計算可能なのでこれを部分空間を選ぶモデル選択に用いるという手法が考えられる（なお，
F̂(q) と真の自由エネルギーとの差が変分ベイズ法で最小化したm ダイバージェンスの値に一
致する）．
すると，変分自由エネルギーを部分空間の基底について最小化することになるが，最急降下

法で導かれた更新式には計算が困難な部分が残ってしまう．（6.15）式で提案した規準はこの変
分自由エネルギーの規準の近似とみなすことができ，得られる更新式の形も類似している．
クラスタリングにおいては，適切なクラスタ数 K を決めるのも重要なモデル選択の問題で

あるが，これに対してはクラスタ数を変えて変分自由エネルギーを計算し，それを最小にする
クラスタ数を選ぶことによってモデル選択するという手法が考えられる．

6.4 m-PCA の確率モデル
e-PCA の確率モデルはもとの指数型分布族の尤度からm ダイバージェンスが出てくること

で容易に導かれたが，m-PCAについては異なる確率モデルを導入する必要がある．まず，（6.2）
式の尤度と類似の以下の関数を考える

(6.17) pm(θ(i) |w) = exp(θ(i)T η̃(w) + F̃0(θ
(i)) − ϕ(η̃(w)))

ここで，

(6.18) ϕ(η)= θ(η)T η − ψ(θ(η))

であり，η̃(w) は m 座標系の L 次元アファイン部分空間上の点の助変数表現

(6.19) η̃(w)=

L∑
j=1

wjuj + u0

を表し，F̃0 は正規化条件

(6.20)

∫
pm(θ |w)dθ=1

を満たすように決められる関数とする．
このような F̃0(θ) が存在すれば（6.17）式は θ(i) の確率密度とみなせる．ϕ の定義式を代入す

ると，

(6.21) p(θ(i) |w) = exp{−Ke(η(θ
(i)); η̃(w)) + ψ(θ(i)) + F̃0(θ

(i))}

となり，これを θ(i) の尤度として w を求める最尤法が e-ダイバージェンスを最小にする w を
求める m-PCA と等価になる．w に事前分布を考えれば，e-PCA の場合と同じようにベイズ推
論を行うことが可能となる．
上記の解釈が成立するためには F̃0 が存在する必要があるが，存在条件など理論的な特徴付

けは今後の課題として残されている．
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ここでは例として，1次元指数分布

(6.22) p(x |λ) = exp(−λx+ logλ)

を考える（x≥ 0,λ> 0）．この分布において，θ=−λ，ψ(θ)=− log(−θ)，η=−1/θ ゆえ，ϕ(η) =

− logη − 1 であり，（6.17）式を計算すると F̃0(θ
(i))=−1 とすればよいことがわかり，

(6.23) pm(θ(i) |w) = exp(θ(i)η̃(w) + log η̃(w))

となる． これは θ(i) < 0 で定義される指数分布であり，η(θ(i)) =x(i) の対応によって x(i) の分
布に変数変換すると，

(6.24) p(x(i) |w) = exp

(
− η̃(w)

x(i)
− 2logx(i) + log η̃(w)

)

という分布モデルとなり，これはもとの指数分布とは異なる分布からの生成モデルを仮定して
いることを意味している．

7. 関連研究とまとめ

次元圧縮やクラスタリングはデータ解析の基本的手法であり，非常に広範にわたるためその
すべてにわたるレビューをするのは困難である．ここでは著者らの知見に基づいてその主なも
の，特に本研究と関連の深いものについて述べる．
離散値に関する主成分分析の拡張は，数量化 III 類（林, 1993）や Correspondence analysis

（Benzecri, 1992）などに始まる研究があるが，これらは本質的には潜在的に正規性を仮定したも
のになっている．
離散確率変数の特別な場合にではあるが，確率分布の幾何的な構造に着目して，ダイバー

ジェンスを距離においた次元圧縮法として提案されたのが pLSA（probabilistic Latent Seman-

tic Analysis）であり（Hofmann, 1999），テキストマイニングなどで広く用いられている．この
ほか一般化線形モデルに基づいた二値データの PCA の提案（Schein et al., 2003）や多項分布
（Buntine, 2002）の場合の研究がある．このほか NMF（Nonnegative Matrix Factorization）など
も確率モデルに基づいた次元圧縮法の一種と考えられる．
これらを包含する形で指数型分布族の空間での情報幾何に基づく PCA に一般化した最初の

研究は Collins et al.（2002）である．Collins らの研究は，本稿で説明した双対的な次元縮小法
のうち e-PCAのみで，かつ，観測値が確率変数の実現値の場合のみである．

PCA に確率モデルを導入するという話はもともと因子分析として広く研究されてきた．確
率的 PCA として知られる最近の研究（Tipping and Bishop, 1999; Bishop, 1999a, 1999b; Oba

et al., 2003a）も枠組みとしては因子分析と共通する部分が多く，最近の進展は主に最適化アル
ゴリズムの高速化にある．Collins らの提案した情報幾何的な枠組みに確率モデルを導入した
研究に Sajama and Orlitsky（2004）がある．
一方，クラスタリングについては，離散データのクラスタリング（Dhillon et al., 2003）をは

じめさまざまな研究があり，Collins らの枠組みからクラスタリング法を研究したものとして
Banerjee et al.（2005）がある．本稿で取り上げたクラスタリングと次元圧縮の同時最適化は比
較的新しい話題である．Ding and Li（2007）は伝統的な多変量解析法である判別分析と k-means

法とを同時最適化する手法を提案した．松本 et al.（2008a, 2008b）は正規性の仮定のもとで次
元圧縮とクラスタリングを同時最適化するアルゴリズムを変分ベイズ法を用いて構成した．本
稿で解説した指数分布族の空間での同時最適化アルゴリズム（Watanabe et al., 2008, 2009）はそ
の延長線上に位置づけられる．
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次元圧縮とクラスタリングの同時最適化と関連の深いモデルに混合因子分析モデルがある
（Ghahramani and Beal, 2000; Oba et al., 2003b）．これは，クラスタ毎にそれぞれ別の低次元
構造を見つけるというモデルであり，局所的に低次元構造が異なる場合にはより柔軟なモデル
と言える．しかしながら，高次元でデータ数が比較的少ない場合には全体を同じ低次元空間に
射影する本稿の手法の方が次元の呪いを受けにくいと考えられ，場合に応じて適切な方を選ぶ
必要があるだろう．なお，学習アルゴリズムの導出のしやすさという意味では混合因子分析モ
デルの方が単純であり，次元圧縮とクラスタリングの同時最適化はまだ未知の問題を含むなど
多くの研究の余地が残されている手法である．
本稿以外の次元圧縮法について重要と思われるものに二つ言及しておく．一つは外れ値が

含まれるようなデータについても頑健性を持たせたロバスト PCA（Higuchi and Eguchi, 1998）
である．もう一つはカーネル法の一種であり，非線形の低次元構造を抽出するカーネル PCA

（Schöelkopf et al., 1998）である．多次元尺度構成法などとも関係し，さまざまな関連研究があ
る（赤穂, 2008;藤木・赤穂, 2009; Tenenbaum et al., 2000; Fletcher et al., 2004）．ロバスト性や
カーネル法による非線形化と，本稿で述べた指数分布族 PCA やそのベイズ的な拡張との融合
も興味深い研究対象である．
さて近年情報幾何は，様々な機械学習の手法を幾何学的に見通しよく解釈することによって，

理論解析やアルゴリズムの一般化に有効に働いてきた（例えば Tanaka, 2001; Ikeda et al., 2002;

Murata et al., 2004など）．本稿で解説したのもそのような事例の一つと考えられ，主成分分析
を指数型分布族の空間に対して自然に一般化することができた．現在のところ用いているのは
情報幾何の基本的な性質のみなので，今後はより進んだ理論を用いて，本稿で述べた未解決の
問題が解決されることが期待される．
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Principal component analysis (PCA) is widely used for dimension reduction, but it
is only optimal for Gaussian distributed data and cannot extract a desired lower dimen-
sional structure for non-Gaussian data. In this paper, we review research about dimension
reduction for data generated from an exponential family or are given as parameters of
an exponential family from an information geometrical point of view. As an extention
of coventional PCA, we propose dually coupled methods for dimension reduction called
e-PCA and m-PCA, in which the affine subspace of a dually coupled autoparallel coor-
dinate system is extracted so as to minimize the sum of Kullback-Leibler divergence. We
also consider the treatment for a mixture distribution that does not belong to an expo-
nential family. The basic idea is to embed the mixture distribution into the exponential
family. Further, we introduce a probabilistic model for the proposed framework and de-
rive a clustering algorithm constrained on a lower dimensional subspace. The variational
Bayes method and the Laplace approximation technique are applied in order to obtain a
tractable computation time.

Key words: Principal component analysis, information geometry, dimension reduction, clustering,
Bayesian estimation.


