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要　　　旨

主成分分析や因子分析において標準的に想定されるデータセットの代表的な形式は，異なる
被験者で観察される値が測定項目ごとに並べられているものと言えるだろう．多変量時系列に
おいては，個体を表す添え字を時間の添え字に読み替えることで，形式的には主成分分析・因
子分析を行うことは可能であるが，このような形式的な適用については古くから問題点が指摘
されてきた．本稿の目的は，多変量時系列解析における主成分分析・因子分析に理論的に妥当
性を与える 2つの切り口から，これまでの主要な結果を整理・紹介することにある．ひとつは，
時系列の離散 Fourier変換によって漸近的に独立なデータに変換し，古典的な主成分・因子分
析の枠組みに帰着させる方法であり，第 2は観測されない因子過程に直接モデルで表現を与え
る方法である．最後に，時間領域での主成分分析が同時点での相関構造のみに着目した方法で
あることを指摘し，ラグ付き潜在因子を考慮した動的因子モデルの解析例を示す．
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1. はじめに

主成分分析や因子分析はさまざまな個別科学の分野においてデータの縮約等の目的で非常に
広範に用いられている手法である．特に社会科学の分野で，個体ごとに測定項目が得られてい
るような多変量データの解析においては一般的な手法と言えるが，時系列解析の場面ではそれ
ほど頻繁に持ち出されることがない．その最も大きな理由は，独立同一の多変量正規分布から
の標本という前提で構築される主成分分析・因子分析の推測理論は，その前提が時系列データ
の特性とは相容れないからであろう．
例えばここで非常に簡単な一因子の因子分析モデルを取り上げてみよう．いま p個の変量 xi

(i = 1, . . . , p)が唯一の共通因子 z と独自因子 εi によって

xi(t) = λz(t) + εi(t) , t = 1, . . . , n

と表されるものとしよう．観測不能な因子 z(t)と εi(t)はすべての iと tで互いに無相関，z(t)

の分散は 1に基準化されているものとする．まず，標準的な多変量解析の設定で，tを個体を
表す添え字だと見なそう．このとき tに関する無相関性は妥当性を持つように思われる．しか
し，もし xi(t)が時系列であれば，一般に xi(t) と xi(t+ s)は相関を持つので，tに関する無相
関性の仮定はほとんど常に妥当性を欠く．このような状況にも形式的に独立同一分布を前提と
した推測理論を適用し検定を行ったりすることは，誤った結論を導きかねない．
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本稿の目的は，多変量時系列解析における主成分分析・因子分析に理論的に妥当性を与え
る 2つの切り口から，これまでの主要な結果を紹介することである．ひとつは，時系列の離散
Fourier変換によって漸近的に独立なデータに変換し，古典的な主成分・因子分析の枠組みに
帰着させる方法である．これは第 2節で報告する．第 2の切り口は，観測されない因子過程に
直接モデルで表現を与える方法である．このようなモデルを本稿では動的因子モデルと呼ぶ．
第 3節に於いては，時間領域における動的因子モデルに対する 3種類の接近法について紹介す
る．第 4節では，時間領域における主成分分析 より正確には，ラグ構造を無視した上での
時間領域における分析 に関して幾つかの注意点を喚起し，ラグ構造を考慮することの重要
性を示す解析例を報告する．第 5節にはまとめを記す．
なお，本稿で触れることができなかった論点をここで挙げておく．ひとつは時変分散モデル

である．ボラティリティのモデリングが盛んになるにつれて，多変量の枠組みも登場し，実際
に市販のソフトウェアにもプロシジャが組み込まれているケースが多い．このような状況下で
は，多変量の時変分散プロセスで次元落ちを考慮する仕事が，本来なら本稿の視野に入ってく
るはずである．もうひとつは，独立成分分析である．独立成分分析は音声信号の分離問題のよ
うな非ガウスの i.i.d.系列に対して識別能力の高い方法であるが，近年では時系列的な従属性を
持つ信号に対しても枠組みが拡大されつつあるようである．しかし，これら 2点に関しては，
紙幅の都合から取り上げることができなかったことを予めお断りしておきたい．

2. 周波数領域での解析法

時系列に対して主成分・因子分析を行うための最初の切り口は，古典的な主成分・因子分析
が適用可能な形に時系列データを変換することである．ここで用いられる変換が，離散 Fourier

変換 (discrete Fourier transform) である．離散 Fourier 変換に基づく時系列理論は，Box and

Jenkins (1970)等で一般的になった時間領域での解析より歴史が古い．その意味では古典的で
あるが，主成分分析の適用を想定する場合に限らず定常時系列全般に関して解析的な結論を導
く際の強力な道具となる．
時系列の近接する観測値の間には一般に相関がある．しかし，離散 Fourier変換は周波数で

インデックスづけられた量となり，そのインデックスで近接する変数どうしであっても，漸近
的には独立である．具体的には，いま定常時系列 xt(t = 1, . . . , n)が観測されたとしよう．この
とき，νk = k/n (k = 0, 1, . . . , n)に対して xt の離散 Fourier変換

X(νk) = n−1/2
nX

t=1

xt exp(−2πitνk)

は漸近的に独立に正規分布に従う（詳細は Brillinger（1981）の定理 4.4.1を参照）．このとき，ス
ペクトル密度行列 fx(ν)が，古典的主成分・因子分析における共分散行列の役割を果たす．主
成分分析の観点からは標本共分散に相当するf̂x(ν) があればよいが，因子分析で最尤法を用い
る際には漸近正規性が理論的根拠となる．
以降 2.1節では，定常時系列に対する主成分分析法として Brillinger (1981)にまとめられてい

る結果を紹介する．2.2節で述べる周波数領域での因子分析は，Priestly et al. (1974)，Priestly
and Subba Rao (1975)，Geweke (1977)等の結果である．2.3節では，周波数領域での主成分・
因子分析の応用例について簡単に紹介する．
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2.1 周波数領域での主成分分析

2.1.1 古典的主成分分析

最初は時系列から離れて，独立同一分布の仮定の下で p変量のデータ x = (x1, . . . , xp)
′ が得

られたとし，いま xを線形結合によって最も情報量のあるスカラーに変換したいとする．そこ
で，線形結合

(2.1) y = c
′
x = c1x1 + · · ·+ cpxp

のうち，y の分散を最大にするようなベクトル c を求めよう．ただし c
′
c = 1という制約をつ

けておく．�x を xの共分散行列としてここでの問題を形式的に記せば，

(2.2) max c′�xc

となるようなベクトル c(�= 0) に関心がある．いま，行列 �x の固有値を降順に並べて λ1 ≥
λ2 ≥ · · · ≥ λp とし，それらに対応する長さ 1に基準化された固有ベクトルを e1,e2, . . . , ep と
しよう．このとき (2.2)に対する解は，c = e1 によって与えられ，このとき線形結合 y1 = e

′
1x

が最大分散 var(y1) = λ1 を達成する．すなわち，

max c′�xc = e
′
1�xe1 = λ1

である．このとき y1のことを第 1主成分と呼ぶ．同様の手続きで今度は，cov(y1, y2) = 0かつ
c
′
c = 1のもとで var(y2)を最大にする線形結合 y2 = c

′
xを第 2主成分と呼ぶ．このようにし

て第 p 主成分まで定義される．主成分が分散のうちのどの程度の割合を説明しているかが，各
主成分の重要度の尺度となる．tr(�x) = λ1 + · · ·+ λp より，var(yk)/tr(�x) = λk/

Pp
j=1 λj を

第 k主成分の寄与率と言う．実際の統計解析においては，繰り返し測定で得られた x1, . . . ,xn

に基づいて，母分散 �x を標本分散 Sx = (n− 1)−1Pn
i=1(xi − x̄)(xi − x̄)′ で置き換えて主成

分分析を行うことになる．

2.1.2 時系列での主成分分析

さて，いま p 変量定常時系列 x1, . . . ,xt が観測されたとする．一般性を失うことなく平均
はゼロと仮定し，p× pのスペクトル密度行列 fx(ν)が存在するとしよう．fx(ν)は複素数値，
非負定値エルミート行列である．通常の主成分分析における議論（（2.1）式，（2.2）式）からの類
推で，ある固定した ν において，複素数ベクトル c(ν)によって与えられる複素数値一変量過
程 yt(ν) = c(ν)∗xt を考える（c∗ は，複素数行列あるいはベクトル cの複素共役転置を表す）．
c(ν)∗c(ν) = 1のもとで，周波数 ν におけるスペクトル密度が最大になるような重み係数 c(ν)

を求めたい．ここで，周波数 ν における yt(ν)のスペクトル行列は fy(ν) = c(ν)∗fx(ν)c(ν)と
表されるから，問題は

(2.3) max c(ν)∗fx(ν)c(ν)

となる複素数ベクトル c(ν) (�= 0) を求めることに帰着する．
いま，fx(ν) の固有値を λ1(ν) ≥ λ2(ν) ≥ · · · ≥ λp(ν) とし，それらに対応する長さ 1 に

基準化された固有ベクトルを e1(ν),e2(ν), . . . , ep(ν)としよう．このとき (2.3)に対する解は，
c(ν) = e1(ν)によって与えられ，yt(ν) = e1(ν)

∗
xt が最大分散を達成する．すなわち，

max c(ν)∗fx(ν)c(ν) = e1(ν)
∗
fx(ν)e1(ν) = λ1(ν)

である．このとき yt(ν)を改めて yt1(ν)と書き，これを周波数 ν における第 1主成分と呼ぶ．
同様にして ytk(ν) (k = 2, . . . , p)が定義できるのは古典的な主成分分析と同様である．また，こ
こまでの議論は任意の周波数 ν で成り立つ．
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2.1.3 データの縮約と主成分系列

このような道具を考えることの動機付けとして，以下のような問題を考えることができる
(Brillinger (1981))．いま，我々がいる地点からは遠く離れた所で多変量時系列データが収集さ
れているとしよう．観測地点から何らかの手段でデータがオンラインで転送されてくるのだが，
そのための回線の本数が限られているとする．このとき，ある時点で観測されるデータ xt の
情報量をなるべく損なわないよう，より低次元のデータ 例えば一変量過程 yt に集約し
なければならない．

yt =
∞X

j=−∞
c
∗
t−jxj

ここでフィルタ {cj}は絶対総和可能 (
P∞

j=−∞ |cj | < ∞)とする．受け手の側では逆にこの yt

を元に，絶対総和可能なフィルタ {bj} によって

x̂t =

∞X
j=−∞

bt−jyj

として信号を復元する．できるだけ精度の良い近似にするためには，このフィルタを

E {(xt − x̂t)
∗(xt − x̂t)}

が最小となるように決めればよい．
いま，b(ν)と c(ν)を，それぞれ {bj}，{cj}の Fourier変換としよう．すなわち，

c(ν) =

∞X
j=−∞

cj exp(−2πijν)

あるいは逆に

(2.4) cj =

Z 1/2

−1/2

c(ν) exp(2πijν)dν

とする（b(ν)，{bj}についても同様に定義する）．Brillinger (1981) 定理 9.3.1によれば，この問
題に対する解は，c(ν)として (2.3)を満たすものを選び，b(ν) = c(ν)と取ることである．すな
わち，c(ν) = e1(ν)として b(ν) = e1(ν)とすればよい．フィルタ (重み係数)は Fourier逆変換
(2.4)式によって与えられる．このようにして得られる系列を例えば yt1 と書いて，これを第 1

主成分系列 (first principal component series)と呼ぶ．yt2 から ytp までも同様に定義できる．

2.1.4 統計的推測

実際には fx(ν)は見本過程 x1, . . . ,xnから推定しなければならない．まずデータからピリオ
ドグラム行列 In(νj)を求め，それを適当なラグ・ウィンドウで平滑化したものを推定値 f̂xと
する．

f̂x(νj) =

(Ln−1)/2X
�=−(Ln−1)/2

h�,nIn(νj + �/n)

ここで重み係数の項数 Lnは，標本数 nに依存する適当な奇数で，n → ∞のとき Ln/n → 0と
仮定する．ウィンドウは �に関して対称で，各重み係数 h�,nは正値，総和は 1である．重み係
数の二乗和を η−2

n =
P(Ln−1)/2

�=−(Ln−1)/2 h
2
�,n と定義しておこう．適当な条件の下で，固有値と固有

ベクトルの同時分布�
ηn

h
λ̂1(νj)− λ1(νj)

i
/λ1(νj) , ηn [ê1(νj)− e1(νj)]

′
�′
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は，規格化定数として
p
n/Ln を掛けた上で n → ∞のとき平均ゼロの多変量正規分布に収束

する．固有値は標準正規分布に収束し，固有値と固有ベクトルは漸近的に独立，固有ベクトル
の漸近共分散行列は

�e1(νj) = η−2
n λ1(νj)

pX
�=2

λ�(νj){λ1(νj)− λ�(νj)}−2
e�(νj)e�(νj)

∗

で与えられる．ここでは第 1主成分に対応する固有ベクトルについてのみ結果を例示している
わけだが，その分布が他の固有値・固有ベクトルにも依存していることがわかる．更に上の結
果から ê1の各成分の信頼区間を与えることができる．ê1(ν) = (ê11(ν), . . . , ê1p(ν))

′ とし，s2j (ν)
を �̂e1(ν)の第 j 対角成分とすると，

2|ê1j(ν)− e1j(ν)|2
s2j (ν)

(j = 1, . . . , p)

は漸近的に自由度 2の χ2 分布に従う．

2.2 周波数領域での因子分析

2.2.1 古典的因子分析

前節と同様，最初は時系列を離れて独立同一分布からの繰り返し観測が可能な状況から議論
を始める．xを平均ゼロ，分散�x の p× 1確率変数ベクトルとする．因子分析モデルにおい
ては，観測値 xがごく少数の観測されない共通因子 z = (z1, . . . , zq)

′ によって説明されると考
える．すなわち

x = Bz + �

というモデルを考える．ここでBは p×qの因子負荷行列，zは q×1の因子ベクトルでE(z) = 0，
E(zz′) = Iq とする．誤差項 �は因子と独立でその共分散行列は対角D = diag(d2

1, . . . , d
2
p) と

仮定する．重回帰モデルとの違いは z が観測されないことにある．この因子モデルは xの共
分散構造の観点から次のように記述することもできる．

(2.5) �x = BB′ +D

つまり，xの共分散行列は，ランクが q(≤ p)の対称非負定値行列と非負定値対角行列との和に
なっている．
さて，標本 x1, . . . ,xnが与えられたもとで因子分析モデルのパラメータを推定する方法はい

くつかある．最も実行が容易なのは主成分法 (principal component method)であろう．Sx を
標本共分散行列とし，(λ̂i, êi)をそこから計算される固有値・固有ベクトルの組 (ただしここで，
λ̂1 ≥ · · · ≥ λ̂p) とする．主成分法とは，λ̂q+1, . . . , λ̂p を捨てて

B̂ =

�q
λ̂1ê1;

q
λ̂2ê2; · · · ;

q
λ̂qêq

�

と取る方法である．D̂は Sx − B̂B̂′
の第 j 対角成分を δ̂2

j として D̂ = diag(d̂2
1, . . . , d̂

2
p) で推定す

る．もしDが単位行列の定数倍であれば，因子分析は主成分分析に帰着するので（丘本（1986）,
p. 24），この事実が主成分法に根拠を与える．
第 2の方法は，zと �が多変量正規分布に従うという仮定を追加して最尤法を用いることで

ある．定数項を無視した対数尤度の主要部は

−2 lnL(B,D) = n ln |�x|+
nX

j=1

xj�
−1
x xj
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となる．B と D は �x = BB
′ +D として対数尤度の中に入っている．しかし，因子の回転

(factor rotation)の自由度があるため，このままでは最尤法の解は一意ではない．そこで通常
は BDB

′ が対角行列になるなどの制約を置いて一意性を確保する．尤度の最大化は数値的最
適化によって行われる．

2.2.2 時系列の因子分析

主成分分析の時と同様，xtをスペクトル密度行列 fx(ν)を持つ p変量定常時系列とする．周
波数領域での時系列のモデリングでは，独立同一分布の場合の共分散行列�x に代わるものが
スペクトル密度 fx(ν)であることに再び注意すれば，古典的な因子分析におけるモデル (2.5)

からの類推で，ここでのモデルを

fx(ν) = B(ν)B(ν)
∗ +D(ν)

と定式化できる．ここで B(ν)は p× q の複素数値行列で rank(B(ν)) = q ≤ p，D(ν)は実数値
非負定値対角行列である．
最も簡単な場合は，多変量時系列が一個の要因で決まっていると考えるモデルである．すな

わち，xt = (xt1, . . . , xtp)のとき

(2.6) xtj = cjst−τj + εtj , j = 1, . . . , p

というモデルを考えることである．cj ≥ 0は要素ごとの因子負荷を，τj は要素ごとの位相シフ
トを表す．共通因子 stと独自因子 � = (εt1, . . . , εtp)

′が独立で，�t のスペクトル密度行列Dε(ν)

が対角としよう．このとき，xtj の離散 Fourier変換

Xj(ν) = n−1/2
nX

t=1

xtj exp(−2πitν)

によってモデル (2.6)の周波数領域版

(2.7) Xj(ν) = aj(ν)Xs(ν) +Xεj (ν)

が得られる．ここで aj(ν) = cj exp(−2πiτjν)，Xs(ν)と Xεj (ν)はそれぞれ共通因子 st と独自
因子 εtj の離散 Fourier変換である．(2.7)式の個々の要素を並べることで，古典的な一因子の
因子分析モデルの複素数版が以下のように得られる．0

BB@
X1(ν)

...

Xp(ν)

1
CCA =

0
BB@
a1(ν)
...

ap(ν)

1
CCAXs(ν) +

0
BB@
Xε1(ν)

...

Xεp(ν)

1
CCA

あるいはもう少し簡潔に記せば

(2.8) X(ν) = a(ν)Xs(ν) +Xε(ν)

となる．(2.8)から xt のスペクトル密度について以下の関係式が導かれる．

fx(ν) = b(ν)b(ν)∗ +Dε(ν)

ここで b(ν)は p× 1の複素数値ベクトルで，b(ν)b(ν)∗ = a(ν)fs(ν)a(ν)
∗ を満たす．

2.2.3 統計的推測

前節に例示した一因子モデルを以下のように拡張しておこう．

(2.9) xt =

∞X
j=−∞

�jst−j + �t
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ここで {�j}は p× qの実数値因子負荷行列，stは q× 1の共通因子を表す定常過程で各因子は
独立とする．すなわち，stのスペクトル行列 (q×q)は対角行列 fs(ν) = diag(fs1(ν), . . . , fsq(ν))

となる．一方，�t はホワイトノイズで st とは独立と仮定する．このとき �t のスペクトル行列
(p× p) は対角行列Dε(ν) = diag(fε1(ν), . . . , fεq(ν)) となる．更に �j の行列ノルムは有限と仮
定する．このとき

(2.10) �(ν) =
∞X

t=−∞
�t exp(−2πitν)

とし，またこれによって B(ν) = �(ν)f1/2
s (ν)と定義しておけば，xt のスペクトル行列は

(2.11) fx(ν) = �(ν)fs(ν)�(ν)
∗ +Dε(ν) = B(ν)B(ν

∗) +Dε(ν)

という関係式を満たす．モデルの識別性のためにすべての ν に対して fs(ν) = Iq とおけば
B(ν) = �(ν)となる．それでも因子の回転に関する恣意性は残る．
モデル (2.11)のパラメータ推定法として，まず主成分法が考えられるのは前節と同じであ

る．f̂x(ν)を fx(ν)の推定値として，(λ̂j(ν), êj(ν))，j = 1, . . . , p を，λ̂j の降順に並べたf̂x(ν)

の固有値・固有ベクトルの組としよう．このとき，古典的主成分分析と同様に

B̂(ν) =

�q
λ̂1(ν)ê1(ν);

q
λ̂2(ν)ê2(ν); · · · ;

q
λ̂q(ν)êq(ν)

�

によって行列 Bを推定できる．f̂x(ν)−B̂(ν)B̂(ν)∗ の第 j 対角成分をf̂ εj(ν)として，独自因子
のスペクトル密度行列は D̂ε(ν) = diag(f̂ ε1(ν), . . . , f̂ εp(ν))と推定できる．
主成分法の代わりに最尤法を使うこともできる．X(νj)を周波数 νj = j/nにおけるx1, . . . ,xp

の離散 Fourier変換とし，同様にXs(νj)，Xε(νj)を共通因子と独自因子の離散 Fourier変換と
しよう．このとき適当な条件の下で，� = 0,±1,±2, . . . ,±(Ln − 1)/2に対して

(2.12) X(νj + �/n) ≈ �(νj)Xs(νj + �/n) +Xε(νj + �/n)

となる (�(νj)は (2.10)で与えられる)．(2.12)は，周波数 νj の局所的な近傍で n → ∞のとき
上の近似が妥当性を持ち，周波数領域で (2.9) に対応するモデルの標本版が局所的に構成でき
ることを示している．
適当な条件の下では {X(νj + �/n); � = 0,±1,±2, . . . ,±(Ln − 1)/2}は漸近的に独立に，平均

ゼロ，共分散 fx(νj)の多変量複素正規分布に従うことから，近似的な尤度（の −2倍）を

−2 lnL(B(νj),Dε(νj)) = n ln |fx(νj)|+
(Ln−1)/2X

�=−(Ln−1)/2

X
∗(νj + �/n)f−1

x (νj)X(νj + �/n)

で与えることができる．未知母数は fx(νj) = B(νj)B(νj)
∗+Dε(νj)として尤度関数の中に入っ

ている．さて，ここでの最尤法に関して 2点注意しておこう．第一は，X(νj + �/n)の分布は
漸近的には独立に共分散 fx(νj)の正規分布に従うものの，有限の nに対しては fx(νj)そのも
のからの独立なサンプルとは言えない．従って，分布族に基づく厳密な意味での最尤法 (古典
的な場合) と同一ではないことに注意が必要である．第二に，ここで用いた離散 Fourier変換
の漸近正規性は，主成分分析を正当化する際に用いられた Fourier周波数における漸近正規性
ではなく，ある Fourier周波数近傍での漸近正規性になっていることに注意が必要である．

2.3 応用

本節では応用例を簡単に紹介する．まず，この分野での枠組みを確立していった先駆的な
業績における数値例として Geweke (1977)と Brillinger (1981)を取り上げる．Brillingerの例は
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個別科学的な含意は若干乏しいが，Gewekeが取り扱っている例は景気動向指数であり，これ
は議論の枠組みこそ様々に異なれ，現在でもなお時系列の因子分析で頻繁に取り上げられてい
る．一方，周波数領域における主成分・因子分析は，関心のある共通成分の周波数がはっきり
していれば使いやすい枠組みと言えるので，そうした例として Shumway and Stoffer (2000)と
Young and Pedregal (1999)をその後で取り上げる．
Geweke (1977)は，時系列に対する周波数領域での因子分析においては，理論的な貢献の大

きい論文として引用されることが多いが，この論文では一時解雇率，労働時間，離職率，鉱工業
生産指数に対し，一因子モデルをあてはめ，その適否を論じている．ここでの因子は「需要」で
あると考えられる．一般に経済時系列ではトレンドや季節変動といった非定常成分が支配的で
あるので，時系列の定常性を前提にした理論を適用するには注意が必要である．Geweke (1977)

ではこうした明らかな非定常成分に対応する周波数を外して因子分析を行っている．Geweke

(1977) の枠組みの応用としては他に Geweke and Singleton (1981)がある．
Brillinger (1981)の第 9章には，ヨーロッパの 13の都市とアメリカの 1都市 (New Haven)の

合計 14都市で観測された月中平均気温からなる多変量時系列データ（21年分 252点）に対して
主成分分析を行った解析例がある．主成分系列のスペクトル密度をプロットすると，どの主成
分系列についても原点をピークになだらかに減衰する形になっており，第 1主成分から徐々に
スペクトルのレベルが低下してゆく．分析結果からは，第 1主成分が欧州 13都市の平均気温に
対応していて，第 2主成分が New Havenに対応していることが伺える．ここでは事前に着目す
る特定の周波数が明確にあったわけではないが，分散レベルの違いから異質なデータを検出で
きる例になっている．もっとも，例の構成を知っていれば予想できる結果とも言えるが，多変
量時系列のクラスタリングという，より具体的な応用目的に照らせば示唆に富んだ例である．
ところで，周波数領域における主成分・因子分析は，第 3節に述べる時間領域での方法に比

べると，実例が乏しい．例が少ない理由のひとつは，関心ある周期や周波数が決まっていて初
めて積極的に援用できる枠組みとなっている点に求められるであろう．例えば多変量時系列に
共通のトレンドが含まれているかどうかを調べたいのであれば，関心ある周波数はゼロである
し，外界からの刺激に対する脳の反応を見たいのであれば，その実験の持つ繰り返しの周期に
関心が集まるだろう．あるいは，事前に明らかでなくても，共通の因子や成分が存在するかど
うかの検討から出発して，もしあるとすればその基調的周波数成分はどこなのか，という解析
の中から徐々に周波数が絞り込まれて来る場合もあるであろう．以下の二つは，このような意
味で関心のある周期がはっきりしている例である．
Shumway and Stoffer (2000)には fMRI (functional magnetic resonance imaging，脳機能磁気

共鳴画像法)によって得られたデータの解析に，周波数領域での主成分分析，因子分析を行っ
た例が取り上げられている．複数の被験者の手をブラシでこするという刺激を 32秒間与えて
は 32秒間休む，というサイクルを繰り返し，大脳皮質，視床，小脳の複数箇所で fMRIによ
りデータを採取する．被験者で平均をとり，観測箇所に関する多変量時系列を分析している．
データは 256秒間とられており，この中に「刺激 休止」のサイクルは 4回入っている．サン
プリングレートが 2秒に 1回になっているので，ν = 4/128が関心のある周波数ということに
なる．期待されるように，第 1主成分系列のスペクトル密度は周波数 4/128にピークがあり，
この周波数での主成分ベクトルに対する信頼区間から，8つの測定箇所の中でブラシによる刺
激に反応していないと見なされる箇所が 1カ所あったことが報告されている．
Young and Pedregal (1999)では，アメリカ合衆国のマクロ経済時系列データ (失業率，国民

総生産，消費，政府支出，民間資本投資，いずれも四半期で季節調整済を伸び率に変換)で興
味深い分析を行っている．関心は，政府支出や民間資本投資が失業率に及ぼす影響にある．個
別のスペクトル解析を行うと，4年ないし 8年のサイクルが顕著に見られる．f̂x(ν) の第 1主
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成分と第 2主成分を ν を横軸にプロットすると，前者が 4年サイクルでピークを迎え，後者は
8年サイクル近辺でピークを迎える．4年サイクルの周波数における第 1主成分ベクトルは政
府支出を除くすべてにウェイトがあり，逆に 8年サイクルにおける第 2主成分ベクトルは政府
支出が大きなウェイトを占めている．コヒーレンシー (ある固定した周波数におけるスペクト
ル密度の相関)のなさを見ても，政府支出は他の経済変数に対して外生性の強い変数と言えそ
うである．
ところで，経済学における応用では，多変量時系列が共通のトレンド成分を持つか否かとい

う問題に特別な関心が払われている．換言すればこれはゼロ周波数に関心が集中しているとい
うことであり，その意味では，周波数領域での分析に向いた問題といえる．しかし実際には，
共通トレンドを取り扱う枠組みは時間領域における手法が多い．従ってそれらは次節以降の時
間領域でのモデリングの中で取り上げることとし，ここでは文献として Phillips and Ouliaris

(1988)を挙げておくのにとどめる．

3. 時間領域での因子分析

前節に紹介された手法の骨子は，時系列を離散 Fourier変換することで漸近的な独立性を確
保し，古典的な枠組みに近づけるというものであった．本節で扱う第 2の切り口はより直接的
で，観測されない因子に何らかの形で時系列的な表現を与えるものである．このように，観測
されない因子自体に時系列的なダイナミクス表現を与えるモデルを，動的因子モデル (dynamic

factor model)と呼び，本節では幾つかの観点からその推定法や応用，相互の関連などを整理す
る．動的因子モデルは，心理学での応用を背景に発展が促されてきたという側面があるので，
3.1節ではその文脈に沿って，因子分析の直接的な拡張と言える共分散構造分析の観点から記
述する．
一方，時系列モデリングの立場からすれば，動的因子分析モデルは 70年代終わりから 80年

代前半で研究が進められた，観測不能要素モデル (unobserved component model)や構造時系列
モデル (structural time series model)と密接な関連があり，実際その特殊形と理解することが
できる（3.2節）．ここでのアプローチが有利な点は，非定常因子に対して多項式モデルを含む
より広いクラスのモデルを想定できることである．一方，多変量 ARMAモデルに基づく動的
因子分析も可能である．これについては 3.3節で触れる．3.4節では，因子過程を明示的にモデ
ル化しない方法として，縮小ランク回帰モデルと誤差修正モデルについて言及する．

3.1 共分散構造拡張型の動的因子分析

3.1.1 計量心理学における歴史的経緯

心理学実験等で観察される多変量経時データに対して通常の意味での因子分析をあてはめ
ることについては，Holtzman (1962)，Anderson (1963)で批判が浴びせられていた．論点の一
つは，「因子時系列が現在の観測値に影響を及ぼすとしても，それが同時点での影響のみにと
どまる可能性は少なく，むしろ変量のうちの幾つかは，ラグを伴って因子の影響を受けるはず
だ」，というものである．一方，本稿 2.1節に展開された議論を心理学に適用するには大きな現
実的問題がある．それは，離散 Fourier変換に基づいて推論を行うには，心理学における経時
データは時間方向にあまりにデータが少なすぎるからである．事情は心理学に比べれば若干ゆ
るやかになるものの，データ点数の不足は経済学においても懸念されることである．Brillinger

(1981)での解析例は気象データであり，社会科学におけるデータに比べれば圧倒的にデータ数
が恵まれている．ある周波数 ν におけるスペクトル密度の推定値 f̂x(ν)は ν の近傍で定義され
る（2.1.4節参照）ため，ある程度データ数が確保できないと，考察される周波数も限られるばか
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りかラグ・ウィンドウによる平滑化自体が困難になり，f̂x(ν)の良い推定が得られないという
問題がある．適当なバンド幅の選択に関しては，観測されるすべての周波数に興味があるのか
それとも一部でしかないのかに依存するので，簡明な指針を示すのは難しいが，例えば Tukey

((1978), 26–27)が参考になる．

3.1.2 共分散構造モデリング

こうした論点を踏まえて時間領域で動的因子モデルの推定を提案したのがMolenaar (1985)

であるが，拡張のアイディアは直接的なものである．出発点として n変量 p因子の，通常の意
味での因子分析モデルを

(3.1) x(t) = Bz(t) + �(t) , t = 0, 1, . . . , n

と書く．因子分析の文脈では，z(t)は共通因子，Bは因子負荷，�(t)は独自因子である．異時
点間での共通因子の共分散は

cov(z(t), z(t− u)) = �(u)

と仮定する．一方独自因子に変量間での相関はなく，同一変量に対する独自因子の異時点間で
の相関は時差 (u)のみの関数，すなわち

cov(�(t), �(t− u)) =D(u) = diag(d1(u), . . . , dp(u))

と仮定する．ここで (3.1)式を s次のラグまで含めて

x(t) =

sX
u=0

B(u)z(t− u) + �(t) , t = 0, 1, . . . , n

と拡張すると，このとき x(t)の共分散関数�x(u)は

(3.2) �x(u) =

sX
v=0

sX
w=0

B(v)�(u+ w − v)B(w)T +D(u) , u = 0,±1, . . .

となる．通常の因子分析では u = 0の場合のみが問題となる．
モデル (3.2)にベクトル・行列表現を与えて同時構造方程式に帰着させることで，(3.2) が形

式的には古典的因子分析の自然な拡張になっていることを示そう．いま

x
′ = (x(t)′, . . . ,x(t− a)′)

z
′ = (z(t)′, . . . , z(t− a− s)′)

�
′ = (�(t)′, . . . , �(t− a)′)

としよう．ただしここで a ≥ sである．更に

B =

0
BBBB@
B(0) B(1) · · · B(s) 0 · · · 0 0

0 B(0) · · · B(s− 1) B(s) · · · 0 0
...

. . .
. . .

...
...

0 0 · · · B(0) · · · · · · B(s− 1) B(s)

1
CCCCA

とすると，動的因子モデルは

x = Bz + �

と簡潔に表記できる．この式から共分散構造として

�x = B�B′ +D
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が導かれる．ただしここで

�x =

0
BBBB@
�x(0)

�x(1) �x(0)
...

. . .

�x(a) �x(a− 1) · · · �x(0)

1
CCCCA ,

� = {�(i− j); i, j = 1, . . . , a+ s+ 1}
D = {D(i− j); i, j = 1, . . . , a+ 1}

である．多変量時系列データから計算されるのが�x で，これは通常の多変量解析の文脈で言
えば標本共分散行列に相当する部分である（s = 0なら通常の因子分析に帰着する）．Molenaar

(1985)が提案した方法とは，いま上に述べたような意味で動的因子モデルを構造方程式 (Jöreskog

(1978)，Bollen (1989), Jöreskog and Sörbom (1998)) の形に書き換え，�xがウィシャート分布
に従うと仮定して共分散構造分析の枠組みでパラメータを最尤法によって推定するものである．
従って，Molenaar (1985)の最尤法は本来の意味での最尤法ではなく，疑似最尤法であること

に注意しておく．これは，動的因子モデルにおいては共分散行列が精密 (exact)にウィシャー
ト分布に従うとは言えないからである．それでもウィシャート分布が真の分布であるかのよう
に仮定して最尤法を実行しているという意味で，ここでの最尤法は疑似最尤法になっている．
これは時系列で言えば，正規分布の仮定が厳密に当てはまるという保証がない状況で正規分
布に基づく尤度を用いる方法 (Gaussian MLE)と同じである．疑似最尤法については，例えば
Gourieroux et al. (1984)を参照されたい．
一方，潜在変数である時系列因子（因子の軌跡）については，推定したパラメータを所与と

してカルマンフィルタで推定を行っている．今日的視点からすれば，尤度計算自体もカルマン
フィルタを利用することが可能である．（ここで考察されているモデルに対するマルコフ表現
の与え方はほぼ明らかであり，カルマンフィルタの公式自体もすでに時系列解析の文脈では
確立された内容であるので，本稿ではこれらについて改めて紙幅を費やさない．具体的な状
態空間表現についてはMolenaarの原論文を，カルマンフィルタについては Jazwinski (1970)，
Anderson and Moore (1979)，Harvey (1989)等のテキストを，比較的最新の成果までを含んだ
ものとしては Kitagawa and Gersch (1996)を参照されたい．）
ここまでは定常時系列の範囲でのみ議論が展開されているが，Molenaar et al. (1992)では時

間に依存する平均値関数を導入して非定常の場合にも対処する方法を提案している．具体的に
は，t ∈ {1, 2, . . . , n}の平均と分散をそれぞれ t̄，S(t) として τ(t) = (t− t̄ )/S(t)という基準化
されたトレンド関数を用い，f(t) = 
τ(t) + z(t) というように，線形トレンドと定常過程 z(t)

の和で潜在因子を表す．いま q個の潜在因子が仮定されているとすると，
 は q × 1ベクトル
で，個々の (非定常)因子系列におけるトレンドの傾きは異なる値をとることができる．これに
よって必要となる変更は形式においてはわずかである．すなわち，(3.2)式の代わりに，

�x(u) =

sX
v=0

sX
w=0

B(v)(

′ + δ(u+ w − v)Iq)B(w)
T +D(u), u = 0,±1, . . .

を考察すればよい（δはクロネッカーのデルタ関数である）．
ここでは時間の決定論的関数をモデルに含めることで，変数の定常化を行わずに成長曲線や

学習曲線をモデリングする方法を提案しているが，パラメータ推定にもカルマンフィルタのよ
うな逐次フィルタを利用するのであれば，3.2節に述べるように確率的トレンドを要素にモデ
リングすることも可能である．
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3.2 構造時系列モデルによる動的因子分析

トレンドの扱い方は個別科学における物事のとらえ方に大きく依存している．例えば，前節
で述べた心理学におけるデータでは，時間方向のデータ長が短いこともあるのだろうが，トレ
ンド構造は比較的単純である．基本的に成長曲線のような非定常効果には多項式近似以上に複
雑なモデリングが必要とされることは希であろう．これに対して，四半期ないし月次で 100点
から 300点のデータの中にしばしば構造変化を伴う経済時系列ではトレンドの動きは単調とは
言えず，決定論的な関数のあてはめで事足りるケースは少ない．このような時には，局所的に
直線あるいは曲線をあてはめるモデル（確率的トレンド）が適切である．本小節では，構造時
系列モデル (structural time series model)の枠組みで共通の確率的トレンドを扱う方法を解説
する．

3.2.1 構造時系列モデル

観測される（おそらくは個々に非定常な）p変量時系列を xt (t = 1, . . . , n) と記す．q × 1ベ
クトル zt を観測されない共通のトレンド成分とし，データの生成過程を次のように仮定する．

xt = Bzt + z0 + �t , var(�t) = �ε(3.3)

zt = zt−1 + � + �t , var(�t) = �η

ここで Bは因子負荷行列 (p × q)で，ドリフト項 � は時間不変である．z0 の先頭 q 個にはゼ
ロ制約を置き，残りの要素は無制約でこれを z̄ と書くことにする．通常の因子分析と同様，因
子の回転に関してこのモデルは識別性を欠いている．従って，�η = I と仮定した上で Bの上
三角部分をゼロと置くなどの制約下でモデルを推定し，その後解釈が容易な方向に因子の回転
が行われる．識別性の問題さえクリアできれば，この種の構造時系列モデルに標準的な議論を
経由して，尤度計算，パラメータ推定，状態推定が行われる．モデルに対する状態空間表現の
与え方やカルマンフィルタの公式などについては，3.1節と同じ理由でここでは繰り返さない．
3.1節にあげた文献を参照されたい．

3.2.2 共和分との関係

観測ベクトル xt の各要素が一階の差分の後で弱定常過程に従う，すなわち，xt の各要素
xi,t(i = 1, . . . , p) について ∆xi,t = xi,t − xi,t−1 が弱定常過程に従うとしよう．別の見方をすれ
ば，xtは弱定常過程の累積過程として定義されているということであり，平均が確率的に変化
する非定常過程となっている．このときもし xt の線形結合 


′
xt が定常過程と見なすことがで

きれば，多変量非定常過程 xt には共和分 (cointegration)が存在すると言い，
 を共和分ベク
トルと言う．直感的には，多変量過程 xt の各要素が共通のトレンド成分を持っているために，
その差や線形結合が定常残差をもたらす，ということである．
3.2.1節に定義した構造時系列モデルにおいては，レベル変数 xt の線形結合で定常過程に帰

着するものが p − q 個存在，すなわち p − q 個の共和分が存在する．ここで共和分ベクトルは
因子負荷行列の零化空間に含まれる p− q本のベクトル（すなわちAB = 0なるAの各行）であ
る．従って観測方程式 (3.3)は

(3.4) Axt = Az0 +A�t

となり，Axtは (p− q)×1変量の定常過程となる．ここではより単純な構造である，平均Az0，
共分散行列がA�εA

′ の多変量ホワイトノイズ過程に帰着している．
簡単な例 (p = 2，q = 1)で考えよう．このときモデルは
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(3.5)

 
x1t

x2t

!
=

 
1

θ

!
zt +

 
0

z̄

!
+

 
ε1t

ε2t

!

zt = zt−1 + β + ηt

となる（ここで var(ηt) = σ2
η とする）．共和分ベクトルは方向しか決まらないので，A = (1, α)

と基準化しておく．1 + αθ = 0でなければならないことから，α = −1/θとなる．(3.5)に共和
分ベクトルをかけて，

x1t = (1/θ)x2t + (−1/θ)z̄ + εt

を得る．ただしここで，εt = ε1t − ε2t/θ である．このように，非定常成分を持つ動的因子モデ
ルではレベル変数に線形制約があり，動的因子モデルから共和分モデルが導けることがわかる．
モデルの推定においてはカルマンフィルタを利用した予測誤差分解形で対数尤度を評価し，

未知母数を数値的最適化の対象とすればよい．細かな話としては，z̄や �を状態変数の中に組
み込むなどの工夫も考えられる．それ以外にも，尤度を時間領域・周波数領域のどちらで与え
るか，状態の初期分布をどう与えるのが適当か，などの論点もあるが，これらは動的因子分析
モデルに特有の問題というより時系列全般にわたる問題であるので，本稿では紙幅の都合上議
論を振り返らない．
動的因子分析のために構造時系列モデルを用いる長所としては，因子が非定常過程であって

もモデリングが容易なこと，観測不能な因子の軌跡やその分布もモデルあてはめの副産物とし
て同時に得られること，などがあげられる．一方，短所と思われるのが，因子数の決定に関し
て厳密な理論が展開しにくいことである．もちろん，情報量規準を用いたプロシジャを定義す
ることは可能であろうが，3.4節に記す枠組みの方が因子数の決定に関しては議論を構築しや
すいであろう．

3.3 多変量ARMAモデルによる動的因子分析

3.2節では構造時系列モデルを利用したが，背後にある因子プロセスを ARMA過程で記述す
る枠組みももちろん存在する．因子過程が 2次元以上であれば，当然多変量 ARMA過程とな
る．ここでは Peña and Box (1987)を中心に，関連する研究結果を紹介する．

3.3.1 正準解析と因子モデル

Xt を p× 1の定常ベクトル値時系列とし，以後は xt =Xt −�X(ただし �X = E(Xt))を観
測値とみなす．ここで次のようなモデルを想定する．

xt = Bzt + �t

ただし，ztは q×1次元 (q ≤ p)の観測不能な因子，Bは p×q 次元の因子負荷行列で rankB = r，
�t は p次元のホワイトノイズ過程で，フルランクの共分散行列�εを持つとする．Bの取り方
に自由度がありすぎると問題なので，ここでは B

′
B = Iq と仮定して，直交変換による任意性

にとどめておく．
更に，観測不能な因子 zt は以下のような多変量 ARMA過程に従うと仮定する．

�z(L)zt = �z(L)at
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ここで，�z(L), �z(L)はラグ作用素 Lに関するそれぞれ pz 次，qz 次の多項式，すなわち

�z(L) = Iq − �z(1)L− · · · − �z(pz)L
pz

�z(L) = Iq − �z(1)L− · · · − �z(qz)L
qz

とする．このとき，zt ∼ VARMA(pz, qz) と書くことにしよう．ここでは |�z(L)| = 0 及び
|�z(L)| = 0の根がすべて単位円の外にあると仮定する．このとき zt は定常かつ反転可能であ
る．また，at は正規分布に従うホワイトノイズ列で，平均はゼロ，共分散行列�a は正値定符
号とする．最初は r × r行列 �(·)，�(·)がすべて対角である場合から検討を始めよう．これを
独立因子モデル (uncoupled-factors model)と呼ぶ．
Peña and Box (1987)の結果を簡単に説明すれば，xt に対するモデルは，一見自由度があり

すぎるように見えるが，推定すべきパラメータは実は多くの制約を満たさなければならず，結
果としてモデルの識別は容易である，というものである．特に，(a) AR係数 (�x(h))はすべ
て，Bの生成する部分空間 S(B)を張る共通の q 個の固有ベクトルを持ち，(b) 純粋MA表現
したときの係数行列 ψx(h)はすべてランクが qで，その列ベクトルは S(B)に属する．換言す
れば，(a)は xt の AR係数が強い制約下にあることを示し，(b)はMA係数がそれらの AR係
数にアンカーされていることを示している．
この結果は，独立因子モデルの特徴付けとしてはよいが，実際のモデル識別の手続きには，

以下の議論によって共分散行列を利用した方がよい．� x(h) = E(xt−hx
′
t)を観測値 xt の共分

散行列，� z(h) = E(zt−hz
′
t)を観測不能因子 zt の共分散行列としよう．このとき

� x(0) = B� z(0)B
′ +�ε

� x(h) = B� z(h)B
′, h ≥ 1

であり，h ≥ 1のときの � x(h)のランクは，共通因子数 qに等しい．因子どうしがすべてのラ
グで独立で�aが対角であれば � z(h)も対角である．このとき，� x(h)は h ≥ 1に対して対称，
Bの列ベクトルは固有値 γi(h)に対応する � x(h)の固有ベクトルである（一方 {γi(h)}は � z(h)

の対角成分でもある）．従って分析の手始めは，観測値から � x(1), � x(2), . . . 等を計算し，そ
れらの固有値と固有ベクトルを調べてみることになる．
潜在因子の数に見当がついたら，今度は因子の解釈が容易な構造に変換するのが望ましい．

そこで，因子の影響だけを取り出すように以下のような変換を行う．B−を負荷行列 Bの一般
化逆行列とすると zt = B

−
xt −B−

�tとなる．次に，Bを (p− q)× p行列としてデータに対す
る変換行列M を

M =

 
B

−

B

!

で定義すると，変換後の観測ベクトル x̃t は

x̃t = Mxt =

 
B

−
xt

Bxt

!
=

 
zt + B

−
�t

BBzt +B�t

!
=

 
x̃1t

x̃2t

!

となる．因子の影響だけを分離して取り出すには，BB = OとなるようにBを取ればよい（BB′

のゼロ固有値に対応する p− q個の固有ベクトルをBの行とすればよい）．B−の選び方には任
意性があるが，�ε = I と仮定できる時には x̃1t と x̃2t を無相関にすることができる，という
理由からムーア・ペンローズ一般逆行列 (すなわち B

− = (B′
B)−1

B
′)に利点がある．このよう

な変換を，正準変換 (canonical transformation, Box and Tiao (1977))と呼ぶ．
独立因子モデルにおける，因子のプロセスが無相関という仮定は，現実的には受け入れが

たい．Peña and Box (1987) は，因子どうしの相関を考慮したモデルを，非独立因子モデル
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(coupled-factors model)と呼ぶ．このとき，� x(h)および �x(h)の固有ベクトルはもはや Bの
列とはならず，独立因子モデルの議論に帰着させるには，� z(h) および �z(h)を対角化する行
列が必要である．しかし，実際にはそれらの行列を知らなくても正準変換が構成でき，因子数
の決定は独立因子モデルのときと同様に，� x(h) (h ≥ 1)や �x(1)− �x(1)のランク等を手がか
りに行えることが示される．因子間の相関の程度問題と言えるかもしれないが，Peña and Box

(1987) に示された実際例（スペインにおける複数の州の月次小麦価格の分析）を見る限りでは，
実際のモデル識別や因子の抽出に大きな困難はないように見受けられる．

3.4 因子過程を明示的に与えない方法

前節までの共分散構造分析型の手法，構造時系列モデル，正準変換を利用した手法は，観測
不能な因子過程に明示的に確率過程を与えていることでは共通している．本節では，因子過程
を明示的に与えない方法で，動的因子モデルと関連のある方法を取り上げる．ひとつは縮小ラ
ンク自己回帰モデルであり，もうひとつは誤差修正モデルである．説明の便宜上，多変量自己
回帰モデルを出発点として議論を進めるが，前者は通常の回帰モデルの文脈で論ずることも可
能であるし，後者は単一方程式の中で議論される場合もある．

3.4.1 縮小ランク自己回帰モデル

形式的には観測値のみによってダイナミクスが記述される時系列モデルの枠組みで，フィー
ドバックの作用素がランク落ちしていると捉えるものとして，縮小ランク回帰モデル (reduced

rank regression)がある．xt を p× 1次元の観測ベクトルとしよう．xt が従う p変量自己回帰
過程

(3.6) xt =

sX
j=1

�jxt−j + �t

が縮小ランク回帰になっているとは，ラグ作用素 I −�(L) =Pj �jL
j が p× q (q ≤ p)次元の

作用素A(L) = A1L+ · · ·+As1L
s1 と q×p次元の作用素B(L) = B1L+ · · ·+Bs2L

s2 によって

xt = A(L)B(L)xt + �t =

s1X
u=1

s2X
v=1

AuBvxt−u−v + �t

と表されるときを言う（ただしここで，s1 + s2 = sである）． Reinsel (1983)は s2 = 0の場合，
すなわち

xt =

sX
j=1

AjB0xt−j + �t

におけるパラメータ推定とモデル選択を議論している．この場合のモデルをインデックスモデ
ルとしばしば呼ぶ．B0xt−j がさまざまな変量を集約した「指数」に対応するという意味合い
からであろう．Velu et al. (1986)は逆に s1 = 0の場合，すなわち

xt = A0

sX
j=1

Bjxt−j + �t

におけるパラメータ推定とその漸近理論を議論し，更に Box and Tiao (1977)流の正準変換と
縮小ランク回帰モデルとの関連性に言及している．Velu et al. (1986) に記されているように，
これらのアプローチは殆ど同じで，「予測可能な構造を持つ q個の変量を求める」という観点か
ら，共分散行列の固有値の大きい順に注目するか，「不要な成分の個数 p− qを決める」という
観点から固有値の小さい順に着目するかの違いでしかない．ただ，Box and Tiao (1977)の枠組
みはプロシジャとしては理にかなったものではあったが，Velu et al. (1986)のように推測理論
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の枠組みで本格的に議論されたものではなかったと言えよう．更に Ahn and Reinsel (1988)で
は入れ子型 (nested)縮小ランク回帰モデルの推定論が展開されている．入れ子型というのは，
(3.6)式の �j が

rank(�j) = qj ≥ rank(�j+1) = qj+1, j = 1, . . . , s− 1

という制約を満たすことを言う．現在から遠い時点に関しては必ずしもすべてのチャンネルの
信号が意味を持たないとか，あるいは時間のインデックスを空間的なインデックスとして同様
の物理的解釈が可能であろう．

3.4.2 誤差修正モデル

多変量 AR過程 (3.6)式において，観測ベクトル xtの各要素が一階の差分の後で弱定常過程
に従うとしよう．すなわち，xt の各要素 xi,t (i = 1, . . . , p) について ∆xi,t = xi,t − xi,t−1 が弱
定常過程に従うとしよう．一方，xt の定常性の如何によらず，(3.6)を変形して次に示すよう
な誤差修正表現 (error correction representation, Engle and Granger (1987)) を与えることがで
きる．

∆xt =�xt−1 +

s−1X
j=1

�
∗
j∆xt−j + �t

�
∗
j = −

sX
i=j+1

�i, � = −
 
I −

pX
j=1

�j

!

このモデルは通例以下のように解釈される．観測ベクトルの変化 (伸び率)は，過去の伸び率に
よってだけではなく，レベル変数の線形結合�xt−1 によっても説明される．もし� = O な
らこの多変量プロセスは p本の個別な非定常成分を持ち，またもし� がフルランクであれば
もともと xt は定常でなければならないので，いずれも考慮対象から外れる．関心があるのは，
� のランクが非零で観測次元より落ちている場合である．このとき�xt−1 はレベル変数間に
成り立つ線形制約であり，経済学的な文脈では経済変数間の長期的な均衡関係であると解釈さ
れる．実際には�xt−1 は恒等的にゼロということはありえず確率的にバラつく．このバラつ
きは「長期的均衡からの乖離」とも言うべき「誤差」であり，その「誤差」が現在の伸び率に
フィードバックしてくる形式になっているところから，誤差修正モデルと呼ばれている．
このように，誤差修正モデルでは明示的に因子過程に興味があると言うよりは，背後にある因

子過程の次元と，観測変数に関してそこから導かれる線形制約式に関心がある．データから因
子過程の次元を決定する方法として最もよく知られた方法が Johansenの尤度比検定 (Johansen

(1988))であり，経済学においてはこの接近法が主流である．Johansen法については既に多く
のレビューやテキストが存在する．例えば Johansen (1995)，Hamilton (1994)の 20章などがよ
いと思われる．共通トレンドの数の決定に関するものとしては，他に Stock and Watson (1988)

がある．
観測値 xtが非定常の場合は，頻度論者の立場からは誤差修正モデルを経由するのが常套手段

である．しかし，ベイズ統計の立場に立てば，レベル変数のまま縮小ランク回帰を考察するこ
とが可能である．ベイズ的な観点から縮小ランク回帰に取り組んだものとして Geweke (1996)

を挙げておく．Gibbs samplerの適用を容易にするように各パラメータの周辺分布の形を決め
るのは自明ではなく，事前分布の入れ方に工夫が必要である．
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4. 時間領域分析とラグ構造

ここまでの議論は，時系列が持つ系列相関をどう取り込みながら多変量データの次元を縮約
してゆくかという観点から様々な手法を眺めてきた．ここでは，主成分・因子分析，周波数領
域・時間領域という区分けで生じる 4つの象限で言うと最後に残った，時間領域での主成分分
析について議論する．4.1節に述べるように，多変量時系列に対する時間領域での主成分分析
の有効性は，ノンパラメトリックなトレンド推定や，インデックス作成に代表されるデータ圧
縮などに限られる．古典的な主成分分析の方法論を時系列データにそのまま適用することは，
時間方向の相関を無視して同一時点での確率変数の相関のみに着目することに等しいからであ
る．4.2節では，ラグ構造なしの一因子モデルが時間領域での主成分分析にほぼ対応すること
を利用し，ラグを伴う動的因子モデリングの重要性を強調するための実例として，2変量の経
済モデルを考察する．

4.1 時間領域での主成分分析と二段階法

標準的な多変量解析の枠組みでは，データはある多変量分布からランダムかつ独立に抽出さ
れた標本であると仮定されている．このとき，第 1の観測値から第 nの観測値までが，どのよ
うな順序で得られようと議論に変更はない．なぜなら，観測行列内で個体に関する順序を入れ
替えても共分散行列は本質的に不変だからである．しかしながらこのような状況は，すべての
多変量データに当てはまる特徴ではない．時系列や空間データなどでは順序とそれに伴う相関
構造が重要であり，順序を変更してしまえば統計解析の結果も変わってしまう．
逆に考えれば，時点を止めて得られる観測値の組内での，いわば同時点における相関が唯一

の関心事であれば，系列相関を情報として活用する必要はない．これは，多変量時系列データ
の「時系列」という側面を捨象して，「相関を有する確率変数の組がたまたま時間の流れに沿っ
て観測されたにすぎない」とする考え方と言える．
具体的な応用事例を 3つ取り上げよう．第一に，景気指数などのインデックスを作成する問

題が挙げられる．Theil (1960)や Kloek and de Wit (1961)，刈屋 (1986)などがこの問題を論じ
ている．第二に，主成分分析を通じてトレンドを取り出すなど，データの平滑化を行いたい場
合などがあげられるだろう．このような事例に関する文献としては例えば Ahamad (1967)が挙
げられるが，分析の前段階で見逃していた自明な要因の検出に終わることもしばしばである．
Ahamad (1967)の解析は，1950年から 63年までのイングランドとウェールズにおける 18種の
犯罪に関する年間発生件数のデータに主成分分析を行ったものであるが，主成分分析に先立っ
て人口で犯罪件数を補正するなどの処理を行わなければ，13歳から 19歳までの青少年人口の
増加率とほぼ同じ曲線が第一主成分として出てきてしまう．第三に，株価収益率のように，同
時点での複数銘柄間のショックの相関が非常に強く，一方でその影響がすぐに減衰する (と考え
られている)ものについては，同時点における相関のみに注目する理由があると言える (Kariya

(1993))．
このように，主成分分析を平滑化やデータ圧縮の一手段として用いている範囲ではまだ問題

が少ないが，主成分分析で得られた結果をあたかも新たなデータのように取り扱う二段階法に
は，大いに問題があると思われる．すなわち，最初はあたかも独立なサンプルが得られたかの
ような立場で時系列から主成分を抽出しておいて，その後で主成分の系列に時系列モデルをあ
てはめる，という手法である．この方法論は，それが実際の応用の場でどの程度役に立つかど
うかは別として，論理的に破綻している．最初に形式的に主成分分析を行う段階では，分析者
はあくまで同時点での構造にしか興味がないという立場にある．たまたま時間の流れに沿って
多変量データがやってきたのだ，と．にもかかわらず分析者は，主成分分析が終わった途端に
今度はそれらにダイナミクスを認める立場へと豹変するのである．
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同じような事例は，主成分分析を離れたところでも見つかる．例えば，各時点で重回帰分析
を行っておいて，得られた係数を事後的に新たな「観測値」だと思ってそれに時系列モデルを
あてはめる，などという手続きも同様である．これも，回帰分析を行う段階ではパラメータ自
体は固定された真の値があると思っているのに，時点ごとに回帰分析が終わった後ではそれに
確率的変動を認めるという一貫性のなさが問題である（例えば Haugen and Baker（1996））．そ
れでも，こうした「事後処理」によって得られた結果を平滑化してから解釈したい，という動
機であればまだ分析の意味は認められるかもしれないが，これを予測に用いるとなるとはなは
だ疑問である．係数列にあてはめた時系列モデルのよさは，あくまで仮想的な「観測値」の空
間で測られた良さであり，元のデータの空間での予測性とは何の関係もないからである．
計量心理学では，多水準分析 (multilevel analysis)において同様の問題が指摘されている．こ

こで言う問題とは，例えば，地区，学校，その中の生徒，というように様々なサンプリングレ
ベルが存在するときに，ある学校のある生徒たちから得られたデータに対して何らかの統計解
析を行い，そこで推定されたパラメータを一段上のレベルである学校の特性値として (つまり
データとして)扱うことである．この種の問題に対しては階層的なモデルを与えることが直接
的な解法になるが，詳しくは Hox and Kreft (1994)および同論文所収の特集号を参照されたい．

4.2 数値例

前節に述べたように，多変量時系列に対する時間領域での主成分分析の有効性は，ノンパラ
メトリックなトレンド推定や，インデックス作成に代表されるデータ圧縮などに限られるもの
である．主成分分析は本質的に座標の変換に過ぎないので，3.1.1節冒頭に述べたような，ラグ
構造を無視した古典的因子分析に加えられる批判もまた同様に避けられない．そこで本小節で
は，ラグ構造なしの一因子モデルが時間領域での主成分分析に対応することに注目し，ラグを
伴う動的因子モデリングの重要性を強調するための実例として，以下のような 2変量の経済モ
デルを考えよう．

pt (t = 1, . . . , T ) を消費者物価指数とし，yt は他の何らかの経済変数を表すものとする．こ
こで，pt と yt はおのおの個別に確率的トレンド (µ1,t, µ2,t)を持つが，トレンド周りの定常成
分 (st)は共通で，各変数への因子負荷は異なると仮定する．更に確率的トレンドは 1階のラン
ダムウォークに従い，共通の定常成分は 2次の ARモデルで表現されるとする．すなわちここ
で想定しているモデルは，

µ1,t = µ1,t−1 + v1,t , v1,t ∼ N(0, τ2
1 )

µ2,t = µ2,t−1 + v2,t , v2,t ∼ N(0, τ2
2 )

st = φ1st−1 + φ2st−2 + v3,t , v3,t ∼ N(0, τ2
3 )

pt = µ1,t + c1st + w1,t , w1,t ∼ N(0, σ2
1)(4.1)

yt = µ2,t + c2st + w2,t , w2,t ∼ N(0, σ2
2)

と明示的に表される．モデルの推定に先立って {pt}, {yt}の平均をゼロに調整する．更に差分
系列を適当に規格化することにより，τ2

1 = τ2
2 としてよい．また，一般性を失うことなく τ2

3 = 1

と仮定する．
ytとして失業率を考えれば，そのトレンドは自然失業率と見なすことができ，そこからの乖

離が超過需要の指標となる．それが物価の変動をある程度説明するという図式は，フィリップ
ス曲線の定式化である．本数値例の目的は，そのような経済理論の実証ではなく，共通因子に
ラグ構造を持たせる必要性を強調することである．従って，(4.1)式を若干拡張して，

pt = µ1,t + c1st−� + w1,t, (� = 0, 1, 2, . . . )
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表 1. パラメータ推定値.

と置き換えよう．すなわち，yt の変動を説明するのに st は即座に反応するが，pt(物価) に対
してはラグを伴って作用する可能性を考慮する．更に yt には，経済活動の先行指標となり得
るものとして，ここでは建築受注 (民間計)を取り上げる．原データは図 1の上側 2枚のパネル
にプロットしてある．ともにデータ期間は 1982年第 1四半期から 1999年第 4四半期までであ
る．元々は月次データであったものを四半期に変換している．ただし，消費者物価指数につい
ては，月次の段階で消費税導入時と引き上げ時のレベルシフトをあらかじめ除去した後に四半
期に変換してある．
実際の推定結果が表 1に報告されている．ここでの分析は，2つの時系列に 3つの観測不能

要素が入っており，単純な主成分分析が適用できる状況ではないが，� = 0 の場合がその状況
に近いと言える．一方，� = 5のモデルのほうが対数尤度で 2弱改善している．改善度は小さ
いように見えるが，元々のデータはトレンド項が支配的で，推定されたパラメータ (τ2)に大き
な差がないことを考えれば，ある程度納得がいく．
ラグ 0のモデルでは，トレンドモデルはラグ 5の場合とあまり変わらないものの，推定され

た共通 AR成分の分散が一桁大きい．また，AR係数 (φ1, φ2)も非定常に近い値となっている
(φ1 + φ2 ≈ 1)．実際，図 1の下側 2枚のパネルを見ると，ラグ 0で推定された共通 AR成分は
局所的にトレンドを持っているように見える．このことは，共通因子の働きにラグ構造を考慮
しなかったために，適切な成分が抽出できなかったことを示している．

5. まとめ

多変量時系列データに対する主成分分析・因子分析についてこれまでの主な結果を整理した．
分析を時間領域で行うか周波数領域で行うかが手法を分類する重要な軸となる．周波数領域で
の主成分・因子分析は，時系列の離散 Fourier変換を利用する．時間をインデックスとしたと
き近接する観測値にある相関も，周波数をインデックスとすると漸近的に独立性が確保され，
独立同一分布ケースでの主成分・因子分析の複素変数版を考えることで多変量時系列に対する
分析（スペクトル密度行列の固有値分解）が可能になる．
時間領域での因子分析は，観測されない因子に何らかの形で時系列的な表現を与える手法

として概括できる．接近法としては，従来の因子分析にラグ構造を入れて共分散構造分析の観
点から解析するもの，構造時系列モデルの枠内で共通因子を与えるもの，共通因子を多変量
ARMA過程で記述するものなどがある．これらはすべて明示的に因子に対してモデルを与え
るものである．明示的に共通因子をモデル化しない場合は，作用素のランク条件に議論が集約
される．そのような手法としては縮小ランク回帰モデルや誤差修正モデルがある．一方，古典
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図 1. (上左) 消費者物価指数, (上右) 建築受注，(下左) ラグなしで推定された動的共通因子，(下右)
ラグ 5 期として推定された動的共通因子.

的な主成分分析の方法論を時系列データにそのまま適用することは，時間方向の相関を無視し
て同一時点での確率変数の相関のみに着目することに等しく，その有効性はノンパラメトリッ
クなトレンド推定やインデックス作成に代表されるデータ圧縮等に限られる．このような立場
で一度主成分分析を行った結果に新たにモデルを与える手法には注意が必要である．
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Principal Component and Factor Analysis
for Multiple Time Series

Yoshinori Kawasaki
(The Institute of Statistical Mathematics)

The use of the principal component analysis and the factor analysis (PCA/FA) on
multivariate time series is discussed. The standard results on PCA/FA rely on the as-
sumption of independent sampling from an identical multivariate distribution, which is
almost always inappropriate in time series settings. In this paper, we review two ap-
proaches in PCA/FA that is accommodated to serially correlated observations. The first
attempt is to use discrete Fourier transformation of a time series. Asymptotic indepen-
dence of DFT enables the ordinary PCA/FA technique valid in the frequency domain.
The second methods are more straightforward in a sense that they give an explicit time
series model to the latent factor series, which can be called dynamic factor analysis. We
detail several styles of modeling dynamic factor, namely the simultaneous structural equa-
tion, the structural time series models and the canonical transformation of time series.
Reduced rank regression models and error correction models are also related to dynamic
factor model but they do not assume any explicit model for latent factor series. It is also
mentioned that the principal component analyses in the time domain think little of the
serial correlation of a time series. A numerical example in the final section highlights
the importance of considering a lagged common factor, which will not be detected by a
simple-minded application of PCA.

Key words: Multivariate time series, principal component analysis, factor analysis, frequency domain,
time domain.


