
統計数理 (2001)
第 49 巻 第 1 号 155–174
　　　

［原著論文］

高次一般化２項係数の導出法と
２変量非心 F 分布への応用

ソニー株式会社*　　青　柳　俊　昭
新情報開発機構**　　橋　口　博　樹
東京理科大学***　　仁　木　直　人

(受付 2000年 8月 15日；改訂 2000年 10月 30日)

要　　　旨

一般化 2 項係数は，通常の 2 整数に対する 2 項係数を，2 つの分割に対するように拡張し
たものである．この係数間に成立する漸化式や係数自身の効率的な計算法は，特別な場合を除
き，知られていない．本論文では，ゾーナル多項式の基本対称式展開を用いた高次 2 項係数の
導出算法を提示する．その成果の多変量解析における応用例として，非心 F 行列の最大固有
根分布を数値計算することにより，Roy の検定における帰無・対立両仮説の下での平均，分散，
パーセント点，検出力等の値を実際に求める．

キーワード：基本対称式,固有値分布,ゾーナル多項式,多変量解析,非心 F 行列,分割.

1. はじめに

多変量解析においては，多変量正規母集団からの標本により構成される確率行列 (特にその
固有根) の関数として定義される統計量がしばしば使われる．それらの統計量の精密分布は，
ゾーナル多項式やその無限級数として定義される一般化超幾何関数，あるいは，一般化 2 項係
数を含む一般化ラゲール多項式や一般化ラゲール展開によって表現される．ゾーナル多項式お
よび一般化 2項係数については Muirhead (1981) などが詳しい.

次数 k ≥ 0，長さ p 以下の分割全体の集合を

Πk
p = {κ = (k1, . . . , kp)

�� k1 + · · · + kp = k, k1 ≥ · · · ≥ kp ≥ 0}
で表し，κ = (k1, . . . , kp), λ = (l1, . . . , lp) ∈ Πk

p に対して，

k1 > l1∨ ∃i (k1 = l1, . . . , ki−1 = li−1, ki > li) ⇔ κ � λ

で Πk
p 上の全順序 � を定義する (辞書式順序と呼ばれる)．また，分割 κ の次数を deg(κ) で，

κ の非零要素数を �(κ) で表す. なお，p = 2 の場合，明らかに

(1.1) #Πk
2 = 	k/2
 + 1
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である. ただし， 	 
 はガウス記号である.

p × p 対称行列 Y および κ ∈ Πk
p に対するゾーナル多項式を Cκ(Y ) と書くとき，p 変量 2

項係数
�

κ
σ

�
(κ ∈ Πk

p , σ ∈ Πs
p , s ≤ k) は

(1.2)
Cκ(I + Y )

Cκ(I)
=

kX
s=0

X
σ∈Πs

p

 
κ

σ

!
Cσ(Y )

Cσ(I)

で定義される．ここに，I は p 次単位行列であり，

(1.3) Cκ(I) = 22k
h

1
2
p
i

κ

�(κ)Y
i<j

[2ki − 2kj − i + j]

�(κ)Y
i=1

[2ki + �(κ) − i]!

であることが知られている（James（1968）など）. ただし，

[a]j =

8<
:1, j = 0のとき

a(a − 1) · · · (a − j + 1), j ≥ 1のとき

と書けば �
1

2
p

�
κ

=

�(κ)Y
i=1

�
1

2
(p − i + 1)

�
ki

である. また，次数 k = 0 のとき，任意の Y について C(0···0)(Y ) = 1 と規定する. 以後，混乱
の恐れがない場合，“一般化 2 項係数” を単に “2 項係数” と呼ぶ.

ゾーナル多項式については，Hashiguchi et al. (2000), Hashiguchi and Niki (1997) によって，
その基本対称式展開の係数が満たす漸化式が求められるとともに，その生成アルゴリズムが提
案されている．さらに Hashiguchi et al. (1998) は，Hashiguchi and Niki (1997) のアルゴリズ
ムを C 言語で実装し，3 変量 120 次までのゾーナル多項式の数値計算を行ない，それによる
ウィシャート行列の最大固有根の分布関数近似を得ている．
一方，Constantine (1966)によって導入された一般化 2項係数は，通常の 2整数に対する 2項

係数を 2 つの分割に拡張したものであり，Bingham (1974)，Muirhead (1981)，Richards (1982)

らによって理論的な考察がなされている. しかし，実際の係数値は Pillai and Jouris (1969) に
よって次数 8 までの数表が与えられているにすぎず，特別な場合を除き，一般的な漸化式や効
率のよい計算方法が未だ知られていない．
本論文では，高次の 2 項係数の導出方法を議論し，また，最も基本的な 2 変量の場合につ

いて実際にこの係数を含む分布関数の計算を行なう.

まず，Hashiguchi et al. (2000) が提案したゾーナル多項式と基本対称式の基底変換算法を発
展させることにより，高次 2 項係数導出の裏付けとなる方法論を展開する. 次に，具体的に 2

変量の場合の計算アルゴリズムを作成して，30 次までの 2 変量 2 項係数を全て求める. さら
に，その応用例として，F 統計量を 2 変量に拡張した “ 2× 2 非心 F 行列” の最大固有根の分
布関数値計算等を行う. この分布は， Khatri (1972) が一般化ラゲール多項式を用いて求めた
ものであるが，実際の数値計算には，ゾーナル多項式と一般化 2 項係数を必要とする. また，
その結果をもとに，F 行列の最大固有根を用いた Roy の検定について議論する．
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2. 一般化 2 項係数の計算法

2.1 ゾーナル多項式の基本対称式展開

対称行列 Y (p × p)，分割 κ = (k1, . . . , kp) ∈ Πk
p の組に対応する基本対称式 Eκ(Y ) を，Y

の固有根 y1, . . . , yp の基本対称式

e1 = y1 + · · · + yp, e2 = y1y2 + · · · + yp−1yp , . . . , ep = y1y2 · · · yp

の積として，
Eκ(Y ) = Eκ(y1, . . . , yp) = ek1−k2

1 · · · ekp−1−kp

p−1 e
kp
p

で定義する．
対称式の基本定理により，{Eκ(Y ) | κ ∈ Πk

p } は y1, . . . , yp の k 次対称多項式が作るベクト
ル空間の基底を成す．したがって，ゾーナル多項式 Cκ(Y ) (κ ∈ Πk

p ) は，y1, . . . , yp の k 次の
同次対称多項式であるから，{Eλ(Y ) | λ ∈ Πk

p } の要素の一次結合で一意に表現される．その結
果は，“ゾーナル多項式の基本対称式展開” と呼ばれ，次の補題で与えられる．

補題 1. (Hashiguchi et al. (2000)) ゾーナル多項式の基本対称式展開について

Cκ(Y ) =
X
λ�κ

q[κ, λ] Eλ(Y )

が成り立つ．ここに，展開の係数 q[κ, λ] は，

pj =

pX
i=1

yj
i = det

2
66664

e1 1 0 · · · 0

2e2 e1 1 · · · 0
...

...
...

...
...

jej ej−1 ej−2 · · · e1

3
77775

として，

Dp =

pX
s=1

pX
t=1

 
s−1X
h=0

t−1X
j=0

(−1)s+t−h−jehejps+t−h−j

!
∂2

∂es∂et

+

pX
i=1

�
p i − i (i + 1)

2

�
ei

∂

∂ei
,

d(κ) =

pX
i=1

ki(ki + p − i − 1)

と書くとき，

Dp Eκ(Y ) = d(κ) Eκ(Y ) +
X
λ�κ

b[κ, λ] Eλ(Y )

により定まる b[κ, λ] を用いた漸化式

(2.1)q[κ, λ] =

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

2k k!Qp
i=1(2ki − i + p)!!

Y
1≤i<j≤p

(2 ki − 2 kj − i + j)!!

(2 ki − 2 kj − i + j − 1)!!
,

λ = κ のとき;
1

d(κ) − d(λ)

X
λ�µ≺κ

b[µ, λ] q[κ, µ] , λ ≺ κ かつ d(κ) �= d(λ)のとき;

0 , それ以外;
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を満たす．

漸化式 (2.1) の初期値である q[κ, κ] は明らかに正の値をもつので，補題 1から，次の系が直
ちに得られる．

系 1. 次数 k, 行列 Y のゾーナル多項式を辞書式で降順に並べたベクトル，および基本対
称式基底を同じ順序で並べたベクトルを，それぞれ

Ck(Y ) =

2
66664

C(k,0,...,0)(Y )

C(k−1,1,0,...,0)(Y )
...

C(k−(p−1)�k/p	,�k/p	,...,�k/p	)(Y )

3
77775 , Ek(Y ) =

2
66664

E(k,0,...,0)(Y )

E(k−1,1,0,...,0)(Y )
...

E(k−(p−1)�k/p	,�k/p	,...,�k/p	)(Y )

3
77775

と表すと，

(2.2) Ck(Y ) = Qk Ek(Y )

なる正方行列 Qk が存在し，正の対角要素をもつ上三角行列である．また，上三角行列 Q−1
k

が存在し，ガウスの消去法で容易に計算できる．

2.2 2変量の場合の基本対称式展開

補題 1 で 2変量，すなわち，p = 2 のときの結果は James (1968) がすでに求めている．

系 2. (James (1968)) ゾーナル多項式 Cκ(Y ) (κ ∈ Πk
2 ) の基本対称式展開

(2.3) Cκ(Y ) =
X

λ∈Πk
2

q[κ, λ] Eλ(Y )

において，係数 q[κ, λ] は，次の漸化式を満たす．

q[κ, λ] =

8>>>>>><
>>>>>>:

2k k! (2k1 − 2k2 + 1)!!

(2k2)!! (2k1 + 1)!! (2k1 − 2k2)!!
, λ = κ のとき;

2 (l1 − l2 + 2)(l1 − l2 + 1)

d(λ) − d(κ)
q[κ, (l1 + 1, l2 − 1)] , λ ≺ κ のとき;

0 , それ以外;

(2.4)

ここに，d(λ) = l21 + l22 − l2 であり，κ �= λ ⇔ d(κ) �= d(λ) である．

系 2を解いて得られる 2変量ゾーナル多項式の明示的表現も James (1968)に示されている．
次の系は，それとは異なる 2変量ゾーナル多項式の新しい表現を与える．

系 3. 任意の κ = (k1, k2) ∈ Πk
2 に対して，

Cκ(Y ) =
X

λ∈Πk
2

λ�κ

(2k)! (2k1 − 2k2 + 1)!! Eλ(Y )

2l1 k2! (2k1 + 1)!! (2k + 2k1 − 2l1 − 1)!! (l1 − l2)! (k1 − l1)!
(2.5)

=
(2 k)! [2(k1 − k2) + 1]!!

2k1k2! (2 k1 + 1)!!

�k/2	−k2X
i=0

2i E(k1−i, k2+i)(Y )

i! [(k1 − k2) − 2 i]! (2k + 2i − 1)!!

が成り立つ．

なお，ゾーナル多項式を計算する場合，全ての κ� λ について q[κ, λ] を求める必要があり，
系 3 のような明示表現をそのまま用いるより，系 2の漸化式を用いて数値計算する方が効率的
である．
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2.3 一般化 2項係数の算出法

Ek(I + Y ) の各要素は，p 次対称行列 I + Y の固有値 1 + y1, . . . , 1 + yp の k 次対称多項式
であるから，高々 k 次の項から成る y1, . . . , yp の対称多項式である．したがって，対称式の基
本定理より，ある行列 V k を用いて，

(2.6) Ek(I + Y ) = V k

2
66664
E0(Y )

E1(Y )
...

Ek(Y )

3
77775

のように表すことができる．明らかに行列 V k の要素は非負整数であり，この V k を用いて
ゾーナル多項式の展開ができる．

命題 1. 2つの行列 Qk, V k を (2.2), (2.6) で定義する．このとき，次の展開公式が成立つ．

(2.7) Ck(I + Y ) = QkV k

2
66664
Q−1

0 C0(Y )

Q−1
1 C1(Y )

...

Q−1
k Ck(Y )

3
77775

よって，漸化式 (2.1) でQ0 = Q1 = [ 1 ], Q2, . . . , Qk を求め，Q
−1
2 , . . . , Q−1

k を計算するこ
とにより，命題 1 を用いて Cκ(I + Y ) を {Cσ(Y ) | deg(σ) ≤ deg(κ)} の要素の 1 次結合として
書くことができるので，(1.2) における係数比較から一般化 2 項係数が得られる．

2.4 2変量 2項係数

2変量，すなわち，p = 2 の場合は，V k に対応する具体的な表現が得られる．

命題 2.

(2.8) E(k1,k2)(I + Y ) =

k1−k2X
i=0

k2X
j=0

jX
h=0

2k1−k2−i

 
k1 − k2

i

! 
k2

j

! 
j

h

!
E(i+j, j−h)(Y ) .

証明. I + Y の固有値は 1 + y1, 1 + y2 であるから，

E(k1,k2)(I + Y ) = [(y1 + y2) + 2]k1−k2 [y1y2 + (y1 + y2) + 1]k2

=

"
k1−k2X

i=0

 
k1 − k2

i

!
2k1−k2−iei

1

#"
k2X

j=0

 
k2

k2 − j

!
jX

h=0

 
j

h

!
eh
1e

j−h
2

#

より (2.8) を得る．なお，i + j = (i + h) + (j − h) ≥ j − h は明らかである．

よって，命題 1 および命題 2 から，Ck(I + Y ) の要素は次の系で与えられる．

系 4. κ ∈ Πk
2 のとき，

Cκ(I + Y ) =
X
λ�κ

q[κ, λ]

(
l1−l2X
i=0

l2X
j=0

jX
h=0

2l1−l2−i

 
l1 − l2

i

! 
l2
j

! 
j

h

!
(2.9)

×
X

ρ�(i+j, j−h)

q[(i + j, j − h), ρ] Cρ(Y )

)
.
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ただし，q[κ, λ] は (2.2)で定義された上三角行列 Qk の (κ, λ) 成分であり，q[µ, ρ] は Q−1
µ1+µ2

の (µ, ρ) 成分である．

系 4により求められた 30次以下の 2変量 2項係数は，青柳 (2000)にすでに公開されている．
ここでは，紙面の制約上，k = 9, 10 に対する値のみを表 1,表 2に示す．

表 1. 次数 9 の 2 変量 2 項係数． 表 2. 次数 10 の 2 変量 2 項係数．
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3. 2変量分散分析への応用

分散共分散行列 � を共有する k 個の 2 次元正規母集団 N2(�i,�) (i = 1, . . . , k) からの大き
さ n の無作為標本をそれぞれ (xi1,xi2, . . . ,xin) とし，母平均に関する仮説 µ1 = · · · = µk に
対する Roy の検定を考える．
群間 2 乗和行列 H と群内 2 乗和行列 E をそれぞれ

H = n

kX
i=1

(xi − x)(xi − x)′, E =

kX
i=1

nX
j=1

(xij − xi)(xij − xi)
′

で定義すれば，H，E はそれぞれ 非心 Wishart 分布，(中心) Wishart 分布

H ∼ W2(k − 1, �, 
), E ∼ W2(k(n − 1), �)

に従う．ただし，′ は転置を表し，

xi =
1

n

nX
j=1

xij , x =
1

k

kX
i=1

xi

である．また，非心度行列 
 は，


 = �−1
M M

′, M = (�1 − �, . . . ,�k − �)

で与えられる．
Roy の検定では F 行列 HE−1 の最大固有根 η1 を使った統計量

θ =
η1

1 + η1

を用いる．しかし，θ は η1 の単調増加関数であるので，θ の代わりに η1 の分布を考えても同
等である．
最大固有根 η1 の分布関数は，Khatri (1972)の結果より，一般化 2項係数およびゾーナル多

項式を含む一般化ラゲール多項式 L を用いて，以下の命題 3のように表現される．

命題 3. (Khatri (1972)) H ∼ W2(n1,�,
), E ∼ W2(n2,�) とする．このとき，t =
1
2

(n2 − 3) が整数ならば，HE−1 の最大固有根 η1 の分布関数は

F (x) =

�
x

1 + x

�n1

exp

�
− tr

1

2(1 + x)



�
(3.1)

×
n2−3X
k=0

1

(1 + x)kk!

X
κ�(t,k−t)

Lr
κ

�
− x

2(1 + x)



�

である．ただし，r = 1
2

(n1 − 3) であり，

[b]κ = [b]k1

�
b − 1

2

�
k2

=

k1−1Y
i=0

(b + i)

k2−1Y
j=0

�
b + j − 1

2

�

と書くことにすれば

(3.2) Lr
κ(X) =

�
r +

3

2

�
κ

Cκ(I)

deg(κ)X
s=0

X
σ∈Πs

2

 
κ

σ

!
Cσ(−X)h

r + 3
2

i
σ
Cσ(I)

である．
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なお，安芸 (1984)は，10次までの 2変量 2項係数を必要とする (n1, n2) = (5, 11)と (n1, n2) =

(5, 13) の場合に対し，(3.1) と同等な式の計算プログラムを与えている．
ここでは，簡単な例として，

k = 3 , �1 = (a,−a)′ , �2 = (−a, a)′ , �3 = (a, a)′ , � = I

なる設定を考える．このとき，

(3.3) H ∼ W2(2, I, 
) , E ∼ W2(3(n − 1), I)

であり，非心度行列 
 は，


 = n�−1

0
B@

2

3
a −4

3
a

2

3
a

−4

3
a

2

3
a

2

3
a

1
CA

0
BBBBBB@

2

3
a −4

3
a

−4

3
a

2

3
a

2

3
a

2

3
a

1
CCCCCCA

=
4

3
a2n

 
2 −1

−1 2

!

=

0
BB@

1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

1
CCA
0
B@ 4 a2n 0

0
4

3
a2n

1
CA
0
BB@

1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

1
CCA

と対角化できる．最大固有根 η1 の分布は座標軸の回転に対して不変であるから，以降では


 = diag

�
4 a2n,

4

3
a2n

�

として扱う．

パラメータ a, n により定まる η1 の分布関数 Fa,n(x) は，(3.1), (3.2) より，有理式と有理式
を引数に持つ指数関数の積である．したがって，その微分によって得られる密度関数も有理式
と指数関数の積である．また，モーメントは有理式と指数関数の積および有理式と指数積分の
積の極限計算により得ることができる．一方，100α％ 点は，方程式 Fa,n(x) = α を数値的に
解くことにより得られる．
図 1に a = 0, 1

8
, 1

4
, 1

2
，n = 6, 8, 10 に対するHE−1 の最大固有根 η1 の密度関数を示す．こ

れらの平均，分散，パーセント点は表 3に示す通りである．表 4は，帰無仮説 a = 0 を有意水
準上側 5％ で片側検定する際の検出力 1 − Fa,n(F−1

0,n(0.95)) を示す．
表 5～14に上記の a, n の全ての組合せに対する分布関数 Fa,n(x) を具体的に示す．表 5に

は帰無仮説 a = 0 の下での分布関数を掲げ，表 6以下に対立仮説 a = 1
2
, 1

4
, 1

8
の下における分

布関数をそれぞれ与える．なお，ここでは，最大 24次の分割に対する 2項係数を必要として
いる．
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図 1. HE−1 の最大固有根の密度関数．
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表 3. HE−1 の最大固有根分布の平均，分散，パーセント点．

表 4. 棄却限界を上側 5％とした片側検定における
検出力．
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表 5. 帰無仮説の下での分布 (a = 0)．

(a) H ∼ W2(2, I), E ∼ W2(15, I). (b) H ∼ W2(2, I), E ∼ W2(21, I).

(c) H ∼ W2(2, I), E ∼ W2(27, I).
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表 6. 対立仮説の下での分布 (1)．H ∼ W2(2, I, diag(6, 2)), E ∼ W2(15, I) (a = 1
2

).

表 7. 対立仮説の下での分布 (2)．H ∼ W2(2, I, diag( 3
2
, 1
2

)), E ∼ W2(15, I) (a = 1
4

).
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表 8. 対立仮説の下での分布 (3)．H ∼ W2(2, I, diag( 3
8
, 1
8

)), E ∼ W2(15, I) (a = 1
8

).

表 9. 対立仮説の下での分布 (4)．H ∼ W2(2, I, diag(8, 8
3

)), E ∼ W2(21, I) (a = 1
2

).
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表 10. 対立仮説の下での分布 (5)．H ∼ W2(2, I, diag(2, 2
3

)), E ∼ W2(21, I) (a = 1
4

).
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表 11. 対立仮説の下での分布 (6)．H ∼ W2(2, I, diag( 1
2
, 1
6

)), E ∼ W2(21, I) (a = 1
8

).
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表 12. 対立仮説の下での分布 (7)．H ∼ W2(2, I, diag(10, 10
3

)), E ∼ W2(27, I) (a = 1
2

).
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表 13. 対立仮説の下での分布 (8)．H ∼ W2(2, I, diag( 5
2
, 5
6

)), E ∼ W2(27, I) (a = 1
4

).
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表 14. 対立仮説の下での分布 (9)．H ∼ W2(2, I, diag( 5
8
, 5
24

)), E ∼ W2(27, I) (a = 1
8

).
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Computation of Generalized Binomial Coefficients
with Application to Roy’s Largest Root Test in Bivariate Case
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Generalized binomial coefficients for partitions of nonnegative integers are involved
in a class of distribution functions, arisen in multivariate analysis, including those of the
eigenroots of non-central F matrices. The coefficients of degree up to and equal to eight
have been tabulated in Pillai and Jouris (1969). No efficient algorithm, however, had
been available for obtaining them of higher degree, because of difficulties in computation
of zonal polynomials.

Recently, an algorithm for expressing zonal polynomials of arbitrary order in terms of
elementary symmetric polynomials has been proposed by Hashiguchi, the second author
of this article, and his coworkers including the third author. Based upon their works,
a procedure for furnishing the partitional generalized binomial coefficients as rational
numbers is proposed in this article.

Let Cκ(Y ) and Eκ(Y ) denote the zonal polynomial and the elementary symmetric
polynomial, respectively, identified with a partition κ of which length is not greater than
p and a p × p symmetric matrix Y of independent variables. For obtaining the p-variate
binomial coefficients, it is required to expand Cκ(I + Y ) into a linear combination of the
elements in {Cσ(Y ) | deg(σ) ≤ deg(κ)}, where I is the identity matrix. Expansion is
realized by transforming Cκ(I +Y ), by using the results due to Hashiguchi et al. (2000),
into a linear combination of the elements in {Eλ(I + Y ) | deg(λ) = deg(κ), λ � κ} to
expand them into a series in Eµ(Y ) for deg(µ) ≤ deg(λ) which is reversely transformed
into a series in Cσ(Y ), where deg(σ) = deg(µ) and σ � µ. The ordering signified by the
symbol � between two partitions of the same degree is the lexicographic ordering.

The authors have already obtained all the bivariate binomial coefficients of degree
30 and those of less degrees, and which have been published via World Wide Web. The
coefficients of degrees 9 and 10 are shown also in this article. For the sake of illustration,
application of them to Roy’s largest root test is discussed with numerical computation
of relevant values, including the means, variances, quantiles for the distributions of the
largest eigenroots of F matrices as well as the powers of the tests.

Key words: Distribution of eigenroots, elementary symmetric function, multivariate analysis, non-
central F matrix, partition of nonnegative integer, zonal polynomial.


