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要 旨

今日，上場企業の倒産が増え，信用リスク（credit risk）が顕在化しつつある．企業が資金の
調達のために発行した社債の市場価格には，信用リスクが反映されてきている．本稿では，普
通社債の価格に焦点を当て，新しい社債価格モデルを提案し，それを社債価格データに適用し
て，格付け毎の倒産確率のインプライドな期間構造，期待損失額の推定や価格モデルとしての
有効性を示す．本稿で説明する社債価格モデルは，社債価格の変動を把握するための実践的方
法として，統計的モデル・アプローチに基づいたものである．統計的モデル・アプローチは，
ファイナンス理論を基礎としつつも，現実に観察される現象（金融資産の価格変動）の特性を客
観的に把握し，そして，その観察・把握した結果と整合的な計量モデルを推定し，その計量モ
デルを通して理論的類推・説明を行うといった帰納的な推論方法を意味する．この社債価格モ
デルを通して，格付け毎の回収率や同じ格付け内の業種毎の倒産確率の期間構造を推定するこ
とができる．実際の社債価格データにモデルを適用することで，倒産確率の期間構造に関して
有意義な知見が得られた．

キーワード：社債，確率的割引関数，期待損失額，倒産確率の期間構造，一般化最小
2乗法．

1. はじめに

2001年 9月経営破綻により大手スーパー，マイカルの社債約 3,500億円が債務不履行（デフォ
ルト）に陥った．わが国で日本企業が発行した社債のデフォルトでは，最大規模となった．こ
のように最近では，バブル崩壊に続く戦後最大の不況の中，企業の信用リスク（credit risk）が
顕在化しつつある．金融機関において信用リスクが改めて認識され，信用リスク管理能力の強
化を図ることが喫緊の課題となっている．その解決策として，数値による客観的評価が可能と
いう観点から，数学的モデルや統計的モデル・分析方法に基づく金融工学が信用リスク領域に
おいても発展してきている．
信用リスクは，基本的に契約が約定どおり実行されないリスクである．社債の信用リスクは，

利子延滞や元本の返済不能である．従って，社債の市場価格には，信用リスクが反映される．
最近においては社債価格をモデル化する上で，「金利」のデリバティブとしてモデル化される
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場合が多い．この背景としては，市場が完全・完備性が成立する理想的な状況を前提にするも
のの，数学的に理論展開しやすく，また，実際のマネー市場との関係から，金利基準での把握
の仕方が一般化しているためである．
しかしながら，実際に債券市場で存在しているのは価格であり，また，社債市場は，そのよ

うな理想的な状況ではなく，市場における社債価格をモデル化するには，ファイナンス理論を
基礎としつつも現実的な対応が必要となる．実務世界で指摘されるように，実際の現象から乖
離したモデルは，机上の空論となる．つまり，Mark to the realityに沿った価格モデルが必要
とされる．
そこで，社債価格の変動を把握するための実践的方法として，統計的モデル・アプローチ

（Financial Econometric Methodとも呼ばれる）が重要であると考えられる．統計的モデル・ア
プローチは，ファイナンス理論を基礎としつつも，現実に観察される現象（金融資産の価格変
動）の特性を客観的に把握し，そして，その観察・把握した結果と整合的な計量モデルを推定し，
その計量モデルを通して理論的類推・説明を行うといった帰納的な推論方法を意味している．
一般に金融資産の価格変動は，複雑かつ確率的な現象と考えられるが，計量分析によりそれ

らの特性を完全に把握することは困難であり，実際に適用する計量モデルも近似的なものとな
らざるを得ないが，近似的なモデルであっても，有意義な情報や，さらに利益を獲得する可能
性が得られるのである．
そこで，本稿では，株価が低迷する中，企業の貴重な資金調達手段として，ここ数年，発行

額が増大しているとともに，投資家の投資対象資産として重要性が高まってきている社債に焦
点を当て，統計的モデル・アプローチを基礎とした新しい社債価格モデルを提案し，そして，
それを現実の社債価格データに適用して，市場でインプライドされている倒産確率の期間構造
の推定や価格モデルとしての有効性を実証的に示す．なお，本稿では，社債の中で転換社債，
新株引受権付社債，変動利付き債券などを対象としていない．

2. 債券とは

債券とは，発行者が資金を調達するために発行する有価証券であり，その発行者のタイプに
より種類が分かれている．すなわち，一般に国内で発行されている債券は，公共体等が発行す
る公共債，民間企業が発行する民間債，そして，外国政府や外国機関が発行する国外債に大き
く分類される．さらに，公共債は国債，地方債，政府機関債に，民間債は金融債，普通社債，
転換社債，新株引受権付社債などに分類される．2001年 12月末には，公社債合計で約 664兆
円の債券残高（現存額）があったが，その内訳は，公共債が 7割で，特にその中でも国債が約 9

割を占めている．普通社債の発行残高は，2001年 12月末時点で国債と比べて約 8分の 1程度
であるが，バブル崩壊以後の株価の低迷や超低金利，規制緩和を背景に，社債の発行が増大し
てきている．

3. 債券価格

3.1 伝統的な債券価格モデル
一般に債券は，一定の期間間隔で事前に定めた利息（クーポンと呼ばれる），及び，償還時点

で元本（額面金額 100円）を支払うことを約束した債務証書である．そして，債券は，クーポン
の有無で割引債と利付債に分かれる．いま，現時点を tとし，第 i債券のキャッシュ・フロー
の発生する時点は，銘柄 iに依存するが，それらを

(t <) ti1 < ti2 < · · · < tiM(i)(3.1)
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とし，各キャッシュ・フローの発生する時点を現時点 tからみた期間で，

sij = tij − t (j = 0, . . . , M(i))， ti0 = t , si0 = 0(3.2)

のように表現する．ここで tiM(i) = t + siM(i)は第 i債券の満期時点であり， siM(i)は，現時点
tからみた償還期間となる．年 2回クーポン cが支払われる第 i利付債の場合，各キャッシュ・
フローは，

Ci(si1) = Ci(si2) = · · · = Ci(siM(i)−1) = 0.5c , Ci(siM(i)) = 100 + 0.5c(3.3)

である．債券価格モデルの基本的な概念は，将来時点で発生する各キャッシュ・フロー Ci(sij)

をその期間に対応した割引率で割り引いた現在価値の合計として価格評価する，キャッシュ・
フロー割引関数型モデルである．従って，t時点における i銘柄の債券の理論価格モデルを求
めるには，将来の各期間 sij で発生するクーポンなどのキャッシュ・フロー Ci(sij)に対する割
引率のモデル，つまり，割引関数モデルが必要である．これまで，数多くの割引関数モデルが
提唱されてきているが，従来のモデルの基本的な考え方は，sij 年後に発生するキャッシュ・フ
ローは，銘柄 iによらず市場共通の確定的な割引率D∗(sij)で割り引かれると定義されている．
すなわち，従来のアプローチでは，将来の t + sij 時点におけるすべての債券に共通な非確率的
割引率の割引関数を想定し，現時点 tにおける第 i債券の理論的債券価格 P ∗

i (0)を，

P ∗
i (0) = Ci(si1)D

∗(si1) + · · · + Ci(siM(i))D
∗(siM(i))(3.4)

=

M(i)�
j=1

Ci(sij)D
∗(sij)

で表す．また，割引率 D∗(sij)は，非確率的スポット・レート r(sij)を用いて，

D∗(sij) = (1 + r(sij))
−sij ≈ exp(−sijr(sij))(3.5)

である．実際の第 i債券価格 Pi(0)の変動を説明するために，式 (3.4)に誤差項 εi を加えて，

Pi(0) =

M(i)�
j=1

Ci(sij)D
∗(sij) + εi(3.6)

と表現し，N 個の価格データから N 個の銘柄に共通な割引関数 D∗(s)を推定していた．誤差
項 εi は多くの場合，

1. E(εi) = 0

2. Var(εi) = σ2

3. εi と εu は無相関: Cov(εi, εu) = 0

といった最小 2乗法の標準条件を仮定する．この条件のもとでは，N 個の銘柄の債券価格は，
その期待価格が同じである限り，2次モーメントまでの確率変動は同じである．そしてまた，N

個の銘柄の債券価格は，償還期間やクーポン・レートなど様々な銘柄属性の影響を受けずに，
銘柄間で独立に変動することを意味している．
しかし，実際に観察される市場価格は，償還期間が近い銘柄間ほど価格連動性が高い．また，

仮に信用リスクが非常に小さくても，社債よりも国債の価格の方が通常高くなる．投資家の銘
柄選好の背景には，信用リスクのみならず市場の流動性とも関係がある．すなわち，投資家は
必ずしも満期まで保有するのでなく，途中で売却する際の換金容易性としての流動性も銘柄選
好の理由となる．ALMの観点から，投資期間に対応した償還期間の債券が選好対象となること



220 統計数理　第 50 巻　第 2 号　 2002

が多い．現実の世界では，各投資家の投資スタンス，投資期間，予想方法は，極めて多様であ
り，多くの銘柄が存在し，外的環境の変化は不確実性を伴う．従って，将来の t + sij 時点で発
生するキャッシュ・フローの割引率は不確実であり，割引率自体が確率的であると考えられる．

3.2 割引率が確率的な債券価格モデル
社債は，通常の国債と比べ，信用リスク（デフォルトの可能性）があることにより，将来に発

生するキャッシュ・フローが不確実である点で大きく異なる．社債の市場価格には，利子延滞
や元本の返済不能などのデフォルトリスクが反映される．同じクーポンと償還期間をもつ国債
と社債の相違点は，金融商品としては信用リスクのみであるが，実際の市場価格には，信用リ
スク以外に流動性リスク（取引量により価格が影響されるリスク）やその他の要因によるリスク
が反映される．
まず，信用リスクの無い国債などの債券価格モデルについて定式化する．債券を将来の特定

時点で一定のキャッシュ・フローをもたらす証券と考える．t時点の市場では N 銘柄取引され
ており，t時点を現在時点と考える．この時，第 i債券について t時点で観測できる要素は，

1. t時点の第 i債券の市場価格：Pi(0)

2. クーポン，償還時の額面単価を含めたキャッシュ・フロー関数（キャッシュ・フローの
発生時点を，期間の関数と考える）：Ci

3. クーポン・レート，償還期間などの銘柄属性：Zi = {ziv : v = 1, . . . , q}
である．第 i債券の t時点での価格変動構造を表すために，割引関数D(s)の確率過程のモデル
を仮定する必要がある．特に，長期国債のような利付債に対する割引関数モデルを定式化する
場合，銘柄ごとにキャッシュ・フローの発生時点が異なる点を考慮する必要がある．それを明
確に示すために，t時点からみた第 i債券の第 j キャッシュ・フローの発生時点を（3.2）式で示
したように，

sij = tij − t (j = 1, . . . , M(i) : i = 1, . . . , N)(3.7)

と表現する．そして，分析対象の N 銘柄すべてのキャッシュ・フローの発生時点をまとめて
小さい順に並べたものを，

sa1 < sa2 < · · · < saM , saM = max{s1M(1), . . . , sNM(N)}(3.8)

で示す．ここで，sam の aは，N 銘柄すべてのキャッシュ・フローの発生時点を表す．第 i債
券の t + sam 時点で発生するキャッシュ・フローは，

Ci(sam) (m = 1, . . . , M : i = 1, . . . , N)(3.9)

で表現されるが，t + sam = t + sij 時点以外では Ci(sam) = 0となる．この 0 ≤ s ≤ saM で定
義されたキャッシュ・フロー関数 Ci(s)の中に，償還時点の額面 100円も含まれていると仮定
する．第 i債券の t時点の市場価格 Pi(0)は，既に述べたように基本的には将来のキャッシュ・
フローを現在価値に評価するキャッシュ・フロー割引関数型モデル

Pi(0) =

M�
m=1

Ci(sam)D(sam)(3.10)

であるが，実際の市場価格は，様々な要因によって変動し，確率変数の実現値とみなされる．
従って，信用リスクのない将来のキャッシュ・フロー Ci(sam)が確定的な国債などの債券を考
える場合，確率変数である市場価格との関係で，割引率が確率変数と考えられる．すなわち，市
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場価格の実現は，その背後にある確率的な割引率D(sam)の実現と同等である．しかし，（3.10）
式の左辺の確率変数である債券価格は，1個に対して右辺には将来のキャッシュ・フローに対
応して割引率がM 個あり，債券価格と割引率は，1対 1対応していない．従って，債券価格に
対して割引関数 D(s)の確率過程が対応する．

D = {D(s) : 0 ≤ s ≤ saM}(3.11)

を考え，D(sam)は，この確率過程の s = sam(m = 1, . . . , M)に対応した値となる．すなわち，
債券価格が市場で実現することは，割引関数の確率過程の 1つのパスが実現したとみる．従っ
て，第 i債券の t時点での価格変動構造を推定するには，割引率を期間の関数と考えた割引関
数の確率過程を表した割引関数モデルが必要である．
そこで，第 i債券の t時点の市場価格 Pi(0)は，(3.10)式より，

Pi(0) = �
′
i�(3.12)

= �
′
i�̄ +� ′

i(� − �̄)

= �
′
i�̄ +� ′

i�

= �
′
i�̄ + ηi

と表現する．但し，

�i = (Ci(sa1), . . . , Ci(saM ))′ , � = (D(sa1), . . . , D(saM ))′(3.13)

である．ここで，

�̄ = E(�) = (E[D(sa1)], . . . , E[D(saM )])′(3.14)

= (D̄(sa1), . . . , D̄(saM ))′ ,

ηi = �
′
i� ,(3.15)

� = � − �̄(3.16)

= (D(sa1) − D̄(sa1), . . . , D(saM ) − D̄(saM ))′

= (∆(sa1), . . . , ∆(saM ))′

である．(3.12)式の ηi は，市場価格 Pi(0)において確率的割引率に関係する部分である．市場
価格 Pi(0)の実現値は， 0から saM 期間の割引関数のパスが実現したことに対応する．ここ
で，∆(s) : 0 ≤ s ≤ saM は，確率的割引関数 D(s)の平均 D̄(s)からの乖離部分，すなわち，割
引関数の確率的部分であり，∆(sam)は，s = sam(m = 1, . . . , M)に対応した値である．
平均割引関数 D̄(s)として，McCulloch（1971, 1975）や Elton and Gruber（1981）のように多

項式や指数スプライン関数などを仮定できるが，本稿では，平均割引関数として，以下を仮定
する．

D̄(s) = 1 +

p�
j=1

δjs
j(3.17)

ここで，未知パラメータ δjは，銘柄全てに対して共通である．なお，Kariya and Tsuda（1994）
では，割引率が個別銘柄の属性 ziv に依存して異なる，すなわち，D(s) → Di(s)と考え，平均
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割引関数として，

D̄i(s) = 1 +

p�
j=1

δj(�i)s
j (i = 1, . . . , N),

δj(�i) = δj0 + δj1zi1 + · · · + δjqziq (j = 1, . . . , p)

(3.18)

を仮定している．ここで，p次の多項式の係数は，q個の銘柄属性に依存する関数である．
次に，割引関数 D(s)の確率部分に関係する ηi の価格変動の定式化にあたって，現実に観察

される次のような債券価格変動特性を考慮している．

1. 償還期間 siM(i) が短くなると債券価格 Pi(0)の変動が小さくなること．
2. 銘柄間の償還期間差が小さいものほど連動性が高いこと．

つまり，各銘柄の ηiの分散が償還時点に近づくにつれて小さくなること，また，各銘柄間の償
還期間差が大きいものほど，ηiの連動性が低くなることを考慮している．具体的には，ηiに対
して，次の分散共分散構造を仮定する．

Cov(ηi, ηu) = σ2
A� = σ2

Aaiu�
′
i�iu�u(3.19)

ここで，aiu に関して，

aiu = sM(i) (i = u)(3.20)

= ρ min(sM(i), sM(u)) exp(−|sM(i) − sM(u)|) (i �= u)

を仮定する．また，キャッシュ・フローが発生する 2時点間に関して，期間が長いほど割引関
数の相関が小さくなるように，�iu に関して次式を仮定する．

�iu = (φiu·jr) = (exp(−|saj − sar|))(3.21)

ここで，φiu·jr は，t + saj と t + sar 時点に発生するキャッシュ・フローを割り引く割引率の共
分散に対応する．

3.3 信用リスクの有る社債価格モデル
次に，利子延滞や元本の返済不能など将来に発生するキャッシュ・フローに不確実性がある，

すなわち，信用リスクがある社債の価格モデルを定式化する．我が国では，現時点では割引社
債は存在せず，すべて利付債である．（3.12）で示した債券価格モデルは，将来に発生するキャッ
シュ・フローが確定的であったのに対し，社債価格モデルでは割引率と同様にキャッシュ・フ
ローも確率変数となる．企業が発行した第 i社債の現時点 tからみた将来の第 j キャッシュ・
フロー発生時点，すなわち，t + sij 時点までに倒産する確率（倒産確率）は，発行企業の格付け
kに依存するとして，

hi(sij ; k) (k = 1, . . . , K)(3.22)

とし，第 i社債の発行企業が t + sij−1 時点と t + sij 時点の間に倒産した場合，元本の回収は
t + sij 時点で行われると仮定する．回収率 γ(k(i))は，将来の回収時点 t + sij や同じ格付けで
も企業が違えば異なると考えられるが，ここでは企業の格付 kにのみ依存すると仮定する．
従って，k格付の第 i企業発行の社債のキャッシュ・フロー関数 C̃i(sij)は，

C̃i(sij) = Ci(sij)[1 − hi(sij)] + 100γ(k(i))[hi(sij) − hi(sij−1)](3.23)
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となる．上式の第 1項の [1− hi(sij)]は，t + sij 時点までにこの企業が倒産しない確率であり，
第 2項の [hi(sij)−hi(sij−1)]は，この企業が t + sij−1時点と t + sij 時点の間に倒産する確率で
ある．この式を以下のように，将来に発生するキャッシュ・フローが確定的である部分 Ci(sij)

と期待損失額 Li(sij)の部分に分離した形に変形すると，

C̃i(sij) = Ci(sij) − {Ci(sij)hi(sij) − 100γ(k(i))[hi(sij) − hi(sij−1)]}
= Ci(sij) − Li(sij)(3.24)

Li(sij) = Ci(sij)hi(sij) − 100γ(k(i))[hi(sij) − hi(sij−1)]

となる．社債発行企業の倒産生起プロセス，回収率プロセス，割引率プロセスはそれぞれ独立
とし，（3.8）式と同様に分析対象の N 銘柄すべてのキャッシュ・フロー発生時点を考慮して，各
キャッシュ・フロー関数 C̃i(s),Ci(s)，期待損失額 Li(s)，割引率D(s)を 0 ≤ s ≤ saM で定義さ
れた関数とする．従って，信用リスクの有る第 i社債の t時点の市場価格 Pi(0)は，

Pi(0) =

M�
m=1

C̃i(sam)D(sam)(3.25)

と表現できる．但し，sam = sij のとき以外は，キャッシュ・フロー関数 C̃i(sam) = 0である．
（3.25）式から（3.12）式に対応して，信用リスクの有る第 i社債の t時点での市場価格 Pi(0)は，

Pi(0) = �̃
′
i�(3.26)

= �
′
i� −�′

i�

= �
′
i(�̄ +�) −�′

i(�̄ +�)

= �
′
i�̄ + ηi −�′

i�̄ − ωi

と表現される．但し，

�̃i = (C̃i(sa1), . . . , C̃i(saM ))′, �i = (Li(sa1), . . . , Li(saM ))′ ,

�i = (Ci(sa1), . . . , Ci(saM ))′, � = (D(sa1), . . . , D(saM ))′
(3.27)

である．ここで，�̄ = E(�)，ηi = � ′
i�，ωi = �′

i�，� = � − �̄である．（3.26）式の平均割
引関数 D̄(s)は（3.17）式を仮定し，確定的キャッシュ・フロー Ci(sam)に関係する ηi の価格変
動の分散共分散構造は，（3.19）式で定式化されるが，期待損失額 Li(sam)に関係する ωi の分散
共分散構造の定式化にあたっても，

1. 償還期間 siM(i) が短くなると期待損失額 Li の変動が小さくなること，
2. 銘柄間の償還期間差が小さいものほど連動性が高いこと，

を仮定する．つまり，各銘柄の ωi の分散が償還時点に近づくにつれて小さくなること，また，
各銘柄間の償還期間差が大きいものほど，ωiの連動性が低くなることを考慮している．具体的
には，ωi に対して，次の分散共分散構造を仮定する．

Cov(ωi, ωu) = σ2
Bbiu�

′
i�iu�u = σ2

B�(3.28)

ここで，biu に関して，

biu = sM(i) (i = u)(3.29)

= ρ∗ min(sM(i), sM(u)) exp(−|sM(i) − sM(u)|) (i �= u)
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を仮定する．また，期待損失額の 2時点間に関して，期間が長いほど割引関数の相関が小さく
なるように，�iu に関して次式を仮定する．

�iu = (φiu·jr) = (exp(−|saj − sar|))(3.30)

ここで，φiu·jr は，saj と sar 時点間の期待損失額を割引く割引率の共分散に対応する．（3.28）
式の定式化で重要な点は，倒産確率が小さくなるにつれて，期待損失額が小さくなり，信用リス
クがない債券の価格変動に近づく構造となっていることと，同一企業が発行した債券でも償還
期間が長い長期債の方がより大きな分散をもつという構造が自然に導入されている点である．
なお，ηi と ωi の共分散は，Cov(ηi, ωi) = 0を仮定する．
わが国では社債を発行している企業の倒産件数が現時点では少なく，倒産確率をデータとし

て直接入手できないため，倒産確率を得るには何らかの倒産確率を表現したモデルを考える必
要がある．ここでは，同じ格付けの企業でも，業種，財務体質により倒産確率が異なると考え
られることから，企業が t時点から sij 期間内に倒産する確率を定式化するにあたり，社債発
行企業の業種や財務指標，格付けなどの属性 ziv を考慮した関数として，以下の p次の多項式
を考える．

hi(s) = 	1(�i)s + · · · + 	p(�i)s
p (i = 1, . . . , N) ,

	l(�i) = ζl1zi1 + · · · + ζlqziq (l = 1, . . . , p) .
(3.31)

（3.31）式の未知パラメータ ζl1, . . . , ζlq は，銘柄すべてに対して共通である．以上の定式化によ
り，社債価格モデルは，（3.26）式から

Pi(0) = �
′
i�̄ −�′

i�̄ + εi(3.32)

と表現される．ここで，εi = ηi −ωiである．社債価格の確率的変動部分の平均と分散共分散は，

E(εi) = 0 , Cov(εi, εu) = σ2(�+�) = σ2

(3.33)

である．（3.32）式と（3.33）式で表現された社債価格モデルを SCBCSM（Straight Coupon Bond

Cross-Sectional Market）モデルと呼ぶことにする．

4. モデルのパラメータの推定

4.1 平均割引関数の推定方法
（3.32）式の SCBCSMモデルを求めるには，まず，信用リスクが無い将来に発生するキャッ
シュ・フローが確定的である債券の価格データから，（3.17）式の平均割引関数 D̄(s)を求める必
要がある．（3.12）式の将来に発生するキャッシュ・フローが確定的である債券価格モデルは，次
式のように，

� = � + �(4.1)

と表現できる．ここで,

� = (y1, . . . , yN )′ , yi = Pi(0) −
M�

m=1

Ci(sam) ,  = (δ1, . . . , δp) ,

� = (�1, . . . ,�N )′ , �i = (xi1, . . . , xip)′ , xir =

M�
m=1

sr
amCi(sam) ,(4.2)

� = (η1, . . . , ηN )′, Cov(�) = σ2
A�



銘柄間の価格連動性を考慮した社債価格モデルに基づく信用リスク情報の推定 225

である．この時，

(� −�)′�(ρ)−1(� −�)(4.3)

を と ρに関して最小にすることで，一般化最小 2乗推定量

̂ = (� ′
�(ρ̂)−1

�)−1
�

′
�(ρ̂)−1

�(4.4)

を得る． ̂ = (δ̂1, . . . , δ̂p)と ρ̂が得られたことにより，平均割引関数 D̄(s)と ηi の分散共分散
構造を決める�が求まる．

4.2 倒産確率関数と回収率の推定方法
次に，信用リスクがある社債価格データから（3.32）式と（3.33）式の SCBCSMモデルにおける

未知パラメータ (ζl1, . . . , ζlq), γ(k(i)), ρ∗ を求めるには，（4.1）式と同様に，（3.32）式を

�
∗ = �

∗


∗ + �(4.5)

と表現する．ここで，

�
∗ = (y∗

1 , . . . , y∗
N )′ , y∗

i = Pi(0) −
M�

m=1

Ci(sam)D̄(sam),


∗ = (	′1, . . . , 	

′
p)

′ , 	l = (ζl1, . . . , ζlq)
′,

�
∗ = (�∗

1, . . . ,�
∗
N )′ , �

∗
i = (�∗

i1, . . . ,�
∗
ip)

′ , �
∗
ir = (x∗

i1r, . . . , x
∗
iqr)

′ ,(4.6)

x∗
ilr = −

M�
m=1

ziv[Ci(sam)sr
am − 100γ(k(i)){sr

am − sr
am−1}]D̄(sam) ,

� = (ε1, . . . , εN )′ , Cov(�) = σ2(�+�)

である．なお，（4.6）式における平均割引関数 D̄(sam)に関して，将来の同時点で発生するキャッ
シュ・フローを割引く割引率は同じであるという無裁定条件を仮定することにより，（4.1）式で
求めた平均割引関数 D̄(s)を用いることができる．さらに，ηi の分散共分散構造�も，（4.1）式
で求めた�に一致すると仮定する．従って，この時，� = (∗, γ(k(i)), ρ∗)とすると，

(�∗ −�∗(γ(k(i)))∗)′{�+�(�)}−1(�∗ −�∗(γ(k(i)))∗)(4.7)

を � = (∗, γ(k(i)), ρ∗)に関して最小にすることで，一般化最小 2乗推定量

̂
∗

= [�∗(γ̂(k(i)))′
(�̂)−1
�

∗(γ̂(k(i)))]−1
�

∗(γ̂(k(i)))′
(�̂)−1
�
∗


(�̂) = �+�(�̂)
(4.8)

を得る．なお，（3.17）式の平均割引関数における次数や（3.31）式の倒産確率関数における次数を
AIC（Akaike’s Information Criterion）でもって決めることができる．例えば，倒産確率関数に
おける次数を決める上で，（4.5）式のモデルの対数尤度は，

l(�) = −N

2
log 2π − 1

2
log |σ2{�+�(�)}|(4.9)

− 1

2
(�∗ −�∗(γ(k(i)))∗)′[σ2{�+�(�)}]−1(�∗ −�∗(γ(k(i)))∗)

である．対数尤度を最大化することで，未知パラメータ �を求めることができる．従って，σ2

の最尤推定値は，

σ̂2 =
1

N
(�∗ −�∗(γ(k(i)))∗)′{�+�(�)}−1(�∗ −�(γ(k(i)))∗)(4.10)
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で得られ，一般化最小 2乗推定量と同値である．σ̂2 を（4.9）式に代入すると最大対数尤度は，

l(�) = −N

2
log 2π − 1

2
log |σ̂2{�+�(�̂)}| − N

2
(4.11)

となる．（4.5）式のモデルの AICは，

AIC = N log 2π + log |σ̂2{�+�(�̂)}| + N + 2（モデルのパラメータ数）(4.12)

となる．

5. 実証分析

次に，わが国の社債市場に SCBCSMモデルを適用した実証分析結果を示す．わが国では，
1995年 12月までは社債が発行できる企業が適債基準によって一定水準の財務比率を有するか，
あるいは，一定水準の格付を取得することができるなどの企業に限定されていたため，データ
数が少なく，格付けも BBB格相当以上に限定されていたことから，1996年 12月から 2001年
12月の期間で市場取引のあった長期国債・社債の月次データを分析対象とした．国債の価格
データに関しては，1996年 12月から 1998年 11月までは東京証券取引所が公表するデータを，
1998年 12月以降は日本証券業協会が公表する店頭基準気配データを使用した．また，社債の
価格データは日本証券業協会が公表する店頭基準気配データである．長期国債・社債の両価格
データとも月末値である．但し，電力債，ガス会社，金融関連会社（銀行・証券・保険・その他
金融）の発行する社債，及び，残存年数 10年以上の銘柄を分析対象から除外した．格付けデー
タに関しては，国内格付け会社（日本格付投資情報センターと日本格付研究所）から付与されて
いる格付けの中で，最も低い格付けを当該債券の格付けとして採用した．分析対象の社債銘柄

表 1. 東証業種分類の各業種の銘柄数の時間的推移．
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表 2. 格付け毎の銘柄数の時間的推移．

の特徴として，東証業種分類でみた銘柄数の時間的推移は，表 1に示すとおりであり，また，
格付け分類でみた銘柄数の時間的推移は，表 2に示すとおりである．最近になるにつれて銘柄
数は，全体として増加傾向にあるが，格付けが低下した銘柄が増えている．

5.1 モデルを推定する上での条件
まず，（3.32）式で表した社債価格モデルを推定するにあたり，（3.17）式の平均割引関数 D̄(s)を

求める必要があるが，本稿でも Kariya and Tsuda（1994）と同様に，以下の 2次多項式を仮定
する．なお，Kariya and Tsuda（1994）では，式（3.18）で示した銘柄属性 iに依存した平均割引
関数 D̄i(s)を仮定し，銘柄属性としてクーポン・レートと償還期間を用いている．

D̄(s) = 1 + δ1s + δ2s
2(5.1)

平均割引関数 D̄(s)の未知パラメータに関しては，（4.1）式を用いて，信用リスクの無い国債デー
タから推定した．なお，国債も国によっては信用リスクがあるが，日本の国債には信用リスク
が無いと考える．なお，同じ銘柄属性の債券間においてのみ無裁定条件（部分無裁定）が成立し
ていると考え，Kariya and Tsuda（1994）と同様に，クーポン・レートと償還期間などの銘柄属
性に依存した平均割引関数 D̄i(s)を仮定することもできる．
（4.1）式に関して一般化最小 2 乗法により推定した平均割引関数 D̄(s) のパラメータ δ̂j は，

1996年 12月から 2001年 12月の期間でのそれぞれの平均値が，¯̂
δ1 = −0.0026,

¯̂
δ2 = −0.0015で

ある．（3.20）式の ηiの共分散構造のパラメータ ρ̂の同期間の平均値は，¯̂ρ = 0.819である．推定
したパラメータ δ̂j のうち，δ̂1 は，割引曲線の直線的な傾きに，また，δ̂2 は，割引曲線の曲率
に影響を与えるパラメータである．
次に，式（4.5）を用いて一般化最小 2乗法により社債データから倒産確率関数 hi(s)や回収率

γ(k(i))，期待損失額の確率的な変動 ωiの共分散構造に含まれる未知パラメータを推定した．倒
産確率関数を定式化するにあたり，社債発行企業の業種や財務指標，格付けを考慮した関数を
考えることができるが，本稿では，社債発行企業の業種のみを考慮した以下の 2次の多項式を
仮定した結果を示す．なお，倒産確率関数に関してもっと高次の多項式も考えられるが，余り
高次になると未知パラメータの数も増え，推定するのが大変になると共に，データに対する当
てはまり度合いが過ぎて，かえって倒産確率の信頼性が低下する危険性がある．



228 統計数理　第 50 巻　第 2 号　 2002

表 3. 6 業種分類．

hi(s) = 	1(�i)s + 	2(�i)s
2 (i = 1, . . . , N) ,

	l(�i) = ζl1zi1 + · · · + ζl6zi6 (l = 1, 2) .
(5.2)

社債発行企業の業種分類に関しては，東京証券取引所の業種分類に基づき，表 3に示すように
6業種に大きく分類し，業種コードとは別に個別銘柄の属性 ziv として，属する業種に 1，属さ
なければ 0とした．そして，倒産確率関数 hi(s)や回収率 γ(k(i))，社債価格間の相関パラメー
タ ρ∗ を求める上で，格付け毎の銘柄グループを分析対象としたが，銘柄数が 5銘柄以下の業
種グループは分析対象から除外した．なお，分析対象とする銘柄グループの最長償還期間を 10

年としていることから，各モデル推定時点 tから 10年の期間内において倒産確率 hi(s)が 1を
超えない条件の下で回収率 γ(k(i)) や倒産確率関数 hi(s)のパラメータを推定した．今後，わ
が国においても倒産確率に関する実証データが整備され，倒産確率の適正水準を把握できた際
に，倒産確率の適正水準の条件下で倒産確率関数 hi(s)のパラメータを推定するならば，倒産
確率の絶対水準に関しても有意義な情報を得ることが可能であると考えられる．

5.2 SCBCSMモデルの推定
図 1は，推定した格付け毎の回収率 γ̂(k(i))の 1996年 12月から 2001年 12月の期間での平均

値を示す．一般化最小 2乗法により回収率 γ̂(k(i))を求める際，その刻み幅を 0.1とし (0,1)の数
値間で求めた．回収率 γ(k(i))は，刻み幅を細かくしても，現実的に意味がないので，この程度の
刻み幅で十分と考えられる．推定した回収率 γ̂(k(i))は，図より格付けが低くなる（AAA → BB）
につれて低下傾向にあることがわかる．実際のところ，日本市場においては社債発行企業の倒
産件数が増え始めたのは最近のことであり，現実の回収率のデータが不十分である．推定した
回収率 γ̂(k(i))の数値自体は，各モデル推定時点 tから 10年の期間内において倒産確率 hi(s)

が 1を超えない条件の下で推定した値であり，現実の値と異なると考えられるが，投資家の信
用リスクをインプライドしたものであることから，数値そのものよりも格付け間の相対的な差
や推定した時点間の水準の違いが信用リスクの情報として重要である．なお，期待損失額間の
相関パラメータ ρ̂∗ の殆どが 0であり，たまに，0.1～0.5の値をとった．
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図 1. 格付け毎の回収率 γ̂(k(i)) の平均値．

表 4. 倒産確率関数 hi(s) のパラメータ ζ̂1, ζ̂2 の各時点の値とその t 値．

表 5. 倒産確率関数 hi(s) のパラメータ ζ̂1, ζ̂2 の各時点の値とその t 値．

加工系業種に関する推定した格付け毎の倒産確率関数 hi(s)のパラメータ ζ̂j の値とその有意
性を示す統計量の t値を表 4に示す．市場の信用リスクの変化と共に，パラメータ ζ̂j も変化す
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図 2. SCBCSM モデルの価格推定残差の標準偏差の時間的推移．

る．推定したパラメータ ζ̂j のうち，ζ̂1 は，倒産確率関数の直線的な傾きに，また，ζ̂2 は，倒
産確率関数の曲率に影響を与えるパラメータである．格付けが低くなるにつれて，ζ̂1の値が概
ね大きくなる傾向にある．また，ζ̂2 の数値のオーダーが，ζ̂1 よりも概して小さくなっている．
推定したパラメータの有意性に関しては，ζ̂1 の t値の絶対値が大半 2以上で 5％水準で有意で
あるが，ζ̂2 の場合は，AA格付け以外は全ての t値の絶対値が 2以下であり有意性が低い．表
5に A格付けに関する推定した業種毎の倒産確率関数 hi(s)のパラメータ ζ̂j の値とその t値を
示す．建設不動産系や流通系の業種の ζ̂1 の値が他の業種よりも概ね大きくなっている．この
ことは，建設不動産系や流通系業種の倒産確率が他の業種よりも期間が長くなるにつれて相対
的に大きくなることを示唆している．倒産確率関数に関しては次節で詳細に述べる．なお，推
定したパラメータの有意性に関しては，ζ̂1 の t値の絶対値が概ね 2以上で 5％水準で有意であ
るが，ζ̂2の場合は，業種によって時期により有意性が高い場合もあるが，概して有意性が低い
結果を示している．
推定した SCBCSMモデルが社債価格モデルとして有用であるかどうかをみるために，以下

に定義する価格推定残差の標準偏差 vにより，1996年 12月から 2001年 12月の各推定時点で
調べたものが図 2である．

v =

�
1

N

N�
i=1

(Pi(0) − E(Pi(0)))2
�1/2

.(5.3)

2001年 12月にかけて A格付けとBBB格付けの価格推定残差の標準偏差が大きくなっている．
この理由としては，2001年 9月のマイカルの破綻や同時多発テロの発生以降，世の中の信用不
安が高まってきた結果，価格が大きく変化した銘柄の数が増えたことが考えられる．さらに，
本稿で採用した日本の格付け会社による各格付け銘柄グループに関して，米国の格付け評価会
社であるMoody’s社や Standard & Poor’s社の格付け評価をみた場合，Aと BBB 格付け銘柄
グループにおいて銘柄間で格付けが異なる銘柄数が，AA格の銘柄グループよりも多いことか
ら，個々の銘柄に対する投資家の格付け評価が分れた結果，Aや BBB 格付けグループの価格
の散らばりが大きくなったことが考えられる．
ここでは，倒産確率の銘柄属性として業種のみしか考慮していない割には，各格付けごと

の価格推定残差の標準偏差がこの期間全体の平均で，それぞれ v̄AA = 0.61円，̄vA = 1.23円，
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図 3. 格付け毎の価格推定残差の期間構造（2001 年 12 月）．

v̄BBB = 0.89円であり，社債価格モデルの推定精度としては悪くないと思われる．なお，図 3

に分析期間の中では価格推定残差の標準偏差が大きい 2001年 12月末時点での各格付け毎の個
別債券の価格推定残差を示す．格付けが低くなるにつれて，そして，償還期間が長くなるにつ
れて，価格推定残差が概ね大きくなる傾向が見てとれる．銘柄間の価格差には，業種要因に加
えて個々の企業の信用リスク差が反映されていることから，倒産確率関数モデルの銘柄属性に
業種に加えて財務指標などを加えることで価格推定精度の向上が期待される．

5.3 倒産確率の期間構造
次に，推定した倒産確率の期間構造を示す．図 4は，1999年 1月の時点で AA, A, BBB格付

け毎の倒産確率の期間構造を示したものである．t + sij−1時点と t + sij 時点間の倒産確率の期
間構造を示したのが図 5である．各図における倒産確率の水準そのものは，推定時点 tから 10

年の期間内において倒産確率が 1以下の条件下で推定したため，実際の倒産確率とは大きく異
なるものの，投資家の予想を反映したインプライドな数値であり，倒産確率の期間構造の形状
や業種間の倒産確率の格差から重要な信用リスク情報が得られる．例えば，図 4をみると，建
設不動産系業種は，A格付けと BBB 格付けで倒産確率が他の業種と比べてその差が顕著であ
る．企業の倒産確率の大きさは，期間が長くなるにつれて大きくなるとともに，業種間でのそ
の格差は増大する傾向にある．前節で述べたように，（5.2）式で示した倒産確率関数の 2次のパ
ラメータ ζ̂2v の有意性が総じて低いものの，格付けや業種によって倒産確率の描くラインの形
状の凹凸が異なる点が興味深く，重要である．格付け間で倒産確率の水準差が余り大きくない
が，この理由としては推定された倒産確率は，格付け毎の銘柄ユニバースを対象にしたインプ
ライドな数値であり，格付け間よりも同じ格付けの業種間での相対的な格差を捉えている面が
強いと考えられる．従って，格付け間での倒産確率の水準差をより明確に推定するには，各格
付け毎の回収率を推定した後，全銘柄に対して改めて業種の他，格付けも属性の 1つとして考
慮した倒産確率関数を推定する方法が考えられる．
図 5で示す t + sij−1 時点と t + sij 時点間の倒産確率の期間構造に関して，AA格付けの業

種の倒産確率は，時間の経過とともに増加するのに対して，それより低い A格付け業種の倒
産確率は，運輸系以外の業種で減少する．そして，BBB 格付け業種の倒産確率は，やや横ば
いで，建設不動産系業種では増加している．Carty and Fons（1994）が調べた米国市場での実証
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図 4. 格付け毎の倒産確率の期間構造（1999 年 1 月）．

結果でも，高格付け企業のハザード率（t時点までに生存していた企業が翌年に倒産する確率）
は，時間の経過とともに増加する一方，低格付け企業のハザード率は，減少することが示され
ている．低い格付け企業は，その格付け評価時点で倒産確率が大きくても，その時期を乗り切
るとビジネスも安定して倒産の危険性が小さくなる場合もあれば，そのままビジネスが安定せ
ず，倒産に至る場合もある．また，高い格付け企業は，その時点では倒産確率が小さくても，
常に企業間競争で勝ち抜くビジネス展開が要求され，期間が長くなるにつれて，勝ち抜いてい
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図 5. 格付け毎の t + sij−1 時点と t + sij 時点間の倒産確率の期間構造（1999 年 1 月）．

ける可能性が低くなることから，倒産確率が上昇する傾向をもつ．ここでの t + sij−1 時点と
t + sij 時点間の倒産確率の期間構造は，Carty and Fons（1994）が調べた個々の企業でなく，業
種全体の倒産確率の期間構造であるが，業種全体を 1つの企業と考えれば，類似した解釈がで
きよう．ただ，業種に含まれる全ての企業が倒産に至ることは通常ではありえないものの，最
近の建設不動産系業種のように，数多くの企業が倒産し始めると業種としては倒産に近い状況
を呈していると考えることもできる．
倒産確率の計測方法で株価情報に基づくアプローチがあるが，株価の場合，満期がないため，

投資家が将来のどの時点で企業の倒産する危険性が高いと予想しているのかといった観点から
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図 6. 各業種の期間 5 年の倒産確率の時間的推移（A 格付け）．

図 7. 市況系業種の倒産確率の期間構造の時間的推移（A 格付け）．

の情報面が弱い．他方，社債の場合には満期があり，さらに社債発行企業が複数の償還期間の
異なる銘柄を発行している場合もあるため，それらの価格から将来の倒産危険性の高い時期に
関する投資家の予想についてより詳細な情報を把握することができる．倒産確率は，世の中の
経済環境と共に変化する．図 6は，A格付けの各業種の期間 5年の倒産確率の時間的推移を示
したものである．また，図 7は，A格付けの市況系業種の倒産確率の期間構造の時間的推移を
示したものである．

5.4 期待損失額の推定
次に，推定した格付け別の期待損失額の期間構造を示す．この期待損失額は，平均割引率で

割り引かれた期待損失額の値である．さらに，単なる国債と社債間の価格差（利回りの視点で考
えれば，国債と社債間のイールドスプレッド）でない点が重要である．図 8は，2001年 1月末
時点での AA, A, BBB 格付け毎の銘柄ユニバースに対する期待損失額の期間構造を示す．償
還期間が長くなるにつれて，総じて期待損失額が増大し，そして，同じ償還期間の銘柄におい
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図 8. 各格付けの銘柄毎の期待損失額の分布状況（2001 年 1 月）．

図 9. 市況系業種銘柄の格付け毎の期待損失額の期間構造（2001 年 1 月）．

て格付けが低下するにつれて期待損失額が増大している．図 9は，クーポン・レートが 3％，
回収率 90％を仮定した市況系業種に属する社債に関して，2001年 1月末時点での格付け毎の
期待損失額の期間構造を示したものである．図 10は，2001年 1月末時点で同条件での A格付
けの業種毎の期待損失額の期間構造を示したものである．同じ償還期間やクーポンを持つ債券
に関して，格付け毎に期待損失額がどの程度変わるのか，また，同じ格付け内で業種によって
どの程度異なるのかを把握できることは，投資の観点から貴重な情報である．期待損失額格差
は，まさに投資家からの信用リスクに対するリスクプレミアム格差を表す．図 11は，1996年
12月～2001年 12月期間で A格付けの各業種の同じ銘柄属性（クーポン・レート 3％，回収率
90％）を持った償還期間 10年の債券の期待損失額の時間的な変化を示したものである．図中の
1©の 1997年秋の山一證券，北海道拓殖銀行の破綻時， 2©の 1998年ロシア危機，米国のヘッジ
ファンド会社 LTCMの破綻から日本長期信用銀行の破綻にかけて全業種で期待損失額が大き
くなっている．このように世の中の信用リスクの変動と共に，期待損失額は変化する．
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図 10. A 格付けの業種毎の期待損失額の期間構造（2001 年 1 月）．

図 11. A 格付けの業種毎の期待損失額の時間的な変化．

6. 終わりに

本稿の第 2節で述べたように，1990年代の後半以降，企業の重要な資金調達手段として社債
の発行額が急増してきている．また，株価の低迷や超低金利を背景に証券投資戦略の上で貴重
な投資対象として社債の重要性が高まっている．一方，ここ最近において，企業の信用リスク
が急激に顕在化してきている．従って，投資家にとり企業倒産の危険性や仮に倒産した場合の
元本の回収率，倒産にまで至らなくても信用不安の高まりによる債券価格の下落，すなわち，
信用スプレッド（期待損失額）の増大を把握するために，倒産確率やその期間構造を得る方法は，
必要不可欠である．
そこで，問題は，それらを得るための情報源として何のデータを用いるのか，そして，その

分析アプローチである．最近でこそ，わが国は，社債発行企業の債務不履行（デフォルト）が発
生し，企業の倒産に関するデータが蓄積されつつあるものの，その数は，米国市場に比較して
現時点では極めて少ない．このような状況から，多くの投資家が様々な企業情報をもとに信用
リスクの予想も含めて価格付けしている社債価格や株価のデータが，信用リスクに関する重要
な情報源となる．倒産確率を得る方法として企業価値アプローチが有名である．このアプロー
チは，Merton（1974）の株価決定理論から導出されたもので，企業価値が負債水準を下回った
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時を倒産と仮定する方法であり，企業価値の変動プロセスを定式化して倒産確率を推計するも
のである．このアプローチは，企業価値の変動プロセス・モデルにおける未知パラメータを株
価の変動特性から推定する．しかし，株式は，既に述べたように満期が無いため，将来のいつ
の時点で企業が倒産するのかといった投資家の予想倒産時期に関する情報面が弱く，さらに，
売買する投資家が多様であることから，信用リスク以外の様々な要因に影響される度合いが大
きいと考えられる．一方，社債は企業にとり負債であるため，企業が倒産した際には株主より
も優先して社債投資家に資金が返済されることから，社債投資家にとり元本の回収率も極めて
重要で，社債価格には既に述べた倒産確率の期間構造と同様に回収率の信用リスク情報も大き
く反映される．従って，本稿で示した社債価格に基づくアプローチは，倒産確率の期間構造と
回収率の両方の情報を得ることができる．
また，これまでの社債価格モデルは，銘柄間の価格連動性（相関構造）を考慮しないものが多

いが，本稿の社債価格モデルは，個別銘柄の価格連動性を考慮して価格を推定している．この
ことは，分散共分散構造を通して社債の市場価格と倒産確率の期間構造，回収率の確率的関係
をより効果的に推定することとなる．さらに，このことと倒産確率関数の属性に業種を考慮す
ることにより，世の中が不況に陥った際の同一業種内での連鎖倒産の危険性などの情報に関し
て倒産確率を通して得ることができる．実証分析で示したように，同じ格付け銘柄でも不動産
建設系業種や流通系業種の倒産確率が他の業種よりも大きくなるなどの連鎖倒産の危険性を示
唆する情報が得られた．
今後の課題として，本稿では，倒産確率の属性として業種のみを考慮した結果を示したが，

新たな属性として企業の財務指標などを考慮することで，個別の企業毎の倒産確率の期間構造
に関するより詳細な情報を調べたい．さらに，信用リスクに見合うリターンを獲得するという
ニーズが高まってきていることから，これまでのように企業が倒産するかどうかを判定するだ
けでなく，モデルの倒産確率のパラメータを時系列モデルにより予測したり，格付け評価会社
の格付け変更と倒産確率の変化の関係などから将来の倒産確率を求めることにより，社債価格
や期待損失額の予測を試みたい．
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Estimation of Information on Credit Risk Based on a Corporate

Bond Pricing Model with a Correlation Structure among

Individual Bond Prices

Hiroshi Tsuda
(The NLI Research Institute)

The recent increase in the number of failures among listed companies has drawn
attention to the problem of credit risk. For corporate bonds, credit risk is reflected in
market prices. This paper proposes a new pricing model for straight coupon bonds among
corporate bonds, which enables us to obtain information on credit risk such as default
probability and principal recovery rate. This model has the following features: 1) stochas-
tic treatment of cash-flow discount functions of each individual bond, 2) evaluation for
default probability and principal recovery rate for individual companies implied in the
corporate bond market, and 3) correlation structure among individual bond prices by
assuming a variance-covariance structure for the random part of the stochastic discount
function. We obtained significant information on the term structure of default probability
by testing our model empirically with Japanese corporate bond price data.

Key words: Straight coupon bond among corporate bonds, random cash-flow discount function, term
structure of default probability, expected value of loss, generalized least squares.


