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要 旨

一般化パレート（GP）分布は Pickandsによって導入されて以来，様々な分野において多くの
研究者によって研究されてきた．しかしながら尺度パラメータ (σ > 0)および形状パラメータ
(−∞ < k < ∞)をもつ一般化パレート（GP）分布のパラメータの推定は一般的には容易ではな
い．Castillo and Hadiは k ≤ −1 のとき最尤推定量は存在せず，また k > 1/2 のときには 2次
以上のモーメントは存在しないためモーメント法や確率重み付きモーメント法による推定量は
存在しないと述べている．本稿では最大エントロピー法を用いてパラメータのすべての値に対
して推定量を構成する．さらに提案した方法を実データに適用する．

キーワード： 一般化パレート分布，最大エントロピー法，点推定，分布の特徴付け．

1. はじめに

確率密度関数：
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(1.1)

0 < x < 1/max(0,−k/σ)

をもつ一般化パレート（GP）分布は Pickands（1975）によって導入されて以来，さまざまな自然
現象や工学における諸問題（例えば波浪解析，地震，信頼性解析など）に対し研究されてきた．
ここで GP分布の確率密度関数（1.1）のグラフを σ = 1 を固定した（X/σを無次元量 X にする
ことに相当）ときの kの変化による様相だけ図 1，2に与えておく．

Baxter（1980）はパレート分布のパラメータの最小分散不偏推定量を構成し，Abdel-Ghaly et

al.（1998）はある装置の故障時間分布をパレート分布と仮定し，数値計算によるパラメータの最
尤推定量を議論している．なおこの拡張されていないパレート分布については Johnson et al.

（1994）, Chapter 20を参考されたい．
しかしながら拡張されたパレート分布，すなわち尺度パラメータ σ (0 < σ <∞)，形状パラ

メータ k (−∞ < k <∞)をもつGP分布のパラメータ推定は一般的には容易ではない．Castillo

and Hadi（1997）は k ≤ −1 のとき最尤推定量は存在せず，また k > 1/2 のときには 2次以上の
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図 1. σ = 1 を固定したときの k = −1.25,−1,−0.75,−0.5,−0.35 に対する GP 分布の密
度関数：上から点線が粗い順に k = −1.25,−1,−0.75,−0.5,−0.35 に対応する．

図 2. σ = 1 を固定したときの k = 0.5, 1, 1.25 に対する GP分布の密度関数：上から点線が
粗い順に k = 0.5, 1, 1.25 に対応する．

モーメントは存在しないためモーメント法や確率重み付きモーメント法による推定量は存在し
ないと述べている．Hosking and Wallis（1987）は GP分布の −1/2 < k < 1/2 の場合のみパラ
メータの推定量の性質を考察している．Singh and Guo（1995）は最大エントロピー法を用いて
3パラメータの GP分布の形状パラメータが 0 < k <∞ において推定量の構成を行った．そこ
で本研究の目的は最大エントロピー法によって，GP分布のすべてのパラメータ値に対する推
定量を構成することである．
我々は次節で最大エントロピー法に基づいて 2パラメータの GP分布の特徴付けおよびパラ

メータの推定量を明示する．最後に第 3節では第 2節で構成したパラメータの推定量を求める
アルゴリズムを示し，実データに適用する．

2. 最大エントロピー法に基づくGP分布の特徴付けと推定量の構成

この節ではまず Jaynes（1957）によって導入された最大エントロピー法を簡単に述べる．−∞ ≤
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a < b ≤ ∞ とし，確率密度関数 f(x) は

f(x) > 0 (a < x < b), f(x) = 0 （その他）

を満足するものとする．さらに，yi(x) (i = 1, 2, . . . ,m) は (a, b) 上の可積分関数で，与えられ
た定数の組 c1, c2, . . . , cm に対して制約条件

Ef [yi(X)] =

	 b

a

yi(x)f(x)dx = ci, i = 1, 2, . . . ,m

を満足するものとする．このとき分布のエントロピー:

H(X) = −
	 b

a

f(x) log f(x)dx(2.1)

を最大にする分布の確率密度関数は適当な定数 λ0, λ1, . . . , λm が存在し

f(x) = exp



λ0 +

m�
i=1

λiyi(x)

�

で与えられる．ただし log(·) は自然対数である．この最大エントロピー法によるべき逆ガウス
型分布および一般化 Gumbel分布などの特徴付けは最近 Kawamura and Iwase（2003）によって
考察されている．
最初に本稿において考察の対象である GP 分布を最大エントロピー法によって特徴付けを

する．

定理 1. 確率変数 X は 0 < x < 1/max(0,−k/σ)上で定義された確率密度関数 f(x)をも
ち，これは制約条件：
k �= 0 のとき，
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= −1 ,

k = 0 のとき，
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を満たすものとする．ただし 0 < σ < ∞, −∞ < k < ∞ である．この条件のもとで a = 0,

b = 1/max(0,−k/σ) としたエントロピー（2.1）を最大にする X の分布は GP分布（1.1）である．

証明. k �= 0 のとき，XGP が GP分布に従う確率変数とすると，
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よって，
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となる．一方，情報不等式により

H(X) ≤ −
	 b

0

f(x) log g(x)dx = −
	 b

0

g(x) log g(x)dx

= H(XGP )

となり，k �= 0 のとき GP分布は制約条件の下でエントロピーを最大にする．
次に k = 0 のときを示す． このとき GP分布の密度関数 g(x) が制約条件を満たしているこ

とは明らか．これより

−
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となる．一方，情報不等式から

H(X) ≤ −
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= H(XGP )

となり，k = 0 のときも GP分布は制約条件のもとでのエントロピーを最大にする．�

注意. k > 0 のとき GP分布の密度関数 g(x)が制約条件を満たすことは Gradshteyn and

Ryzhik（2000）, p. 555の公式を用いることによって以下のように示すこともできる．
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ただし B(·, ·), ψ(·)はそれぞれベータ関数，ディガンマ関数を表す．また k < 0 のとき GP分
布の密度関数 g(x) が制約条件を満たしていることは Gradshteyn and Ryzhik（2000）, p. 554の
公式を用いることにより以下のように示すこともできる．
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次に Singh and Rajagopal（1986）の結果を上記の定理 1で得られた特徴付けの結果に適用し
て次の結果を得る．

定理 2. ランダムサンプリングに基づく標本 {x1, x2, . . . , xn}, n ≥ 2, の下で最大エントロ
ピー法によるパラメータ (σ, k)の推定量は k �= 0 のとき，�����
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を満たす (σ̃, k̃) で与えられる．特に事前情報により k = 0 が既知のときは，σ の推定量は
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で与えられる．

証明. k �= 0 のとき，b = 1/max(0,−k/σ) とすれば，定理 1の制約条件より f(x) は

f(x) = exp
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を得る．ここで上式左辺の確率変数 X に対する期待値を標本 {x1, x2, . . . , xn} に関する算術平
均に置き換えることにより定理 2が示される．
同様に k = 0 のときを示す．定理 1の制約条件より f(x)は

f(x) = exp
�
λ0 + λ1

�
−x
σ

��
(2.2)

となる．また
�∞
0
f(x)dx = 1 より

eλ0 =
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σ

を得る．これより

H(X) = −
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f(x) log f(x)dx = log σ − log λ1 +
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σ
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となる．上式を λ1 で偏微分をし，0とおくと

∂H(X)

∂λ1
=
E[X]

σ
− 1

λ1
= 0(2.3)

となる．一方，（1.1）から λ1 = 1 である．これより

E [X] = σ

を得る．ここで上式左辺の確率変数 X に対する期待値を標本 {x1, x2, . . . , xn} に関する算術平
均に置き換えることにより定理 2が示される．�

この定理により GP分布のすべてのパラメータ値に対して推定量を構成することができ，次
節でこの推定法によるデータ解析を行う．

3. データ解析

この節では，前節の定理 2 で構成した最大エントロピー法によるパラメータの推定法を
Choulakian and Stephens（2001）によって解析されたデータ（ある未知の閾値以上の超過データ
が GP分布に従うとみなせるデータ）に適用する．ここで，GP分布のパラメータ (σ, k) の最大
エントロピー法による推定値（maximum entropy method estimate, MEME）(k̃, σ̃)は次のアルゴ
リズムで求める（ただし存在および一意性については解析的には未解決である）．

・ Step 1. ξ := k/σ とおくと
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表 1. Wheaton River のデータセットの最小値を 1 つずつ落としたときの k と σ に対する
MEME の値.

を得る．ここで

d :=
1

n

n�
i=1

1

1 + ξxi
− 1

1 +
1

n

n�
i=1

log (1 + ξxi)

(3.1)

とする．ただし，ξ = 0 をとりうる場合があることを注意しておく．

・ Step 2. ある十分小さな ε に対し |d| < ε をみたす ξ̃ を求め，この ξ̃ を Step 1の第 1式に
代入して k̃:

k̃ =
1

n

n�
i=1

log(1 + ξ̃xi)
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図 3. 閾値 u に対する σ + ku の推定値（横軸: u，縦軸: σ̃ + k̃u）. ここで同一の u 上にある
印 ●, ■, ▲ および ＋ はそれぞれ n が 1 つずつ少なくなる点を意味する．

を求める．さらに

σ̃ =
k̃

ξ̃

により σ̃ が求まる．
Wheaton Riverのデータセットの最小値を 1つずつ落としたときの kと σ の最大エントロ

ピー法によるパラメータ推定値（MEME）̃k, σ̃ を表 1に与える．この結果を用いてさらに図 3で
横軸を uとした σ̃ + k̃u の打点結果を与える．確率変数 X が GP (k, σ)に従っているとき，任
意の閾値 uに対して X > u であるという条件の下での X − u の分布は GP (k, σ + ku)に従う
という性質が知られている．この図 3を見ると，u = 2.8 以降は uに関して（k の推定値が負で
あることより）概ね線形に減少していると思われる．このことは少なくとも u = 2.7 までは GP

分布であることが否定され，また u = 2.8 以降は GP分布であることが否定されないことを意
味している．今の場合，k の正負に関する事前情報を必要とする最尤推定値を用いた上の条件
付分布の性質の利用による検討は同様に可能であろうが，ここで提示したMEMEは kの正負
に関する事前情報を必要とせず，事実上は特に問題にならないとしても機械的に計算を行うこ
とが可能となるものであり閾値の決定の一つの結果を与えている．
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Composition of Estimators Based on Characterization by Maximum

Entropy Method of a Generalized Pareto Distribution

Toshihiko Kawamura and Kōsei Iwase
(Artificial Complex Systems Engineering, Hiroshima University)

Since a generalized Pareto (GP) distribution was introduced by Pickands, it has
been studied by many authors in various fields. However, generally estimation of the
parameters of the GP distribution with scale parameter (σ > 0) and shape parameter
(−∞ < k < ∞) is not easy. Castillo and Hadi stated that when k ≤ −1, the maximum
likelihood estimates do not exist, and also for k > 1/2, second and higher moments do not
exist, and hence both estimates based on the method of moments and the probability-
weighted moment estimates do not exist. This paper propose, for any real number k, a
method for estimating parameters based on the maximum entropy method. Furthermore,
it is applied for reference data in the proposed method, and numerical computation is
carried out.

Key words: Characterizations of the distribution, generalized Pareto distribution, maximum entropy
method, point estimation.


