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要 旨

統計資料が公開される際に，原データの取り得る範囲をいくつかの区間に分割し，各区間ご
との度数データにまとめられることが多い．代表的な分割法に，各区間の長さが等しくなるよ
うに分割する方法と各区間の度数が等しくなるように分割する方法とがある．後者の分割法は，
データを十分位数のようなパーセント点に集計することであり，データが密な領域では区間幅
が狭く，疎な領域では区間幅が広くなるという特性を持つ．しかし，密度関数推定という観点
から考えるとき，この等度数分割による度数表示が著しく大きなバイアスを引き起こす可能性
についてはあまり知られていないようである．本稿では，このバイアス問題を理論的に考察し，
そのひとつの対処法として，パーセント点に基づくビン化カーネル密度推定法を提案する．提
案した手法の漸近的な性質を導くとともに，そのパフォーマンスをシミュレーションによって
例示する．

キーワード：パーセント点，度数データ，ヒストグラム，カーネル推定量，バイアス.

1. はじめに

統計資料が公開される際に，原データの取り得る範囲をいくつかの区間に分割し，各区間ご
との度数データに集計することが多い．代表的な分割法に，各区間の長さが等しくなるように
分割する方法（等区間幅分割）と各区間の度数が等しくなるように分割する方法（等度数分割）と
がある．後者の分割法は，データを十分位数のような等パーセント点に集計することに他なら
ない．それは，データが密な領域では区間幅が狭く，疎な領域では区間幅が広くなる特性を持
つ．例えば，総務省による平成 15年度家計調査では，調査した 4464勤労世帯の年間収入を表
1の等間隔に分割した区間の度数データとともに表 2にある十分位数という形で公開している．
ただし，表 1は表 2の十分位数による分割との対比のために，オリジナルな表より粗く区分し
てある．ここで，表 2の各区間の度数が等しくない理由は，観測値を記録する際の丸め誤差に
よって，同一の値を取るデータが複数存在するためであろう．
この 2つの表をグラフ表示したものが図 1と図 2である．図 1は通常のヒストグラムである．

ヒストグラムの形状は，区間に集計される前のオリジナルなデータの確率分布の特徴を反映し
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表 1. 勤労者世帯収入データの階級集計． 表 2. 勤労者世帯収入データのパーセント点集計．
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図 1. 通常のヒストグラム：勤労家計収入データ．

0 500 1000 1500

0.
0

0.
00

02
0.

00
06

0.
00

10
0.

00
14

income

図 2. パーセント点ヒストグラム：勤労家計収入
データ．

ている．実際，階級幅が十分小さければ，ヒストグラムはオリジナルなデータの確率密度関数
の推定値となる．図 2は十分位数に基づくパーセント点ヒストグラムである．図 1とはやや異
なる印象を与える．
通常のヒストグラムと同様に，パーセント点に基づくヒストグラムも，オリジナルな分布の

密度関数の推定値と考えることができる．通常のヒストグラムが，各階級の区間幅を一定にし
て相対度数を表示しているのに対して，パーセント点ヒストグラムは，各階級の度数を等しく
するように区間幅を調整して相対度数を表示する．このため，一般に，パーセント点ヒストグ
ラムは，データの疎な領域（例えば，分布の両裾）でより広いビン幅を与え，データの密な領域
（例えば，分布の中心）でより狭いビン幅を与える．このパーセント点ヒストグラムは，局所的
に階級区間幅を変化させていると言う点で，いわゆる適応型ヒストグラム（adaptive histogram）
の一種と考えられる．Kogure（1987）や Terrell and Scott（1992）で議論されているように，適
切に区間幅を調整することによって，等間隔区間のヒストグラムより適応型ヒストグラム推定
効率の方が高くなる．しかし，Lecoutre（1987）や Scott（1992）の考察から，パーセント点ヒス
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トグラムを用いると，正規分布を含む多くの分布に対して，バイアスが大きくなるという問題
点が示唆される．本稿では，このバイアス問題を取り上げ，その問題点を理論的に考察すると
ともに，カーネル法による改良を提案する．

2. ヒストグラムのバイアス解析

2.1 分割法と 2種類のヒストグラム
{X1,X2, . . . ,Xn}を確率分布 F からの大きさ nの無作為標本とする．データを，基準点が x0，

幅が δの階級区間に集計する場合は，データは各区間

νj ≡ [x0 + jδ − (δ/2), x0 + jδ + (δ/2)) , j =0,±1,±2, . . .

に落ちる度数

Nj ≡
n�

i=1

I (Xi ∈ νj) , j =0,±1,±2, . . .(2.1)

に縮約される．ここで，I(A)は Aが真であるときに 1，偽であるときに 0を取る指示関数とす
る．階級区間 {νj}に対するヒストグラムは

H(x|δ)≡ Nj

nδ
=

Fn (x0 + jδ + (δ/2)) − Fn (x0 + jδ − (δ/2))

δ
, x∈ νj(2.2)

と定義される．ここで，Fn(·)は {Xi}の経験分布関数

Fn(x)≡ 1

n

n�
i=1

I(Xi ≤x), −∞<x<∞

である．これは階級幅が一定である通常のヒストグラムである．
一方，データをパーセント点にまとめる集計法では，区間幅を固定する代わりに，各ビンに

入る観測値の度数を一定に固定しようとする．{Xi}をm等分する場合，データはパーセント点

Yj ≡F−1
n (j/m)≡ inf{x : Fn(x)≥ j/m}, j = 1,2, . . . ,m(2.3)

に縮約される．さらに
Y0 ≡ min

1≤i≤n
{Xi}, Ym ≡ max

1≤i≤n
{Xi}

とすると，対応する階級区間は

Πj ≡ [Yj−1,Yj) , j =1,2, . . . ,m − 1; Πm ≡ [Ym−1,Ym]

となる． Πj に含まれる観測値

Mj ≡
n�

i=1

I (Xi ∈Πj)(2.4)

は，タイ・データがない場合には，[n/m]または [n/m] + 1個の観測値を含む．ここで，[·]は
ガウス記号である．パーセント点階級区間 {Πj}に対するヒストグラムは

H%(x|m)≡ Mj

n(Yj − Yj−1)
, x∈Πj　(2.5)

である．これをパーセント点ヒストグラムと呼ぶ．これは，通常のヒストグラムと異なり，階
級幅が変化する．
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2.2 MISE基準
2種類のヒストグラム（2.2）及び（2.5）を密度関数 f(x)≡ dF (x)/dxの推定量と考えるとき，そ

の効率性を測る代表的な基準は，平均平方誤差の積分（MISE，mean integrated squared error）

MISE≡
� ∞

−∞
E[( �f(x) − f(x))2]dx

である（密度関数推定における MISE基準の役割と意味については，Jones（1991）を参照され
たい）．ここで， �f は（2.2）または（2.5）である．MISEは 2乗バイアスの積分（ISB，integrated

squared bias）
ISB≡

� ∞

−∞
(E[ �f(x)] − f(x))2dx

と分散の積分（IV，integrated variance）

IV =

� ∞

−∞
Var( �f(x))dx

の和として
MISE=ISB + IV

と表せる．

2.3 バイアス
一定の条件の下で，通常のヒストグラムの期待値は，δ→ 0のとき

E[H(x|δ)] ≈ f(x) +

�
(j − 1)δ +

δ

2
− x

�
+ O(δ2), x∈ νj , δ → 0

と計算され，その ISBの漸近的表現は

ISB≡
� ∞

−∞
(E[H(x|δ) − f(x)])2 dx∼ δ2

12
R(f ′)(2.6)

と与えられる（例えば，Scott, 1992を見られたい）．ここで，R(·)は任意の関数 gに対して，そ
の L2 距離

R(g)≡
� ∞

−∞
g(x)2dx

を表す．Freedman and Diaconis（1981）によって示されているように，この結果が成立するた
めに本質的に重要な仮定は，R(f) <∞が成立することである．
一方，パーセント点ヒストグラムの期待値は，m→∞のとき

E[H%(x|m)]≈ f

�
F−1

�
j − 1/2

m

��
+ O(m−2), x∈Πj , m→∞

と計算される．Lecoutre（1987）は，

R(f ′/f)≡　
� ∞

−∞

�
f ′(x)

f(x)

�2

dx <∞

という条件の下で，パーセント点ヒストグラムの ISBが

ISB≡
� ∞

−∞
(E[H%(x|m) − f(x)])2 dx∼ 1

12m2
R

�
f ′

f

�
　 (m→∞)(2.7)

と漸近的に表現できることを示している．
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図 3. n = 100 に対する MISE の比較：パーセント点ヒストグラム（点線）VS. 通常のヒスト
グラム（連続線）．
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図 4. n= 1000 に対するMISE の比較：パーセント点ヒストグラム（点線）VS. 通常のヒスト
グラム（連続線）．

Scott（1992, p. 70）は，適応型ヒストグラムの議論の中で，（2.7）と同一の表現を導き，f が標
準正規分布ならば，

R(f ′/f) =

� ∞

−∞
x2dx=∞ !

となることを指摘し，“puzzling”という言葉で表現している．この「バイアス・パズル」は，デー
タが正規分布に従うとき，有限サンプルにおいても，パーセント点ヒストグラムが著しく大き
なバイアスを持つことを示唆する．Scottは，シミュレーションにより有限サンプルに対する
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MISEを計算し，通常のヒストグラムに比べて，パーセント点ヒストグラムのパフォーマンス
が劣ることを例示している．
図 3と図 4は，この Scottの例に倣って，改めて計算した結果である． [−4,4]上で切断した

標準正規分布から，大きさ n = 100及び n = 1000の無作為標本を生成し，平方誤差積分

ISE≡
� ∞

−∞
(f̂(x) − f(x))2dx

を計算した．このような計算を繰り返し，その算術平均を求めれば，MISEを推定できる．こ
の計算を 100回繰り返したときのパーセント点ヒストグラム（点線）と通常のヒストグラム（通
常の連続線）の ISEの算術平均値を表している．
ここで，パーセント点ヒストグラムは標本パーセント点（m分位数）に基づいている．また，

通常のヒストグラムは，階級区間の個数をパーセント点ヒストグラムの個数mと同一とするよ
うに，区間幅を δ = 8/mと設定した．Scottの計算結果と同様に，mの全範囲にわたってパー
セント点ヒストグラムのMISEが通常のヒストグラムより大きい値を取っていることが分かる．

2.4 分散
通常のヒストグラムの分散は

Var(H(x|δ))≈ f(x)

nδ
, x∈ νj

と計算され，その IVは

IV≡
�

Var(H(x|δ))dx∼ 1

nδ

�
f(x)dx=

1

nδ
(2.8)

と与えられる（Scott, 1992）．一方，パーセント点ヒストグラムの分散は

Var(H%(x|m))≈ m

n
× f

�
F−1

�
j − 1/2

m

��2

, x∈Πj

と計算され，その IVは

IV≡
� ∞

−∞
Var(H%(x|m))dx∼ m

n
R(f)(2.9)

と与えられる（Lecoutre, 1987）．正規分布を含む多くの代表的な分布について R(f)<∞が成立
するため，パーセント点ヒストグラムの IVに関しては，ISBのような深刻な問題は生じない．

2.5 MISE

（2.6）と（2.8）より，通常のヒストグラム（2.2）のMISEの漸近的表現は，

MISE= ISB + IV∼ δ2

12
R(f ′) +

1

nδ

と与えられる．MISE を最小にするような δ のオーダーは n−1/3 であり，対応する MISE の
オーダーは n−2/3 となる．すなわち，MISE基準で測定した通常のヒストグラムの推定効率性
は n−2/3 のオーダーである．
一方，パーセント点ヒストグラムのMISEは，（2.7）と（2.9）より

MISE= ISB + IV∼ 1

12m2
R(f ′/f) +

m

n
R(f)

と与えられる．MISEを最小にするようなmのオーダーは n1/3であり，対応するMISEのオー
ダーは，通常のヒストグラムと同じく，n−2/3 となる．
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3. バイアス・パズルの考察

例えば，対数正規分布が当てはまるようなデータでは，通常の等区間幅の度数表示では明ら
かに不十分であろう．そのような場合に，等度数分割は，データの密な部分は詳細に，疎な部
分は大まかに記述できる直感的な手順としてよく使われている．このように，前節で指摘した
バイアス・パズルを考慮すべき多くの統計資料が存在する．

Lecoutre（1987）は，R(f ′/f) <∞という仮定の下で，パーセント点ヒストグラムの ISBの漸
近的表現（2.7）を与えている．この結果を逆に考えると．正規分布のように R(f ′/f) =∞とな
る分布に対しては，ISBの漸近表現は（2.7）のように必ずしも表されないことが示唆される．こ
の点を一般的に議論する代わりに，R(f ′/f) = ∞となる 2つの具体的な確率分布を取り上げ，
その ISBを計算する．考察を簡潔にするために，（2.5）において，標本パーセント点（2.3）の代
わりに，母集団パーセント点

yj ≡F−1(j/m), j =1, 2, . . . , m − 1(3.1)

を用いたパーセント点ヒストグラムを考える．ただし，y0 及び ym は分布 F の端点とする．

例 1.　密度関数

f(x)= 2x, 0≤x≤ 1(3.2)

を考える．その R(f ′/f)は

R(f ′/f) =

� 1

0

1

x2
dx =∞

であり，逆分布関数は F−1(z) =
√

z, 0≤ z≤ 1 と与えられる．従って

E[H%(x|m)]=
F (yj) − F (yj−1)

yj − yj−1
=

1/m�
j/m −�

(j − 1)/m
, x∈Πj

となる．但し，y0 =0，ym = 1とする．その結果，（3.2）の ISBは，

ISB=

� 1

0

(E[Hn(x)] − f(x))2 dx= γm−3/2 + O(m−2),

と計算できる．ここで，γ は定数

γ =
133

320
− 5

128

� ∞

1

b4(x)x−7/2dx,

であり，b4(x)は 4次ベルヌイ関数である．証明は，付録 Aを見られたい．従って，R(f ′/f) =∞
であるにもかかわらず，ISBは有限な値を取る．ただし，そのゼロへの収束オーダーはm−3/2

であり，（2.7）の漸近表現のオーダーよりも遅い．このとき，MISEを最小にするmのオーダー
は n2/5 となり，対応するMISEの収束オーダーは n−3/5 となる．その結果，通常のヒストグラ
ムに比べて，漸近的な推定効率が著しく低下する．

例 2.　平均が 1の指数分布の密度関数

f(x)= e−x, x > 0　(3.3)

を考える．この密度関数に対して

R(f ′/f) =

� ∞

0

1dx =∞
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であり，逆分布関数は F−1(z) =− log(1 − z), 0≤ z < 1 である．このとき

E[Hn(x)]=
1/m

log (1 − (j − 1)/m) − log(1 − j/m)
=

1

m log(1 + 1/(m − j))

であり

ISB =

� ∞

0

(E[Hn(x)] − f(x))2 dx

=
1

m2

m�
j=1

�
(m − j) + 1/2 − 1

log (1 + 1/(m − j))

�

と計算される．ここで，log(1 + x)≤xに注意すれば

ISB≤ 1

m2

m�
j=1

�
(m − j) + 1/2 − 1

1/(m − j)

�
=

1

2m
,

を得る．従って，例 1と同じく，R(f ′/f) =∞であっても，ISBは有限の値にとどまる．これ
は，たとえ R(f ′/f)が無限になろうともパーセント点ヒストグラムの ISBがゼロに収束してい
く別の例である．
以上の 2つの例は，R(f ′/f) =∞の場合には，ISBがゼロに収束するスピードが，通常期待

されるオーダーであるm−2よりも遅いことを示唆する．言い換えると，Scott（1992）が指摘し
たバイアス・パズルとは，ISBが無限大になることではなく，その収束オーダーが通常想定さ
れる収束オーダーよりも遅いことであると理解できる．

4. パーセント点に基づくカーネル推定

3節の考察は，パーセント点に基づいて確率密度を推定する場合には，R(f ′/f) <∞でない
限り，一般に大きなバイアスが予想されることを示唆する．正規分布を含む多くの分布に対し
て R(f ′/f) <∞は成立しないため，このことは，パーセント点に集計されたデータにヒストグ
ラム法を適用することの危険性を指摘する．本節では，カーネル法を用いることによって，バ
イアス問題が緩和されることを議論する．

4.1 カーネル推定量
もしも標本全体 {X1,X2, . . . ,Xn}が利用可能ならば，通常のカーネル推定量

�f(x|h)≡ 1

n

n�
i=1

Kh(x − Xi), −∞<x<∞,(4.1)

を用いることができる．ここで，Kh(·) は Kh(u) ≡ K(u/h)/h, −∞ < u < ∞ と定義される．
カーネル関数 K は，原点を中心として左右対称な有界関数であり� ∞

−∞
K(u)du =1,

� ∞

−∞
|K(u)|du <∞

を満たすものとする．また，h = hn は，バンド幅と呼ばれる

lim
n→∞

hn = 0, lim
n→∞

nhn =∞

となる非確率的正数列 {hn}を表す．実際には，カーネル関数K として原点を中心として左右
対称な密度関数を用いた 2次カーネル推定量を用いることが多い．その代表例は K を標準正
規密度関数とした正規カーネル推定量である．
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データが予め階級区間 {νj}に集計されているとき，いわゆるビン化カーネル推定量（binned

kernel estimator）

	f(x|h,δ)≡ 1

n

∞�
j=−∞

NjKh(x − gj), −∞< x <∞,(4.2)

を計算することができる．ここで，Nj は（2.1）で定義される．また，グリッド点 {gj}は，区間
νj の中点

gj ≡ x0 + jδ, j = 0,±1,±2, . . .

である．このような，ビン化カーネル推定量については，Fan and Marron（1994）及び Hall and

Wand（1996）を見られたい．
データがパーセント点に集計されている場合には，ビン化カーネル推定量に倣って

	f%(x|h,m)≡ 1

n

m−1�
j=1

DjKh(x − Yj), −∞<x <∞,(4.3)

という推定量を考えることができる．ここで，{Yj}は（2.3）の標本パーセント点であり，{Dj}
は

Dj ≡ Mj + Mj+1

2
, j =1,2, . . . ,m − 1

と定義される．また，Mj は（2.4）で定義される．これをパーセント点カーネル推定量と呼ぶ．
パーセント点カーネル推定量は，通常のビン化カーネル推定量と異なり，グリッド点 {Yj} は
一様に配置されていない．
以下本節では，パーセント点カーネル推定量がバイアス問題を改良するか否かを理論的に考

察する．このため，3節と同様に，母集団パーセント点（3.1）が既知であり，グリッド点は {yj}，
Mj は区間 [yj−1,yj)の度数とする．

4.2 バイアス
パーセント点カーネル推定量（4.3）の期待値は

E[ 	f%(x|h,m)]=
1

n

m−1�
j=1

E[Dj ]Kh(x − yj)=
1

m

m−1�
j=1

Kh(x − yj)

と計算される．通常のカーネル推定量（4.1）の期待値は

E[ �f(x|h)]=

� ∞

−∞
Kh(x − y)f(y)dy =

� 1

0

Kh



x − F−1(z)

�
dz

と表せる．ここで，cj ≡ j/m − 1/2m (j = 1,2, . . . ,m)とすると

1

m

m−1�
j=1

Kh(x − yj)=

m−1�
j=1

� cj+1

cj

Kh



x − F−1(j/m)

�
dz

と表現できることに注意すると：

|E[ 	f%(x|h,m)]− E[ �f(x|h)]|(4.4)

=

�����
m−1�
j=1

� cj+1

cj

Kh(x − F−1(j/m)) − Kh(x − F−1(z))dz

−
� c1

0

Kh(x − F−1(z)) dz −
� 1

cm

Kh(x − F−1(z))dz

����
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≤
�����
m−1�
j=1

� cj+1

cj

Kh(x − F−1(j/m)) − Kh(x − F−1(z))dz

�����
+

����
� c1

0

Kh(x − F−1(z))dz +

� 1

cm

Kh(x − F−1(z))dz

����
を得る．付録 Bで示すように，（4.4）の最後の表現の第 1項は�����

m−1�
j=1

� cj+1

cj

Kh(x − F−1(j/m)) − Kh(x − F−1(z))dz

�����≤ 1

mh

� ∞

−∞
|K′(u)|du

によって，第 2項は����
� c1

0

Kh(x − F−1(z))dz +

� 1

cm

Kh(x − F−1(z))dz

���� ≤ 1

mh
sup |K|

と押さえられる．従って，カーネル関数 K が絶対連続であり�
|K′(u)|du <∞, sup |K|<∞

を満たすならば，xに関わらず一様に (mh)−1 のオーダーの量で抑えることができる．言い換
えれば，バンド幅 hに比べて，分割数 mが十分大きいならば，パーセント点カーネル推定量
と通常のカーネル推定量の差は小さくなる．
よく知られているように，2次カーネル推定量のバイアスは E[ �f(x|h)] − f(h) = O(h2) であ

る（例えば，Scott, 1992）から，mh3 →∞であれば

E[ 	f%(x|h,m)]− f(x) =E[ 	f%(x|h,m)] − E[ �f(x|h)] + E[ �f(x|h)] − f(h) =E[ �f(x|h)] − f(h) + o(h2)

となり，パーセント点カーネル推定量のバイアスは通常のカーネル推定量のバイアスと漸近的
に一致する．

4.3 シミュレーションによる例示
4.2節の考察は，母集団パーセント点が既知であるという非現実的な仮定のもとでなされた．

この点を補うために，2.3節で言及したシミュレーションと同一の状況の下で，パーセント点
カーネル推定量のMISEを，通常のヒストグラム及び通常のビン化カーネル推定量のMISEと
比較して計算を行った．

4.3.1 通常のヒストグラムに対する効率性
図 5と図 6は，パーセント点カーネル推定量（点線）と通常のヒストグラム（連続線）のMISE

を比較している．パーセント点カーネル推定量のカーネル関数として，正規カーネル K(u) =

(1/
√

2π)e−u2/2 を採用し，バンド幅は，スコットのルール（Scott, 1992,（6.17））により，h =

1.06sn−1/5 と決めた．ここで，s は標本標準偏差である．
両方のグラフから，mが小さいときには，大きな期待は改善できないが，mが大きくなるに

つれ，相当な改善が期待できる．特に，n = 100のときは，m≥ 7の範囲でパーセント点カーネ
ル推定量の方が通常のヒストグラムより効率性が高い．図 6からは，nが大きくなると，mが
小さくない限り，両者の効率性はほぼ等しくなっていくことが示唆される．

4.3.2 通常のビン化カーネル推定量に対する効率性
図 7と図 8は，パーセント点カーネル推定量（点線）と通常のビン化カーネル推定量（連続線）

を比較している．2.3節で見たヒストグラム法の場合と比較すると，集計の相違はMISEの大
きさに与える影響は少ないように思われる．
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図 5. n = 100 に対する MISE の比較：パーセント点カーネル推定量（点線）VS. 通常のヒス
トグラム（連続線）．
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図 6. n= 1000 に対するMISE の比較：パーセント点カーネル推定量（点線）VS. 通常のヒス
トグラム（連続線）．

5. 結語

本稿では，先行研究によって示唆されていたパーセント点ヒストグラムにおける理論的問題
点 バイアス・パズル が，実務でしばしば利用される等度数分割による度数表示に対して
深刻な影響を与えることを指摘し，バイアス・パズルの考察を行った．カーネル法による改良
案を提案し，その有効性を漸近理論によって確かめるとともに，シミュレーションによって例
示した．
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図 7. n = 100 に対する MISE の比較：パーセント点カーネル推定量（点線）VS. ビン化カー
ネル推定量．
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図 8. n= 1000 に対するMISE の比較：パーセント点カーネル推定量（点線）VS. ビン化カー
ネル推定量．

本稿では，既にデータがグループ化されていると言う立場から密度関数推定問題を考察した．
これに対して，たとえ原データが利用可能であっても，計算効率性の立場からグルーピングを
行うアプローチも利用されている．代表的な手法はヒストグラムである．よく知られているよ
うに，ヒストグラム法はカーネル法に比べて理論的な収束の特性が劣る．しかし，近年の研究
動向からグループ化データに基づいた推定でも，カーネル法に相当する理論的効率性が実現
できることが明らかになってきた．詳細については，Minnotte（1996, 1998），Sagae and Scott

（1997）, Sagae and Kogure（2000）などを見られたい．
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付録A

ISB =

� 1

0

(E[Hn(x)] − f(x))2 dx

=

� 1

0

f(x)2dx − 1

m2

m�
j=1

1�
j/m −�

(j − 1)/m

=
4

3
− m−3/2

m�
j=1

(
�

j +
�

j − 1).

Euler-Maclaurinの公式（Lange, 1999, の Proposition 16.2.1 を参照されたい）より
m�

j=1

�
j =

� m

1

√
xdx +

1

2


m1/2 + 1

�
+

1

24


m−1/2 − 1

�

− 1

1920


m−5/2 − 1

�
+

5

128

� m

1

b4(x)x−7/2dx

=
2

3
m3/2 +

1

2
m1/2 +

γ

2
+

1

24
m−1/2 − 1

1920
m−5/2 − 5

128

� ∞

m

b4(x)x−7/2dx

=
2

3
m3/2 +

1

2
m1/2 +

γ

2
+ O(m−1/2).

従って，

m−3/2
m�

j=1

(
�

j +
�

j − 1) =
4

3
− m−3/2γ + O(m2).

付録 B

Freedman and Diaconis（1981）の Lemma 2.22を適用すると，各 j に対して� cj+1

cj

Kh(x − F−1(j/m)) − Kh(x − F−1(z))dz≤ 1

m

� cj

cj−1

����K′
h(x − F−1(z))

1

f(F−1(z))

����dz

となるから，（4.4）式の最後の表現の第 1項は�����
m−1�
j=1

� cj+1

cj

Kh(x − F−1(j/m)) − Kh(x − F−1(z))dz

�����
≤ 1

m

m−1�
j=1

� cj

cj−1

����K′
h(x − F−1(z))

1

f(F−1(z))

����dz

=
1

mh

� 1

0

1

h

����K′
�

x − F−1(z)

h

�
1

f(F−1(z))

����dz =
1

mh

� ∞

−∞
|K′(u)|du

となる．また，右辺の第 2項は����
� c1

0

Kh(x − F−1(z))dz +

� 1

cm

Kh(x − F−1(z))dz

����
=

�����
� F−1(1/2m)

−∞
Kh(x − y)f(y)dy +

� ∞

F−1(1−1/2m)

Kh(x − y)f(y)dy

�����
≤ sup |K|

h

�����
� F−1(1/2m)

−∞
f(y)dy +

� ∞

F−1(1−1/2m)

f(y)dy

�����≤ 1

mh
sup |K|
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となる．
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Estimating Probability Density from Percentiles

Atsuyuki Kogure1 and Masahiko Sagae2

1Faculty of Policy Management, Keio University
2Faculty of Engineering, Gifu University

We consider the problem of estimating density from percentiles. Prior results such as
Lecoutre (1987) and Scott (1992) suggest that a histogram with percentiles suffers large
biases. We re-examine the bias problem and show that the kernel method alleviates it
by asymptotic arguments. To confirm the theoretical results we give simple simulation
studies.
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