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要 旨

本報では，はじめにデータマイニング分野において近年盛んに研究されているグラフマイニ
ングの背景，研究経緯，関連研究等を概観し，次に部分グラフのクラス，部分グラフ同型問題，
正準ラベル，マイニングの基準など，グラフマイニングを理解する上で重要な幾つかの基礎概
念を説明する．更に，そこで必要とされる多頻度アイテム集合や多頻度グラフの探索原理と代
表的手法について解説する．最後に，マイクロアレイ遺伝子発現プロフィールデータから遺伝
子発現関係をベイジアンネットワークで同定した結果に，更にグラフマイニングを適用して各
遺伝子発現の依存関係に関する知見を得る解析を報告し，統計的モデリングへの応用可能性に
ついて述べる．

キーワード：グラフマイニング，部分グラフ同型問題，Downward Closure Property，
多頻度グラフ，ベイジアンネットワーク．

1. はじめに

一般にデータマイニングは，膨大な表形式ないしはトランザクション形式データから，デー
タが内蔵する有用な部分的特徴を発掘する手法であると考えられている．更に近年では，対象
とされるデータが半構造テキストや木，記号系列，グラフ，論理関係など，複雑な構造を持つ
ものにまで拡大されつつある．その中でも特にグラフは，数学における基本的な研究対象構造
であり，言語論理とも強い関係をもつ．また，統計数理や機械学習においてもグラフィカルモ
デリングやベイジアンネットワーク，ニューラルネットワークなど，グラフ構造を有するモデ
ルが頻繁に用いられる．更に生物学や化学，材料化学，社会通信ネットワークなど様々な実分
野においてもグラフ構造データは幅広く見られる．しかし一方で，膨大なグラフ構造データか
ら特徴的部分構造を見つける問題の多くが，本質的計算困難性を有することが知られている．
たとえば，ある大きなグラフに別のより小さなグラフが部分グラフとして含まれているか否か
を調べる問題は NP-完全である（Garey and Johnson, 1979）．このような背景から，近年，グラ
フ構造データを対象として有用な知識を効率的に発掘するグラフマイニング手法が盛んに研究
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されるようになって来た．
グラフマイニング研究の発端は，大規模なグラフから何らかの基準の下で特徴的な部分グラ

フを発掘するヒューリスティック探索に関する，1990年代半ばの S UBDUE（Cook and Holder,

1994）及び GBI（Yoshida et al., 1994）の研究がある．1999 年になって，多頻度部分グラフの
完全探索を目指すWARMRが発表された（Dehaspe and Toivonen, 1999）．2000年にはトラン
ザクション形式データに関するデータマイニングアルゴリズムである Aprioriアルゴリズムが
グラフ理論によって拡張され，高速に多頻度部分グラフの完全探索を行う AGMが発表され
た（Inokuchi et al., 2000）．これらの先駆的研究の後，グラフマイニング研究は急速に盛んに
なった．
より効率的に多頻度部分グラフを完全探索する手法としては，部分グラフ同型問題を効率

的に解くために新たなグラフ不変量を導入した FSG（Kuramochi and Karypis, 2001），部分
グラフ同型の効率的深さ優先探索のために DFS木を用いる gSpan（Yan and Han, 2002），グ
ラフデータ中の多頻度連結部分グラフを探索する AcGM（Inokuchi et al., 2002），自由木探索
を拡張して疎グラフデータ中から非常に高速に多頻度グラフを発掘する Gaston（Nijssen and

Kok, 2004）などが提案されている．一方，発掘しようとする部分グラフの種類を拡張する手法
としては，帰納推論データベースの枠組みを用いて与えられた単調性条件を満足する部分パス
の集合（バージョン空間）をグラフデータから発掘するMolFea（de Raedt and Kramer, 2001），
多頻度閉部分グラフを探索する CloseGraph（Yan and Han, 2003），与えられた単調性条件を
満足する部分自由木の集合をグラフデータから発掘する FreeTreeMiner（Ruckert and Kramer,

2004），1枚の大きな疎グラフ中から互いに重ならない多頻度連結部分グラフを発掘する SiGraM

（Kuramochi and Karypis, 2004），グラフデータ中から極大な多頻度連結部分グラフを発掘する
SPIN（Huan et al., 2004），階層的（Taxonomy）なラベル付けを有するグラフデータ中の多頻度
連結部分グラフを探索する Generalized AcGM（Inokuchi, 2004），部分グラフ同型探索に様々
な制約を導入してグラフに限らずデータ中に埋め込まれた多頻度の部分パスや部分木の発掘を
可能にした B-AGM（Inokuchi et al., 2005）など，様々なものが提案されている．これらの内，
比較的時期の早い手法については文献（Washio and Motoda, 2003）が詳しい．この他にもグラ
フデータから種々の部分グラフを発掘する手法が提案されており，ライデン大学のホームペー
ジ “Homepage for Mining Structured Data”で最新の手法を含めた紹介や比較を見ることがで
きる（Nijssen, 2005）．
本報では，以下にグラフマイニングを理解する上で重要な部分グラフ，同型問題，グラフ不

変量，マイニング基準といった基礎を説明する．その後，グラフマイニングで必要とされる探
索原理とそれを用いる代表的手法について解説する．最後に遺伝子発現の因果関係に関するベ
イジアンネットワークを用いた統計的モデリングへの応用可能性について述べる．

2. グラフマイニングの基礎

グラフマイニングの背景には，グラフ理論や探索理論に関する豊富な研究が存在している．
ここでは，多くのグラフマイニング手法を理解する上で必要となる幾つかの基礎原理を，閉路
や並行路を含むラベル付き無向グラフの場合について説明する．有向グラフやラベル無しグラ
フについては説明を省略するが，同様な原理が成り立つ．

2.1 一般部分グラフと誘導部分グラフ
グラフ G(V,E,f,�)は，頂点の集合 V，頂点ペアを結ぶ辺の集合 E，辺による頂点の接続関

係を表す関数 f : E → V × V，頂点や辺のラベル付け関数 � の 4 項組で表される．頂点のラ
ベル集合を Lv，辺のラベル集合を Le とした時，� は更に �v : V → Lv 及び �e : E → Le の 2



グラフマイニングとその統計的モデリングへの応用 317

図 1. グラフと部分グラフの例．

項組 �(�v, �e)で表される．例えば，図 1（a）に示されるグラフでは，V = {v1,v2,v3, v4,v5,v6}，
E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9} となる．E に含まれる各辺 eh は，V に含まれる vi と vj を
f(eh)= (vi,vj) によって関連づける．図 1の場合には，例えば f(e1)= (v1,v2)，f(e2) = (v1,v2)，
f(e4) = (v1,v4)，f(e7) = (v4,v4)となる．また，V に含まれる各頂点 vi，E に含まれる各辺 eh

は，それぞれ �v と �e によってラベル �v(vi)と �e(eh)を有する．
グラフ G(V,E,f,�)の最も一般的な部分構造クラスは“一般部分グラフ”であり，それは

（1）Vs ⊂V and Es ⊂E，
（2）∀eh ∈Es, �se(eh) = �e(eh) and vi,vj ∈Vs where fs(eh)= (vi,vj)，
（3）∀vi ∈Vs, �sv(vi) = �v(vi)

を満たす 4項組 Gs(Vs,Es,fs, �s)で定義される．図 1（b）は，元グラフ図 1（a）の頂点 v5 及び辺
e4, e6, e7, e8, e9 が無い一般部分グラフの例である．もう 1つの代表的な部分構造クラスは“誘
導部分グラフ”であり，一般部分グラフの条件に加えて

（4）∀eh ∈E，eh ∈Es if vi,vj ∈Vs where f(eh) = (vi,vj)

である 4項組Gs(Vs,Es,fs, �s)によって定義される．図 1（c）は，元グラフ図 1（a）から頂点 v5を
除いた誘導部分グラフの例である．この場合，v5に直接繋がる e8と e9は含まれないが，図 1（b）
と異なり元グラフ Gの v1,v3,v4 間に存在する e4, e6, e7は含まれる．ここでは，Gsが Gの一般
ないしは誘導部分グラフであることを Gs ⊆Gと表す．

2.2 部分グラフ同型問題
グラフマイニングにおいては，多数のグラフ間で共通する部分グラフを探索するため，グラフ理

論の“部分グラフ同型問題”を拡張した定義を用いる．今，グラフ集合D = {Gd(Vd,Ed,fd, �d)|d =

1, . . . ,n}について，以下のようなあるグラフ Gs(Vs,Es,fs, �s)及び Vs から Vd (d = 1, . . . ,n)へ
の単射 gsd を見つける問題を，“部分グラフ同型問題”という．

（1）∀Gd(Vd,Ed,fd, �d)∈D,Gs(Vs,Es,fs, �s)⊆Gd(Vd,Ed,fd, �d),

（2）∀d= 1, . . . ,n,∀esh ∈Es,

∃edh ∈Ed，fs(esh) = (vsi,vsj) and fd(edh) = (gsd(vsi),gsd(vsj))．
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条件（1）において，Gs(Vs,Es,fs, �s)は一般部分グラフ，誘導部分グラフのいずれの定義を取る
ことも可能である．例えば，図 1のグラフ（b）と（c）からなる D = {(b),(c)}について，部分頂
点集合 Vs = {vs1,vs2,vs3}と部分辺集合 Es = {es1, es5}からなる部分グラフ Gs(Vs,Es,fs, �s) と
単射 vdi = gsd(vsi) (i = 1,2,3,d = (b),(c))は一般部分グラフの場合の上の条件を満たす．即ち，
図 1（b）と（c）はGsを共有し，GsはDについて一般部分グラフ同型である．これに対して，同
じく部分辺集合 Es = {es1, es2, es3, es5} の場合は，誘導部分グラフの場合の上の条件を満たし，
GsはDについて誘導部分グラフ同型である．1つの小さなグラフが 1つのより大きなグラフの
部分かどうかを判定する部分グラフ同型問題は，NP-完全であることが判っている（Garey and

Johnson, 1979）．上記の複数グラフ間の部分グラフ同型問題の複雑性は NP-完全より低いこと
はあり得ない．

2.3 正準ラベル
同型なグラフは等しいグラフ不変量値を持つ．グラフ不変量の例として，グラフに含まれる

頂点数や各頂点に接続する辺数（線度），閉路の数などがある．しかし，不変量値が等しくても
同型なグラフとは限らない．これに対して，最も直接的にグラフ構造を表す不変量として，以
下の“正準ラベル”がある．同型なグラフは等しい正準ラベルを持ち，正準ラベルが等しけれ
ば同型なグラフとなる．
グラフ Gの i番目の頂点 vi を i番目の行と列に対応させ，要素によって頂点間の辺の接続

関係を表す行列を“隣接行列”という（Inokuchi et al., 2000, 2003）．i, j 要素は，辺のラベル集
合 {�e(eh)|∀eh ∈E where f(eh) = (vi,vj)} で表される．これは厳密には要素が数ではないので
行列ではないが，都合上行列と呼ぶ．頂点 vi と vj 間に辺が存在しない場合，要素は空ないし
0とする．以下は図 1（a）の隣接行列である．

�
��������

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 0 {�e(e2), �e(e3), �e(e4)} 0 {�e(e1)} 0 0
v2 {�e(e2), �e(e3), �e(e4)} 0 {�e(e5)} 0 0 0
v3 0 {�e(e5)} 0 {�e(e6)} 0 0
v4 {�e(e1)} 0 {�e(e6)} {�e(e7)} {�e(e8), �e(e9)} 0
v5 0 0 0 {�e(e8), �e(e9)} 0 0
v6 0 0 0 0 0 0

�
��������

.

そして，無向グラフGに関して，その n × n隣接行列の各 i, j 要素 xi,j から次のようなコー
ド表現を定義する．

code(G)= x1,1x1,2x2,2x1,3x2,3x3,3 · · ·x1,n · · ·xn−1,nxn,n.

無向グラフの隣接行列の対角対称性より，上三角部分の要素のみで表される．下三角部分の要
素も使って，同様なコードを有向グラフの場合にも定義できる．各要素にその内容の辞書順に
番号を振った時，あるグラフに一意に対応する正準ラベルは，コード上の要素の並びで番号を
並べて得られる数字が最小（あるいは最大）のコードとして定義される．そして，そのコードに
対応する隣接行列を“正準形”と呼ぶ．正準ラベルと正準形によって，グラフ表現の多様性や
同型問題の探索空間は著しく削減される．

2.4 マイニング基準
データマイニングでは，ある基準を満たすデータ部分に着目して部分的特徴を発掘する．代

表的基準のクラスとして，“上半束”と呼ばれる集合族に対して定義される “Downward Closure

Property（DCP）”に基づくものがある．“上半束”を成す集合の概念は広い．Lを“結合演算”
∪を持つ“集合族”とし，Lに属する 2つの集合 a,bの“上界”を“結合”a ∪ bと定める．こ
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こで結合は以下の 2つの規則に従うものとする．

a ∪ b = b ∪ a　 （可換則）

a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c（結合則）

Lに属する任意の 2つの集合 a,bについて a ∪ bが Lに属する，即ち Lが結合について閉じて
いる時，Lを“上半束”という．道路網や通信網，化学分子構造式を表すグラフなど，相互に関
係を伴う離散的要素の集まり，即ち離散構造も広義には集合であるが，このような離散構造の
集まり Lが，要素の関係を壊さないある結合について閉じていれば上半束となる．もちろん，
スーパーマーケットにおける顧客の購入商品リストなど，我々が日常でよく扱う有限ブール集
合も上半束を構成し得るが，有限ブール集合族は上記に加えて有限でかつ下界 a∩ bを有する
“束”であり，上界と下界の両方について可換則，結合則，吸収則，分配則，相補則を満たす．
一方，“Downward Closure Property（DCP）”は，上記のような広義の集合について，それら

の“包含関係”に基づいて定義される．2つの集合 a,bの“包含関係”a⊆ bを，a,bが“順序
対”をなすこと，即ち，ある 2項関係 rについて r(a,b)⇔/ r(b,a)である順序関係とする．この
包含関係は一般的な定義であるが，特に Lが上半束のとき a⊆ bは r(a,b)≡ [a∪ b = b]で与えら
れる．Lをその幾つかの要素同士が包含関係を有する“順序集合族”とし，a(∈L) が L上に定
義されるある性質 P を有するとき P (a)と表すものとする．このとき a,b(∈L)に関する DCP

P は以下で与えられる．

a⊆ b⇒P (b)→P (a).

上半束に対して良く知られた DCPは，ある商品（アイテム）集合 aがスーパーマーケットの各
顧客の購入商品（アイテム）集合 tからなるデータ Dに現れる出現頻度（支持度）

sup(a)=
|{t|t∈D,a⊆ t}|

|D|
がある閾値（最小支持度）minsup以上である性質

P (a)≡ [sup(a)≥minsup](2.1)

であり，代表的なデータマイニング手法であるバスケット分析で用いられる（Agrwal and Srikant,

1994）．

3. グラフマイニングの探索原理

有限ブール集合やグラフなどの離散構造の集まりであるデータDを考える．以下では，Dに
おいて上半束上のある DCPを満たす部分構造を完全探索するマイニング手法を解説する．多
くの手法では DCPとして，部分構造がある閾値以上の頻度でデータに出現する多頻度性を用
いるが，本質的に同じ枠組みでこれ以外の DCPを適用することも可能である．

3.1 多頻度アイテム集合のマイニング
有限ブール集合の集まりであるデータから，多頻度に現れる部分集合を完全探索するマイニ

ングはバスケット分析と呼ばれる（Agrwal and Srikant, 1994）．これはスーパーマーケットにお
ける売れ筋の商品組み合わせを，多数の顧客の買い物籠（バスケット）の中身を分析して知るこ
とが由来である．あるスーパーマーケットで売っている全商品（アイテム）の集合のように，全
アイテムの集合を I = {item1, item2, . . . , itemm}とする．そして，ある顧客の 1回の購入商品
（アイテム）群のように，I の空でない部分集合 t⊆ I をトランザクションと呼ぶ．更にこのよう
なトランザクションの集合D = {td|td ⊆ I,d= 1, . . . ,n} を対象データとする．バスケット分析の
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図 2. Apriori アルゴリズム．

主な目的は，アイテムからなる集合（アイテム集合）a⊆ I で，一定頻度以上データDに現れる
もの，即ち式（2.1）を満たすものを，多頻度アイテム集合として全探索することである．前述し
たように，多頻度アイテム集合は DCPの性質を満たす．
通常，スーパーマーケットで売っている商品は数千種類以上あるため，全ての可能なアイテ

ムの組み合わせを数え上げる方法で多頻度アイテム集合を求めようとすれば，計算上の組み合
わせ爆発に直面してしまう．そのためバスケット分析では，データから多頻度アイテム集合を
効率的に全探索する Aprioriアルゴリズムを用いることが多い（Agrwal and Srikant, 1994）．こ
のアルゴリズムは比較的単純でメモリ消費量が少なく，かつ効率が高いという特徴を有する．
図 2に Aprioriアルゴリズムの概略を示す．ここで Fk は要素数 k の多頻度アイテム集合の集
合，Ck は多頻度アイテム集合の候補の集合である．関数 Apriori-genは，join部と prune部か
らなる．join部では要素数 1の多頻度アイテム集合からはじめて，ボトムアップ的に要素数 k

の多頻度アイテム集合から要素数 k + 1の多頻度アイテム集合の候補を作り出す．今，要素数
kの多頻度アイテム集合は全て見つかっていると仮定する．更に，各集合内のアイテムは予め
辞書順にソートされているものとする．この条件の下で k − 1個の要素が共通な要素数 kの 2

つの多頻度アイテム集合

ak = {item1, item2, . . . , itemk−1, itemk}
bk = {item1, item2, . . . , itemk−1, item

′
k}

(3.1)

より，要素数 k + 1の多頻度アイテム集合の候補を上記の 2つのアイテム集合の結合

ck+1 = ak ∪ bk(3.2)

= {item1, . . . , itemk−1, itemk, item′
k}

として生成する．但し辞書順に item1 < item2 < · · ·<itemk < item′
kである．多頻度アイテム集

合の候補生成には集合の結合しか用いないため，上半束上の探索となる．仮に ck+1 が多頻度
アイテム集合であるなら，その DCP より ak や bk も多頻度アイテム集合である．仮定より要
素数 kの多頻度アイテム集合は全て見つかっているので，akと bkも必ず既に見つかっている．
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逆に言えば，今見つかっている要素数 kの多頻度アイテム集合の内，式（3.1）を満たす集合の
全ての組み合わせについて式（3.2）の結合をとれば，漏れなく多頻度アイテム集合候補を得る
ことができる．

prune部では候補を絞り込むために，上記候補について要素数 kの各部分集合が全て多頻度
アイテム集合かをチェックする．これは DCPより多頻度アイテム集合であるためには，その
部分集合は全て多頻度アイテム集合でなければならないからである．図 2の関数 subsetでは，
多頻度アイテム集合候補の内でトランザクション tに含まれるもの全てを列挙する．このよう
にして要素数 k + 1の多頻度アイテム集合の候補全てについて 1回のデータスキャンで支持度
を計算し，最小支持度を越えるものを多頻度アイテム集合とする．更に k = k + 1と kを更新
して上記を繰り返す．DCPより要素数が増えるとアイテム集合の支持度は減少し，minsup以
上の多頻度アイテム集合は存在しなくなり，上記アルゴリズムは停止する．データに存在する
最も要素数の多い多頻度アイテム集合の要素数を kmax とすると，Aprioriアルゴリズムにより
高々kmax + 1 回のデータ D のスキャンで，効率的に全ての多頻度アイテム集合を求めること
ができる．

3.2 多頻度グラフのマイニング
ラベル付きの頂点及び辺からなる多数の無向グラフ Gd(Vd,Ed,fd, �d)の集まりであるデータ

D = {Gd(Vd,Ed,fd, �d)|d = 1, . . . ,n}について，そこに多頻度に現れる誘導部分グラフないしは
連結誘導部分グラフを完全探索するマイニングを考える．あるグラフを Gs とし，D 中で Gs

を含むすべてのグラフの集合を Ds = {Gd|Gd ∈D,Gs ⊆Gd}としたとき，Gs は Ds について部
分グラフ同型である．多頻度グラフのマイニングは，|Ds|が一定数以上である部分グラフ同型
な誘導部分グラフないしは連結誘導部分グラフ Gs をすべて探索する問題である．前節と同様
に Dにおける Gs の支持度を

sup(Gs) =
|Ds|
|D|

とした時に，多頻度性 sup(Gs)≥minsupはグラフからなる上半束の上で DCPとなる．
グラフのコード表現上で，隣接行列の (k − 1) × (k − 1)左上部分行列に対応する部分グラフ

構造が共通する大きさが kの 2つの多頻度誘導部分グラフ Gak ,Gbk
から，大きさが k + 1の多

頻度誘導部分グラフ候補 Gck+1 を導出する結合を定義する．

code(Gak)= x1,1x1,2x2,2x1,3x2,3x3,3 · · ·x1,k · · ·xk−1,kxk,k

code(Gbk
)= x1,1x1,2x2,2x1,3x2,3x3,3 · · ·x′

1,k · · ·x′
k−1,kx′

k,k

(3.3)

code(Gck+1) = code(Gak) ∪ code(Gbk
)(3.4)

= x1,1x1,2x2,2 · · ·x1,k · · ·xk−1,kxk,kx′
1,k · · ·x′

k−1,kzk,k+1x
′
k,k

但し code(Gak)は正準形に対応し，code(Gak)≤ code(Gbk
)とする．これは同一のグラフを表す

コード間の結合や同じグラフコードの組み合わせの異なる順序の結合といった冗長な結合を避
けるためである．code(Gck+1)は Gbk

の隣接行列の k行目ないし k列目に対応するコード部分
を Gak のコードに繋げ，かつ最後の x′

k,k の前に新たな要素 zk,k+1 を挿入したものである．こ
のようにして得られた code(Gck+1)に対応する隣接行列をグラフ Gck+1 の“正規形”という．
各コードに対応する隣接行列 A(Gak),A(Gbk

),A(Gck+1)は以下のようになる．

A(Gak) =

�
Xk−1 x1

xT
2 xk,k

�
, A(Gbk

) =

�
�Xk−1 x′

1

x′T
2 x′

k,k

�
� ,
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A(Gck+1) =

�
���

Xk−1 x1 x′
1

xT
2 xk,k zk,k+1

x′T
2 zk+1,k x′

k,k

�
��� .

ここで Xk−1 は Gak と Gbk
に共通する大きさ k − 1 のグラフを表す隣接行列であり，xi と

x′
i(i = 1,2) は (k − 1) × 1 の列ベクトルである．zk,k+1 と zk+1,k の要素は Gak と Gbk

の k 番
目の頂点間の辺ラベルを表す．2つの値は無向グラフの場合には対称性より同一であるが，元
の A(Gak)，A(Gbk

)からは決まらず 2つの場合が考えられる．1つは結合して得られるグラフ
Gck+1 の k番目と k + 1番目の頂点の間にラベル {�e(ei)|fck+1(ej) = (vk,vk+1)}を持つ辺を付加
する場合，もう 1つはそれらの頂点間に辺を付加しない場合である．これによって zk,k+1 と
zk+1,k が “{�e(ei)|fck+1(ej)= (vk,vk+1)}”か “0”である複数通りの隣接行列が生成される．
多頻度連結誘導部分グラフを完全探索する場合には，上記と若干異なる正準形や結合の定義

を用いる．ある大きさ kのグラフを表す隣接行列の中で，(k − 1) × (k − 1) 左上部分行列が連
結部分グラフを表すもののうち，最小のコードを持つものを正準形とする．そして，code(Gak)

が連結部分グラフの正準形に対応するコードで，code(Gbk
)は式（3.3）を満たし，かつ Gbk

が非
連結部分グラフであるか，または連結部分グラフなら code(Gak)≤ code(Gbk

)を満たす場合の
み，式（3.4）によって結合を行う．Gbk

が連結部分グラフの場合にはGak ,Gbk
双方が連結部分グ

ラフであり，両者の順番を入れ替えた冗長な結合を避けるためにコードの大小関係の制約を課
す．Gbk

が非連結部分グラフの場合には，制約より順番を入れ替えた結合はできないためコー
ドの大小関係の制約は課さない．この結合により得られたコードにおいて，連結部分グラフと
なるように zk,k+1 と zk+1,k の値を決めることによって，多頻度連結誘導部分グラフ候補を漏
らさず生成可能である．
上記いずれの結合の場合でも図 2に類似したアルゴリズムにより，頂点 1個の多頻度誘導部

分グラフからはじめて逐次より頂点数の多い多頻度（連結）誘導部分グラフをボトムアップに完
全探索することが可能である．はじめの F1 に相当するものは頂点 1個の多頻度誘導部分グラ
フである．Fk は頂点数 kの多頻度（連結）誘導部分グラフの集合，Ck は多頻度（連結）誘導部分
グラフの候補の集合である．関数 Apriori-genの join部では頂点数 1の多頻度（連結）誘導部分
グラフからはじめて，上記 2つの多頻度（連結）誘導部分グラフの結合によってボトムアップ的
に頂点数 kの多頻度（連結）誘導部分グラフから頂点数 k + 1の多頻度（連結）誘導部分グラフの
候補を作り出す．多頻度（連結）誘導部分グラフの候補生成にはグラフの結合しか用いないため
上半束上の探索となる．仮に Gck+1 が多頻度（連結）誘導部分グラフであるなら，その DCPよ
りGak やGbk

も多頻度（連結）誘導部分グラフである．頂点数 kの多頻度（連結）誘導部分グラフ
が既に全て見つかっているならば，Gak と Gbk

も必ず既に見つかっている．即ち，今見つかっ
ている頂点数 kの多頻度（連結）誘導部分グラフの内，式（3.3）を満たすグラフの全ての組み合
わせについて式（3.4）の結合をとれば，漏れなく多頻度（連結）誘導部分グラフ候補を得ること
ができる．
関数Apriori-genの prune部では候補を絞り込むために，上記候補について頂点数 kの各誘導

部分グラフが全て多頻度（連結）誘導部分グラフかをチェックする．これは DCPより多頻度（連
結）誘導部分グラフであるためには，その部分グラフは全て多頻度（連結）誘導部分グラフでな
ければならないからである．具体的にはA(Gck+1)について，それから i行 i列 (i =1, . . . ,k − 1)

を除去した k × kの各部分行列が，全て既に探索された多頻度（連結）誘導部分グラフを表す場
合のみを多頻度（連結）誘導部分グラフ候補として残す．関数 subsetでは，多頻度（連結）誘導部
分グラフ候補の内でグラフ Gd の（連結）誘導部分グラフであるもの全てを列挙する．ここでは
データに対する各候補のマッチングと頻度計算の計算コストを大幅に削減するため，あらかじ
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め前処理でデータ中のグラフを全て正規形の隣接行列で表しておく．また，同一の多頻度（連
結）誘導部分グラフ候補が複数の正規形で表現される場合があるため，その中でも正準形であ
るものに各正規形の頻度を全て合計する．このようにして頂点数 k + 1の多頻度（連結）誘導部
分グラフの候補全てについて 1回のデータスキャンで支持度を計算し，最小支持度を越えるも
のを多頻度（連結）誘導部分グラフとする．更に多頻度アイテム集合のマイニングの場合と同様
に，kを更新して上記を繰り返す．DCPより頂点数が増えると部分グラフの支持度は減少する
ので，minsup以上の多頻度（連結）誘導部分グラフは存在しなくなり，上記アルゴリズムは停
止する．データに存在する最も要素数の多い多頻度（連結）誘導部分グラフの頂点数を kmax と
すると，高々kmax + 1回のデータ D のスキャンで，全ての多頻度（連結）誘導部分グラフが得
られる．

4. 統計的モデリングへの応用

多数の観測変数の関係をモデル化する統計的方法には，ベイジアンネットワークに代表され
るようにグラフ構造を有するモデルを用いるものが多い．このような統計的モデル化手法にグ
ラフマイニングを組み合わせることで，様々な解析ができる可能性がある．ここではその例と
して，マイクロアレイ遺伝子発現プロフィールデータ（以下マイクロアレイデータ）から遺伝子
発現関係をベイジアンネットワークで同定した結果に，更にグラフマイニングを適用して各遺
伝子発現の依存関係に関する知見を得る解析を報告する．これはベイジアンネットワークによ
るモデル化の後処理としてグラフマイニングを適用し，対象とする多変数間の依存関係をより
明確に把握する試みである．

4.1 遺伝子発現データ
細胞内の DNA鎖には多数の遺伝子（gene）がコードされている．これらの遺伝子群について，

基準とする細胞状態（リファレンス細胞）での遺伝子発現状態に対して，興味がある別の細胞状
態（サンプル細胞）での遺伝子発現状態の相対的な活性の違いを調べる測定手段が，マイクロ
アレイ分析である．cDNAマイクロアレイ分析に用いるスライドグラスには，多数のスポット
が格子状に並んでいる．1つのスポットが 1つの遺伝子の発現状態を表し，あるスポットが赤
に発色している場合，そのスポットに対応する遺伝子 genej はリファレンス細胞よりもサンプ
ル細胞でより多くの mRNAを合成していることを示し，緑だと逆，黄色だと両細胞で同程度
mRNAを合成していることを示す．
興味あるサンプル細胞が n個ある場合にそれぞれについてマイクロアレイ分析を行うと，図 3

に示すように n個のマイクロアレイデータが得られる．i番目のマイクロアレイの genej に対
応するスポットの正規化された Cy3色素の発光強度を Gij，同じく Cy5の発光強度を Rij とす
ると，スポットの発光を表す数値は xij = log2(Rij/Gij)で与えられる．p個のスポットを持つ
i番目のマイクロアレイは，p次元ベクトル xi = (xi1, . . . ,xip)で表され，n個のマイクロアレイ
データ全体の集合は {x1, . . . ,xn}で表される．

4.2 ベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデル
一般にある遺伝子の活性は他の遺伝子の活性によって影響を受ける．ある遺伝子 genej の

活性に直接影響する親遺伝子を gene
(j)
1 , . . . ,gene

(j)
qj とした時，その影響を各遺伝子及びその

各マイクロアレイ測定毎に固有の誤差分散を許す以下のノンパラメトリック加法回帰モデル
（nonparametric additive regression model）で表す（Hastie and Tibshirani, 1990; Imoto et al.,

2002a）．

xij = mj1(p
(j)
i1 ) + · · · + mjqj (p

(j)
iqj

) + εij .
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図 3. マイクロアレイデータと遺伝子依存関係モデリング．

ここで，p
(j)
ik は i番目のマイクロアレイで測定された genej の k番目の親遺伝子の発現値であ

り，εij は平均 0，分散 σj を持つ独立正規分布に従う．また，mjk(·)はＢ－スプライン関数で
構成される平滑化関数である（Eilers and Marx, 1996）．この時，ベイジアンネットワークノン
パラメトリック回帰モデル（Bayesian network and nonparametric regression model）は以下で表
される．

f(xi;ΘG) =

p	
j=1

fj(xij |pij ;Θj).

ここで，fj(xij |pij ;Θj)は pij = [p
(j)
i1 , . . . ,p

(j)
iqj

]tが与えられた時の平均mj1(p
(j)
i1 )+ · · ·+mjqj (p

(j)
iqj

)，
分散 σj を持つ正規分布確率密度関数であり，ΘGは各mjk,σij を含むパラメータベクトルであ
る．ただし，親遺伝子が存在しない genej には，i = 1, . . . ,nに亘る xij の平均 µj，分散 σ2

j を
用いる．
全遺伝子に関する n個のマイクロアレイ測定データ全体に亘るこのモデル（グラフ構造）の事

後確率は

π(G)


 n	
i=1

f(xi;ΘG)π(ΘG|λ)dΘG

で与えられ，原理的にはこれが最大となるモデルを求めればよい．ここで π(G)は生物学的な
背景知識から得られるネットワーク Gの事前確率分布，π(ΘG|λ) は λをハイパーパラメータ
とするΘG に関する事前確率分布である．π(ΘG|λ) としてはパラメータの多次元正規分布を用
いる．また π(G)は，ある遺伝子がその各親遺伝子によって統制されていることが明らかか否
かに関する生物学的な背景知識から容易に計算可能である．更に遺伝子間の統制パターン候補
が複数ある場合には，それぞれに対応する π(G)の中から最も事後確率の高いモデルを探索す
ることも可能である．しかし，ΘG が高次元であるため，一般にこの積分の直接計算は容易で
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はない．そこで，積分のラプラス近似に基づく BNRC（Bayesian network and Nonparametric

Regression Criterion）の計算によって，モデルの対数事後確率を評価する方法を用いる（Imoto

et al., 2002b）．最大事後確率モデル（MAP解）を完全探索することは計算量的に困難なため，こ
こでは最良優先探索（Greedy探索）が用いられる（Imoto et al., 2004）．ある遺伝子間の統制パ
ターン候補とそれに対応する π(G)の下で，それを初期パターンとして各遺伝子間の影響パス
の付加，除去，方向の反転を逐次適用して，より事後確率が大きいモデルを探索していく．探
索の袋小路に至るとバックトラックして更に事後確率の大きいモデルを探し続け，規定の r個
のモデルを探し終えて停止する．従って図 3の下方に示すように，探索中途を含め規定個数の
多数のモデルが得られる．各 geneiから genej への影響パスの強さは，そのパスを除去した場
合としない場合のモデルの対数事後確率の差異 ∆BNRCij の大きさによって評価される．対
数事後確率差が大きいほど，影響の大きなパスであると考えられる．

4.3 バスケット分析による頻出主要部分ネットワーク抽出
探索によって得られる多数のモデルはそれぞれ遺伝子間依存性に関する異なるネットワーク

候補を表す．各ネットワークにおいて∆BNRCij の大きい影響パスは，実際の遺伝子発現の間
の依存関係を説明するために必要である可能性が高いが，最良優先探索の過程においてたまた
まいくつかの影響パスの∆BNRCij が大きく評価されてしまう可能性もある．従って，本当に
必要な可能性の高い影響パス及びそれらが繋がったネットワークは，∆BNRCij の大きさに加
えて探索途中の多くのネットワークに安定して見られる構造であると考えられる．そこで，探
索過程で導かれるモデルの集合 {G1, . . . ,Gr}から，それらにある最小支持度以上頻出する主要
部分ネットワークを抽出することを考える．
ネットワーク Ghの各頂点は genei，各辺は∆BNRCij の値を持つ影響パスに対応する．Gh

中のある geneiに対応する頂点は 1つしかないため，各頂点は各遺伝子の固有名で識別される．
また，各辺もある遺伝子 genei から別の genej へのパスとして 2 つの遺伝子固有名の順序対
genei → genej で識別される．従ってネットワークGh は，順序対 genei → genej をアイテムと
した時にその集合で表現可能である．今，このようなアイテム集合からある一定値∆BNRCmin

以上の影響の大きさを持つ辺 genei → genej のみを残し，G̃h(⊆Gh) を得る．これによって主
要な影響パスのみを含むモデルの集合 {G̃1, . . . , G̃r}が得られる．これから探索過程で導かれる
モデル集合の頻出主要部分ネットワークは，最小支持度 minsup以上の多頻度アイテム集合と
してバスケット分析を適用することによって導出できる．

図 4. 遺伝子間依存性の頻出部分ネットワーク（支持度 92.3％）．
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あるマイクロアレイデータ {x1, . . . ,xn}に最良優先探索を適用して，その途中で得られた 5000

個のベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデル {G1, . . . ,G5000}を得た．各モデル
は 801個の頂点（遺伝子）とその間に約 2600個の辺（影響パス）を有する．これらのモデルに含
まれる全ての辺に亘る ∆BNRCij の最大値と最小値の差の 20％を ∆BNRCmin として，影響
が小さい下位の辺を除去し {G̃1, . . . , G̃5000}を得た．この除去により，各モデルは平均 184個の
頂点とその間の平均 115個の辺に縮約された．そしてこれにminsup =0.9の下でバスケット分
析を適用し，殆どのモデル主要部分に共通して現れる頻出主要部分ネットワークを導出した．
図 4に導出された最大の頻出主要部分ネットワークを示す．これは 1枚の連結したネットワー
クではなく 17遺伝子からなるほぼ孤立した複数の影響パスで構成されるネットワークである
が，全体の 92.3％のモデルに共通して共起が見られた．多くが 2つの遺伝子間の影響関係であ
るが，これらが同時に作用していると考えられる．

4.4 グラフマイニングによる頻出主要部分ネットワーク抽出
前節と同じマイクロアレイデータから得られた 5000個のベイジアンネットワークノンパラメ

トリック回帰モデルにグラフマイニングを適用し，頻出主要部分ネットワークを抽出する．同
じくモデルに含まれる全ての辺に亘る∆BNRCij の最大値と最小値の差の 20％を∆BNRCmin

として，それより影響が小さい辺を除去し主要な影響を有する辺のみを対象とした．ただし，
ここではネットワーク Gh 中の個々の遺伝子間の依存関係ではなく，遺伝子作用のプロセス間
の依存関係を分析する．各遺伝子の機能は一般にGene Ontology（GO）Termと呼ばれる記述子
によって簡潔に表される（Gene Ontology Consortium, 2000, 2005）．GO では 1つの遺伝子に対
して Process, Function, Componentの 3つの側面から GO Termと呼ばれる記述を割り当てて
いる．ここでは，遺伝子が如何なるプロセスで作用するかを表す 33種類の Process GO Term

に着目し，データ中の各遺伝子固有名をそれらの Process GO Termに付け替える．こうすると
Gh の中に同じラベルを有する頂点が複数存在するようになるため，頂点や辺はラベルによっ
ては完全には識別できなくなる．このようなネットワーク構造をアイテム集合として扱うこ
とは困難であり，頂点や辺のラベル以外にもトポロジー情報を含むグラフとして扱う必要があ
る．そこで，ここでは 3.2節で述べた原理に基づき多頻度連結誘導部分グラフをマイニングす

図 5. 2/3 以上のモデルに現れる遺伝子作用プロセス間依存性の主要部分ネットワーク．
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る AcGM手法（Inokuchi et al., 2002）を適用した．
ベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデルは，遺伝子間の影響の方向性を含む

有向グラフで表される．ただし影響の異なる方向性を含んでいても測定データを同様に説明で
きる等価なモデルが複数存在する場合も多く，モデリングにおいて影響の有無の評価に比較す
れば方向性に関する評価の信憑性は低い．また，AcGMを含め現状公開されている多くのグラ
フマイニングツールが無向グラフ解析の機能のみを有するものが殆どであることから，本報で
はネットワークの各辺の方向性を無視し，無向グラフの多頻度連結誘導部分グラフを導出した．
2/3以上のネットワークに共通して見られた 3遺伝子以上からなる主要部分ネットワークを図 5

に示す．これは大半のモデルに共通して見られる最大の大きさの主要部分ネットワークである
と考えられる．個々のモデルが 801個の頂点から成る大規模ネットワークであるにもかかわら
ず，遺伝子作用プロセス間で強い影響からなる部分ネットワークは非常に小規模なものに限ら

図 6. 1/3 以上のモデルに現れる遺伝子作用プロセス間依存性の主要部分ネットワーク．

図 7. 10％以上のモデルに現れる遺伝子作用プロセス間依存性の特徴的部分ネットワーク．
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れることが分かる．図 6は 1/3以上のモデルに共通する頻出主要部分ネットワーク，図 7は全
体の 10％以上に共通する頻出部分ネットワークである．このようにより大きな部分ネットワー
クの中には一部に特徴的に現れるものが存在するが，ネットワーク全体の大きさから見ると特
徴的部分の大きさは限られていると言える．このことから，前節のバスケット分析による結果
と同様に，遺伝子種類間の強い依存関係についても安定した大きな構造は見られないと見なす
ことができる．しかしながら，DNA metabolism 同士の関係や DNA metabolism と organelle

organization and biogenesisの関係，cell cycleと protein modificationの関係などには多くに共
通した安定性が見られ，本解析によって結びつきの強い遺伝子作用プロセスを把握できると考
えられる．

5. おわりに

本報では，構造化データに関する代表的マイニング手法であるグラフマイニング手法の現状
を概観し，更にグラフマイニングの基礎概念，原理，代表的手法について解説した．そして，
多変数間の依存関係を表現する大量のベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデル
に安定に見られる部分ネットワークを同定するために，グラフマイニングを適用した．その対
象として，遺伝子発現状態を表すマイクロアレイ測定データを取り上げた．これはベイジアン
ネットワークによるモデル化の後処理としてグラフマイニングを適用し，対象とする多変数間
の依存関係を把握するものであるが，モデリングの過程そのものにグラフマイニングを用いて
特徴的な変数間依存関係を同定する方法など，今後探求すべき課題は多いと考えられる．
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This report introduces graph mining techniques actively explored in a recent datamin-
ing study, and demonstrates its application to gene network analysis in conjunction with
statistical modeling. The study on graph mining was initiated in the mid 1990’s, and
became widely explored after 2000 upon the proposal of its complete search algorithm.
Graph mining is used to find characteristic substructures shared by some graphs in a
given massive graph data. In particular, the exhaustive search of frequent subgraphs
widely seen in the data is a representative task of graph mining. As this task contains
subgraph isomorphism problems, which are known to be NP-complete, its high computa-
tional complexity is essential. Accordingly, the development of a practical fast algorithm
for graph mining is a key issue in the study.

A property for characterizing the substructures is used to mine characteristic sub-
structures in massive graph data. A naive way to search the characteristic substructures
is to check the property on every substructure in the data. However, this approach faces
the combinatorial explosion of the substructures in the check. For efficient mining, most
graph mining approaches limit the property to a “Downward Closure Property (DCP).”
A DCP P is defined as a ⊆ b ⇒ P (b) → P (a) by using two structures a and b where
P (·) means that the property P holds on a structure. Representative DCPs are a fre-
quent itemset and a frequent graph where any of their subitemsets and subgraphs are
also frequent. By this definition, if P does not hold on a substructure a, P does not hold
on any superstructure of a either. Accordingly, under a set of all substructures of size k
and DCP P , candidate substructures of larger size k + 1 and DCP P are limited to the
join of the substructures in the set. This strongly limits the search space of characteristic
substructures, and enables practical and fast graph mining.

The graph mining technique was introduced to the post processing of the statistical
gene network models obtained from microarray gene expression data. Bayesian network
and nonparametric regression models of the gene network were in greedy manner searched
in the data. We are interested that subnetworks widely appear over searched networks,
since the credibility of such subnetworks are considered to be very high. Basket Analysis
and a connected induced subgraph mining AcGM are applied to mine frequent subnet-
works over searched networks where each network contains 801 genes. In the results of
both Basket Analysis and AcGM, the frequent subnetworks are limited to very small sizes
compared with the total size of the gene networks. This indicates that wide varieties of
interpretations on a gene network structure are obtained from microarray gene expression
data.

In this study, graph mining was applied to the post processing stage of statistical
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modeling to extract credible gene subnetworks. Other possibilities such as direct intro-
duction of graph mining to the search process of statistical model structures should be
explored in future work.

Key words: Graph mining, data mining, statistical modeling, Bayesian network, gene network.


