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要 旨

高頻度離散時点で観測される確率過程に対して定義される実現多重指数変動（realized multi-

power variation，MPV）は，古典的な実現二次変動の一つの拡張に相当する．本稿ではジャン
プを持つ多次元セミマルチンゲールのある部分族を対象とし，MPVによる第二特性量行列，特
にその非対角成分の一次推定を考える．まずMPVの漸近挙動に関する先行研究を概観し，次
にMPVを介して定義される一致推定量に関する安定型中心極限定理を定式化する．帰結とし
て，1次元の場合の先行研究と同様に第二特性量行列の推定の信頼領域の直接的な構成が可能
となる．

キーワード：安定型中心極限定理，有限個のジャンプを持つ多次元セミマルチンゲー
ル，実現多重指数変動，第二特性量行列の推定．

1. 序論

近年，確率過程 X = (Xt)t∈R+ に対して定義される実現多重指数変動（realized multipower

variation，略してMPV）に関する極限定理の登場に伴い，高頻度な離散時点データに基づいた
統計的漸近推測が新たな注目を集めた．X が 1次元の場合，MPVの最も典型的な物は所与の
定数m∈Nと r > 0に対して

(1.1)
∑

i

∣∣∆n
i X
∣∣r∣∣∆n

i+1X
∣∣r · · · ∣∣∆n

i+m−1X
∣∣r

なる形を通じて定義される．ここで

∆n
i X =Xi/n −X(i−1)/n

は時間軸上 1/n等間隔で離散観測された Xの増分を表し，また，iに関する和は利用可能なデー
タ全てを尽くすようにとる．特にm= 1であれば（1.1）は実現 r次変動と呼ばれ，これは元々は
標本路 t �→Xt の性質を解析する目的で導入された概念である．これについては，Dudley and

Norvaǐsa（1999a, 1998b）に詳しい参考文献一覧が与えられている．最近 Jacod（2007, 2008）が
実現 r 次変動の漸近挙動に関する包括的な結果を与えた．更に m= 1かつ r= 2の場合，（1.1）
は確率過程論において重要な役割を演じる実現二次変動（realized quadratic variation，略して
QV）として古くから知られている．他方，m≥ 2の場合のMPVに関する極限定理の一般論が
整備されだしたのは最近のことである．関連する先行研究については，本節において適宜後述
していくことにする．
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1.1 目的
本稿の目的は，MPVの応用として，有限個のジャンプを持つ多次元セミマルチンゲールの

第二特性量行列の簡単な一次推定方式を定式化することにある．
多次元確率過程 X = (Xt)t∈R+ をセミマルチンゲールとし，適当な条件を満たす確率関数

(b,σ)，およびウィーナー過程 wに対して

Xt =X0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σs−dws +
∑

0<s≤t

∆Xs

と表されているとしよう．ここで右辺第三項は伊藤積分，また第四項はX の (0, t]でのジャン
プ ∆Xs :=Xs − limu→s,u<sXu による変動の累積和であり，その収束は仮定している．X の連
続局所マルチンゲール部分

X
(c)
t :=

∫ t

0

σsdws

は X の“非常に速く（細かく）変動する部分”に相当し，

〈X(c)〉t = [〈X(c)〉kk′
t ]k,k′ :=

∫ t

0

σ⊗2
s ds

は X
(c)
t の二次変動，または Xt の（局所）第二特性量行列と呼ばれる（ここで σ⊗2

s := σsσ
�
s で，

σ�
s は σsの転置を表す）；〈X(c)〉tはしばしば期間 [0, t]でのX の累積ボラティリティとも呼ばれ
る．特に (b,σ)が非確率的な関数でしかも∆X = 0であれば 〈X(c)〉t はXt の分散そのものであ
り，また，σ と w が独立であれば 〈X(c)〉t は X

(c)
t の (σs)s∈[0,t] 条件付分散である．〈X(c)〉t は

X の連続的変動によって生じるリスクの一つの指標であり，従って，リスクの管理の観点から
行列 〈X(c)〉t の推定および予測は重要である．
今，X から離散時点データ系列

(1.2) X0,X1/n,X2/n, . . . ,X([nt]−1)/n,X[nt]/n

が得られているとしよう．ここで t > 0は固定された定数で，[nt]は ntの整数部分を表す．我々
の目的は，特にジャンプが [0, t]上で有限回しか生じない場合に，適当な条件の下で

(V̂ n
t )−1/2√n{vech(〈X(c)〉nt ) − vech(〈X(c)〉t)}

の極限分布が多次元標準正規分布となるような統計量の列 (〈X(c)〉nt , V̂ n
t )を明示的に構成するこ

とである（vech作用素を施しているのは 〈X(c)〉tの対称性から生じる極限の退化を避けるため）．
これは形式的には，連続セミマルチンゲールに対する Barndorff-Nielsen and Shephard（2004a,

2004b）の結果を有限個のジャンプを持つセミマルチンゲールへ拡張したものに相当する．この
分布近似に基づき，〈X(c)〉t の推定の信頼領域の直接的な構成が可能となる．
データ（1.2）が得られる状況では tを“現時点”とみなしてよい．〈X(c)〉t は (σ⊗2

s )s∈[0,t]の汎
関数であり，時間軸上では 〈X(c)〉tは“現時点で既に確定している量”であるが，漸近理論の展
開に際してはそれを確率変数として扱わねばならない事に注意しよう．我々の目的は“〈X(c)〉t
の値”の推定であり，“〈X(c)〉t の分布”の推定ではない．
本稿では記号を簡潔にするために X が二次元であると仮定し，

(1.3) θt := (〈X(c)〉11t ,〈X(c)〉21t ,〈X(c)〉22t )

の推定を考えることにする．X の次元が d≥ 3でも本質的な違いは生じない（第 5節参照）．X
が 1次元の場合には上記の目的は既に Barndorff-Nielsen et al.（2006c）によって達成されており，
我々の主眼は特に非対角要素 〈X(c)〉21t まで込めた一次推定にある．本稿で扱う推定量（（3.3）式
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参照）は Barndorff-Nielsen and Shephard（2004c, 2005b）などで既に言及されているものであり，
その一致性は既に認識されているが，漸近分布まで明示的に導出してある文献は見当たらない．
次節へ移る前に，我々の目的に際して本質的となる安定型分布収束の概念について簡単に注

意しておこう．詳細については，Aldous and Eagleson（1978）および Jacod（1997）を参照され
たい．
X が定義されている確率基底を P = (Ω,F ,F ,P )と書く．P上で定義された確率ベクトルの

列 (ζn)⊂R
r，および Pのある拡張 P̃ = (Ω̃, F̃ , F̃ , P̃ )上の確率ベクトル ζ ∈R

r について，任意の
有界連続関数 f : Rr →Rと任意の有界 F 可測確率変数 ηに対して

E[ηf(ζn)]→ Ẽ[ηf(ζ)]

が成り立つとき，ζnは ζ に安定型分布収束（厳密には F 安定型分布収束）すると言う．本稿で
はこれを

ζn →d(F) ζ

と表記する．これは通常の分布収束（η=1に対応）よりも強い収束であることに注意されたい．
我々の目的において重要なのは，ζn →d(F) ζ の定義そのものというよりは，その帰結として以
下の収束が得られる点である．即ち，ζn →d(F) ζ であれば，P上の任意の確率ベクトル ξn，ξ
で ξn →p ξ を満たすものに対して同時収束

(ζn, ξn)→d(F) (ζ,ξ)

が従う（ζn →d(F) ζ を単なる分布収束 ζn →d ζ に緩めてしまうと，ζ と ξが共に確率変動する場
合には上記の同時収束は一般には結論付けられない）．特に ξn, ξ∈R

r ⊗ R
r で ξが正則（P -a.s.）

であり，更に F と独立な標準正規分布に従う確率ベクトル z∈R
r に対して ζ = ξ1/2z と表現さ

れていれば
ξ−1/2

n ζn →d(F) z

が従う．換言すれば，適当な確率変数列による規格化で極限分布を正規分散混合分布から標準
正規分布へ変換するという形式的操作が理論的に保証されるのである（安定型中心極限定理）．
この手法は，統計では非エルゴード的モデルの推測問題などにおいて古くから適用されている．
後で第 3節で見るように，我々の文脈においては F と独立な 3次元標準正規確率変数 η，あ

る Ft 可測確率変数 Vt ∈R
3 ⊗ R

3，および θt の一致推定量 θ̂n
t に対して

(1.4)
√
n(θ̂n

t − θt)→d(F) V
1/2
t η

が成り立つ．Vt の明示的な表現は（3.6）で与えられる．

1.2 研究背景
ここでは第二特性量の推定に関する先行研究を概観していく．本節で挙げる参考文献の大

半を含む，より包括的な文献リストが http://www.nuffield.ox.ac.uk/users/shephard/levy/

に掲載されているので，興味のある方は併せて参照されたい．

1.2.1 連続セミマルチンゲールの場合
まず，X が連続セミマルチンゲール，即ち ∆X = 0で標本路 t �→Xt が連続な場合には多次

元の枠組みで結果が得られている．この場合には，各 t> 0に対して QVの基本的な性質

(1.5)

[nt]∑
i=1

(∆n
i X)⊗2 →p 〈X(c)〉t
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を直接的に適用できる：大抵の場合，高頻度データの設定（1.2）の下では nが大きいとき i≤ [nt]

について一様な確率評価

∆n
i X =

∫ i/n

(i−1)/n

bsds+

∫ i/n

(i−1)/n

σsdws

=Op(1/n) +Op(1/
√
n)

が得られ，従って {√n∆n
i X}i≤[nt]だけを見ていれば漸近的に連続局所マルチンゲール部分の情

報のみを取り出せる．これは離散時間時系列の設定と大きく異なる点である．（1.4）における Vt

の表現およびその一致推定量の構成の詳細についてはBarndorff-Nielsen and Shephard（2004a,

2004b）を参照されたい．連続セミマルチンゲールの場合，第二特性量の対角要素の推定につい
ては，MPVの中では理論上 QVが漸近分散の意味で最も良いことが知られている．
（1.5）は確率過程論においては古くから知られている事実であり，例えば拡散過程に関する推
測の分野においてもその有用性が以前から認識されているが，計量経済の分野における累積ボ
ラティリティ推測への有用性の認識が動機となり，二十世紀終盤以降に改めて注目を集めるこ
ととなったようである．（1.5）の適用において bを局外母数とみなせること，および σの具体的
な確率構造の明確化が要求されないことによる汎用性の高さが，その要因であると言えよう．

1.2.2 ジャンプがある場合
さて，X がジャンプを有する場合，QVの漸近挙動（1.5）は一般に

(1.6)

[nt]∑
i=1

(∆n
i X)⊗2 →p 〈X(c)〉t +

∑
0<s≤t

(∆Xs)
⊗2

に変わり，従って [0, t]においてジャンプが生じた場合にはQVは 〈X(c)〉t の一致推定量にはな
らない．つまり，QV単体では連続部分とジャンプ部分の変動の情報を“個別には”抽出でき
ないことになる．この事実を踏まえ，QVの実装容易性を保持しつつ連続変動の情報のみを抽
出する手段としてMPVが脚光を浴びる運びとなった．
突発的かつ比較的稀なジャンプが介在した場合，ジャンプ変動そのものの推定および予測は

不安定となり得よう．ジャンプ変動を無視しつつ第二特性量を単独で推定する手法としては，
現在のところ主として以下の二種に大別される：

（a）MPVの適用；
（b）ジャンプ時点検出フィルターの適用．

まず（a）のMPV利用型は，大雑把に言えばジャンプ変動を漸近的に“小さく抑えて無視する”
方法である（第 2.5節参照）．従ってジャンプの頻度があまりに大きい場合には，有限標本にお
いてはそれだけ大きなバイアスを持つことになる．Barndorff-Nielsen et al.（2006c）やWoerner

（2006）による 1次元 X の場合の先行研究と同様に，我々の主目的にはm≥ 3が必要となる．
元々，MPVは“希なジャンプ変動に対して頑健に累積ボラティリティを推定する”目的の

他，“区間 [0, t]において少なくとも 1回ジャンプが生じたか否かを検定する”ための道具とし
て導入された（Barndorff-Nielsen and Shephard, 2004c, 2006a参照）．（b）のジャンプ検出フィル
ター利用型は，より精密に“各 ((i− 1)/n,i/n]においてジャンプが生じたか否か”をデータか
ら判断し，ジャンプが検出された微小区間上の増分を除いて構成したQVを用いる手法である．
これは主として，Gobbi and Mancini（2006, 2007, およびそこでの参考文献）にあるように X(c)

の標本路の連続度の性質に基づいて構成されるが，フィルターの定式化には様々な可能性があ
り，例えば最近 Lee and Mykland（2007）はジャンプがない場合での増分列の最大値の漸近分布
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に着目し，新しいジャンプ検出法を提案している．いずれにしても，（b）において決定的に重
要となるのがジャンプ検出フィルター列の具体的な選択方法である．例えばジャンプ付拡散過
程のようにより明確化されたモデルに対するジャンプ検出フィルターを介した推定に関し，清
水（2009）とその参考文献の中で，フィルター（増分のサイズの閾値）の選択如何では有限標本の
場合において全く異なった推定結果が導かれ得るという経験的警告がなされている．理論的に
許容されるフィルターの範疇でも選択肢が無数に存在し，しかも物によって有限標本での推定
精度に違いが生じるという点がフィルター構成の更なる研究に拍車を掛けているのが現状であ
る．フィルターの選択において要求される無限次元微調整係数の決定は，MPV型でのmの選
択（有限次元微調整係数，第 3節参照）とは質的に異なる要請である．
以下，第 2節ではMPVに関する基本的な極限定理を準備し，第 3節で本稿の主眼である第二

特性量行列の一次推定に関する結果を述べる．続く第 4節では簡単な数値実験例を紹介する．
最後に第 5節で結語を述べ，また幾つかの最近の関連する諸結果を簡単に紹介する．

2. 実現多重指数変動過程の漸近挙動

本節ではMPVの基本的な族を導入し，その漸近挙動を導出する．道具としては，本質的に
Barndorff-Nielsen et al.（2006a, 2006b）の結果を利用する．連続セミマルチンゲール部分に関す
る本稿の仮定はこれらの論文と全く同様のものであるが，便宜上，完全な形で記述しておくこ
とにする．

2.1 モデル設定
確率基底 P = (Ω,F ,F =(F)t∈R+ ,P ) 上に以下の形の r次元セミマルチンゲール Y = (Y k)k≤r

が定義されているとする：

(2.1) Y k
t =Y k

0 +

∫ t

0

ak
sds+

r′∑
j=1

∫ t

0

γkj
s−dw

j
s +

∑
0<s≤t

∆Y k
s .

ここで w= (wj)j≤r′ は r′次元標準ウィーナー過程，a= (ak)k≤rは可予測過程，γ=(γkj)k≤r,j≤r′

は右連続かつ各点で左極限を持つ適合過程，Y0は F0 可測な確率ベクトルである．本節を通じ
て，t > 0を一つ固定しておく．
（2.1）の形に加え，更に Y のジャンプ回数が [0, t]上有限であることを仮定する：

(2.2) P [�{s∈ [0, t] :∆Ys �=0}<∞] = 1.

例えば，ある計数過程 N と確率変数列 ζi について
∑

0<s≤t ∆Ys = 1{Nt≥1}
∑Nt

i=1 ζi のように書
ける全ての場合を対象とできる；ここで 1A は事象 A⊂Ωの指示関数を表す．
この場合，N の強度過程はランダムなものでもよく，その正確な構造は仮定しない．また，

ウィーナー過程 wと Y のジャンプ部分
∑

0<s≤· ∆Ys は互いに相関を持ってもよい．
MPVの安定型分布収束極限の導出に際して，γ の構造に更なる仮定を二つ用意する：

各 (ω,s)∈Ω × [0, t]について γ⊗2
t は正則；(2.3)

γt = γ0 +

∫ t

0

a′sds+

∫ t

0

γ′
s−dws +

∫ t

0

γ′′
s−dw̌s(2.4)

+

∫ t

0

∫
E

h ◦ δ(s−, z)(µ− ν)(ds,dz) +

∫ t

0

∫
E

(δ − h ◦ δ)(s−, z)µ(ds,dz).

ここで w̌は wと独立な R
r′′
次元ウィーナー過程，µは強度測度 ν(ds,dz)= dsF (dz)を持つポア

ソン配置で F は (0,∞)×E上の σ 有限測度（(E,E)は可分完備な距離付け可能な位相空間），a′，
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γ′，γ′′は各々 R
r ⊗R

r′
，R

r ⊗R
r′ ⊗R

r′
，R

r ⊗R
r′ ⊗R

r′′
に値をとる右連続かつ各時点で左極限

を持つ適合過程，また δ : Ω× [0,∞) ×E→R
r ⊗ R

r′
は右連続かつ各時点で左極限を持つ適合過

程で，以下の二つの条件をみたすものである：各 sについて δ(s,z)= δ(ω;s,z)が Fs ⊗ E 可測；
ある確定的な関数列ψk(z)で

∫
E
{1 ∧ψk(z)2}F (dz)<∞なるもの，およびある Sk →∞ a.s.なる

停止時の列 (Sk)に対して supω∈Ω,s<Sk(ω) |δ(ω;s,z)|≤ψk(z)が成り立つ．最後に，hは R
r ⊗ R

r′

上のコンパクトな台を持つ連続関数で，原点のある近傍で恒等写像となるものである．
γ に関する仮定（2.3）および（2.4）は，安定型分布収束定理の証明で現れる誤差項の評価に用

いられる．
結果として，例えばウィーナー過程と複合ポアソン過程で駆動されるジャンプ付拡散過程な

ど，Y としては広範なモデル族をカバーできる．γ としては例えば，ジャンプ付拡散過程およ
びそれらの重ね合わせが適用できる：独立な確率過程の重ね合わせは柔軟な自己相関構造を入
れる簡便な手段としてよく知られており，例えば Barndorff-Nielsen et al.（1998）において分か
り易く解説されている．

2.2 本稿で扱うMPVの定義
以下ではm,m0 ∈Nを固定し，極限の記号は断りなく n→∞に対して用いる．各 l∈{1,2, . . . ,

m}と k ∈ {1,2, . . . ,m0}に対し，gk
l を可測関数とする．本稿で扱う MPVの一般形は，以下で

定義される m0 次元確率変数Mn
t (g;Y )= {Mn

t (g;Y )k}k≤m0 である：

(2.5) Mn
t (g;Y )k :=

1

n

[nt]∑
i=1

m∏
l=1

gk
l (
√
n∆n

i+l−1Y ).

これは行列値関数 g := (gk
l )によって定まる Y の統計量である．第 2.4節で分布論まで定式化

する際には gにより具体的な形を入れる．
Barndorff-Nielsen et al.（2006a, 2006b）のMPV版として一般の行列値可測関数Gl : R

rl ⊗R
rl+1

（rl ∈Z+）で定まる統計量

1

n

[nt]∑
i=1

m∏
l=1

Gl(
√
n∆n

i+l−1Y )∈R
r1 ⊗ R

rm+1

を見ていくことも可能であるが，これは結局は（2.5）の形のものの線形和に帰着される．

2.3 MPVに関する大数の法則
y �→φ(y;V )で平均 0および共分散行列 V の正規分布の密度関数を表し，

ργs(gk
l ) =

∫
Rr

gk
l (y)φ(y;γ⊗2

s )dy=

∫
Rr′

gk
l (γsy)φ(y;Ir′)dy

と書く．ここで Ir′ ∈R
r′ ⊗ R

r′
は単位行列を表す．

以下の定理は本質的に Barndorff-Nielsen et al.（2006a, 2006b, 2006c）による．

定理 2.1. （2.1）と（2.2）を仮定し，更に各 (k, l)に対してある定数 αk,l ≥ 0および ck,l > 0が
とれ，

(2.6) 0<α := max
k≤m0,l≤m

αk,l < 2,

かつ gk
l は連続で任意の y ∈R

r について

(2.7) |gk
l (y)|≤ ck,l(1 + |y|αk,l )
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が成り立っているとする．このとき

(2.8) Mn
t (g;Y )→p Mt(g;γ)= {Mt(g;γ)

k}k≤m0 :=

[∫ t

0

{ m∏
l=1

ργs(gk
l )

}
ds

]
k≤m0

が成り立つ．ここで→p は確率収束を表す．

注意 2.2. 今 t > 0を固定した状況であるが，実際には確率収束（2.8）は局所一様に成り立つ．
即ち，各 T > 0について sup0≤t≤T |Mn

t (g;Y ) −Mt(g;γ)|→p 0が示せる．

注意 2.3. 定理 2.1の条件において特に重要なのは（2.6）である．αk,l ≥ 2なるものが存在し
てしまうと，ジャンプの影響を無視できなくなり，連続部分の情報のみを単独に抽出すること
はできない．

∑
0<s≤· ∆Ys = 0の場合には（2.6）は不要であり，（2.7）は“g が高々多項式的な増

大を持つ連続関数”でよい．

第 2.5節において，定理 2.1および次節の定理 2.4の証明の概略を述べる．

2.4 MPVに関する安定型中心極限定理
Mn

t (g,Y )の安定型分布収束極限の陽な表示を与えよう．便宜上，a>bに対しては
∑b

i=axi = 0，∏b
i=axi =1と定義しておく．

定理 2.4. （2.1），（2.2），（2.3）および（2.4）を仮定し，更に各 (k, l)についてある定数 αk,l が
とれて

(2.9) 0<α := max
k≤m0,l≤m

αk,l < 1,

かつ gk
l (y)= |yk|αk,l であるとする．このとき Pのある拡張上で定義された m0次元標準ウィー

ナー過程 w′ =(w′j)j≤m0 がとれて，

(2.10)
√
n{Mn

t (g;Y ) −Mt(g;γ)}→d(F)

[ ∑
j≤m0

∫ t

0

ukj
s dw′j

s

]m0

k=1

が成り立つ．ここで u = (ukj)は w′ と独立な F 適合確率過程であり，極限の二次変動 Ut =

(Ukk′
t )∈R

m0 ⊗ R
m0 は，各 k,k′ ∈{1,2, . . . ,m0}について

Ukk′
t =

∑
j≤m0

∫ t

0

ukj
s uk′j

s ds(2.11)

:=

∫ t

0

[
m∏

l=1

ρσs(g
k
l g

k′
l ) − (2m− 1)

m∏
l=1

ρσs(gk
l )ρσs(g

k′
l )

+
m−1∑
q=1

{(m−q∏
l=1

ρσs(g
k′
l )

)( m∏
l=m−q+1

ρσs(gk′
l g

k
l−m+q)

)( m∏
l=q+1

ρσs(g
k
l )

)

+

(m−q∏
l=1

ρσs(g
k
l )

)( m∏
l=m−q+1

ρσs(gk
l g

k′
l−m+q)

)( m∏
l=q+1

ρσs(g
k′
l )

)}]
ds

で与えられる．更に Ut が P -a.s.で正則であれば，F と独立な Nm0(0, Im0) 確率変数 ηに対し
て安定型中心極限定理

(2.12) U
−1/2
t

√
n{Mn

t (g;Y ) −Mt(g;γ)}→d(F) η
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が従う．また，統計量

Ûkk′,n
t :=

1

n

[nt]∑
i=1

m∏
l=1

gk
l (
√
n∆n

i+l−1Y )gk′
l (

√
n∆n

i+l−1Y )

− (2m− 1)
1

n

[nt]∑
i=1

m∏
l=1

gk
l (
√
n∆n

i+2l−2Y )gk′
l (

√
n∆n

i+2l−1Y )

+
m−1∑
q=1

1

n

[nt]∑
i=1

{(m−q∏
l=1

gk′
l (

√
n∆n

i+l−1Y
k′

)

)

·
( m∏

l=m−q+1

gk′
l (

√
n∆n

i+l−1Y
k′

)gk
l−m+q(

√
n∆n

i+l−1Y
k)

)

·
( 2m−q∏

l=m+1

gk
l−m+q(

√
n∆n

i+l−1Y
k)

)

+

(m−q∏
l=1

gk
l (
√
n∆n

i+l−1Y
k)

)

·
( m∏

l=m−q+1

gk
l (
√
n∆n

i+l−1Y
k)gk′

l−m+q(
√
n∆n

i+l−1Y
k′

)

)

·
( 2m−q∏

l=m+1

gk′
l−m+q(

√
n∆n

i+l−1Y
k′

)

)}

は Ukk′
t →p Ukk′

t をみたし，

(Ûn
t )−1/2√n{Mn

t (g;Y ) −Mt(g;γ)}1{Ûn
t >0} →d(F) η

が成り立つ．

定理 2.4は，m= 2の場合を扱った Barndorff-Nielsen et al.（2006a, Theorem 2.3）を一般の m

次MPVの設定まで拡げたものであるが，ここではジャンプ項の影響を漸近的に無視するために
gについて同論文よりも強い仮定を課している．特に k= k′ の場合の Ukk

t の表現は Barndorff-

Nielsen et al.（2006a, p.43, 第一段落）においてより詰めた形で与えられているが，本稿第 3節
において第二特性量の非対角要素まで込めた一次推定を定式化する際には，Barndorff-Nielsen

et al.（2006a, p.43，第一段落）を k �= k′の場合まで扱えるように拡張した表現（2.11）が必要とな
る．第 3.3節で言及するように，我々の目的には実際 m≥ 3が必要となる．

注意 2.5. m=2かつ ∆Y =0の場合，定理 2.4は Barndorff-Nielsen et al.（2006a, 2006b）に
おける gおよび hが対角行列の場合に帰着する．同文献は gk

l (y)= |yk|αk,l を含むより広い偶関
数を対象とできる設定をとっているが，gについての条件の記述は見かけ上複雑なものになる．
連続セミマルチンゲールの場合においては，偶関数とは限らない gに対しても代わりに大域的
な微分可能性を課すことで安定分布収束定理を導出できるが，極限分布は正規分散混合分布を
ランダムに平行移動したものになる（詳細はKinnebrock and Podolskij, 2007を参照されたい）．
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2.5 定理 2.1, 2.4の証明の概略
1）連続セミマルチンゲール C と純粋ジャンプ過程 J を

Ck
t =Y k

0 +

∫ t

0

ak
sds+

d′∑
j=1

∫ t

0

γkj
s−dw

j
s,

Jk
t =

∑
0<s≤t

∆Y k
s

で定義すれば Yt = Ct + Jt である．標本路毎に，n を十分大きくとれば各 i ≤ [nt] につい
て (Jt)t∈[(i−1)/n,(i+m−1)/n] が高々 1 回しかジャンプを持たないようにできる．ここで cn,l

i :=√
n∆n

i+l−1C，j
n,l
i :=

√
n∆n

i+l−1J と書けば

|Mn
t (g;Y ) −Mn

t (g;C)|≤m0 max
k≤m0

∣∣∣∣∣ 1n
[nt]∑
i=1

{ m∏
l=1

gk
l (cl,ni + jl,n

i ) −
m∏

l=1

gk
l (cl,ni )

}∣∣∣∣∣
であるが，右辺の被和関数は [(i− 1)/n,(i+m− 1)/n]上でジャンプが生じていない場合は 0で
あり，またジャンプが生じている場合には( ∏

l≤m,l�=li

|gk
l (cl,ni )|

)∣∣gk
l (cli,n

i + jli,n
i ) − gk

l (cli,n
i )
∣∣

という形で上から抑えられる．更に，jl,n
i �= 0となる i≤ [nt]は有限個しかないという仮定およ

び連続セミマルチンゲールの局所一様連続度の性質（cf. Barndorff-Nielsen et al., 2006c, Lemma

1）を踏まえれば，以下を示すのは易しい：定理 2.1の仮定の下で

|Mn
t (g;Y ) −Mn

t (g;C)|� {1 + (logn)α/2}m−1

[
1

n
{1 + (logn)α/2} + nα/2−1

]
;

定理 2.4の仮定の下で

|√n{Mn
t (g;Y ) −Mn

t (g;C)}|� (logn)α(m−1)/2n(α−1)/2.

ここで記号 a′n � a′′n は，ある正定数 c> 0がとれて任意の十分大きい nに対して a′n ≤ ca′′n とな
ることを表す．これらの評価により，定理 2.1および 2.4の証明は各 （々2.6），（2.9）の下で J = 0

の場合に帰着されることになる．αに関するこれらの条件は，ジャンプの効果を無視するため
には一般に緩和不可能であることが Barndorff-Nielsen et al.（2006c）で言及されている．

2）定理 2.1については，各 kに対する分解

Mn
t (g;C)k =

1

n

[nt]∑
i=1

m∏
l=1

ργ(i−1)/n
(gk

l )

+
1

n

[nt]∑
i=1

{
E

[
m∏

l=1

gk
l (cl,ni )

∣∣∣∣F(i−1)/n

]
−

m∏
l=1

ργ(i−1)/n
(gk

l )

}

+
1

n

[nt]∑
i=1

{
m∏

l=1

gk
l (cl,ni ) − E

[
m∏

l=1

gk
l (cl,ni )

∣∣∣∣F(i−1)/n

]}

=:M1,n
t (g;C)k +M2,n

t (g;C)k +M3,n
t (g;C)k

を見るとき，Barndorff-Nielsen et al.（2006a, Section 6）と同様にしてM1,n
t (g;C)k →p Mt(g;γ)

k

を，また Barndorff-Nielsen et al.（2006a, Lemma 5.3）と同様にしてM2,n
t (g;C)k →p 0を示せる．

M3,n
t (g;C)k →p 0を得るためには，Barndorff-Nielsen et al.（2006a, Lemma 5.1）の素朴な変形で
ある下記の補題を χn

i =n−1
∏m

l=1 g
k
l (cl,ni )として適用すればよい（今 t > 0は固定している）：
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補題 2.6. χn
i を F(i+m−1)/n 可測な確率変数とし，

∑
i≤[nt]E[|χn

i |2|F(i−1)/n]→p 0と仮定す
る．このとき

∑
i≤[nt](χ

n
i − E[χn

i |F(i−1)/n])→p 0が従う．

3）定理 2.4についてもBarndorff-Nielsen et al.（2006a, 2006b）の証明に倣う形になるが，Jacod

（1997）の安定中心極限定理を適用する際の二次変動の計算において若干の注意を要する．まず，
βl,n

i =
√
nγ(i−1)/n∆n

i+l−1wとおいて以下の分解に着目しよう：

√
n{Mn

t (g;C)k −Mt(g;γ)
k}=

[nt]∑
i=1

1√
n

{
m∏

l=1

gk
l (βl,n

i ) − E

[
m∏

l=1

gk
l (βl,n

i )

∣∣∣∣F(i−1)/n

]}

+

[nt]∑
i=1

1√
n

{( m∏
l=1

gk
l (cl,ni ) −

m∏
l=1

gk
l (βl,n

i )

)

− E

[
m∏

l=1

gk
l (cl,ni ) −

m∏
l=1

gk
l (βl,n

i )

∣∣∣∣F(i−1)/n

]}

+

{
[nt]∑
i=1

1√
n
E

[
m∏

l=1

gk
l (cl,ni )

∣∣∣∣F(i−1)/n

]
−√

nMt(g;γ)

}

=:Λn
k,t +Rk,1,n

t +Rk,2,n
t .

各 k について，Barndorff-Nielsen et al.（2006a, “Proof of Theorem 5.6”, pp.51–52）と同様にし
て Rk,1,n

t →p 0を，また Barndorff-Nielsen et al.（2006a, Section 7）と同様にして Rk,2,n
t →p 0を

示すことができる．残る主要項 Λn
t =(Λk,n

t )k は

(2.13) Λk,n
t =

[nt]+m−1∑
i=m

1√
n
ζk,n

i + op(1)

と表せる．ここで

ζk,n
i =

m∑
q=1

(q−1∏
l=1

gk
l (βl,n

i−q+1)

){
gk

q (βq,n
i−q+1) − ργ(i−q)/n

(gk
q )
}( m∏

l=q+1

ρ(i−q)/n(gk
l )

)

であり，各 ζn
i =(ζk,n

i )k は Fi/n 可測である：（2.13）の和におけるインデックス iをmから始ま
るようにずらしたのは，m= 2の場合を扱ったBarndorff-Nielsen et al.（2006a）と同様に，Jacod

（1997, Theorem 3-2）を形式上直接適用するために ζn
i を Fi/n 可測としたかったことによる．特

に，各 1≤ k,k′ ≤m0 に対して計算を重ねていけば

1

n

[nt]+m−1∑
i=m

E[ζk,n
i ζk′,n

i |F(i−1)/n]→p Ukk′
t

が示される．Barndorff-Nielsen et al.（2006a, 2006b）と同様にして Jacod（1997, Theorem 3-2）
の他の条件も成り立つことが示せ，定理 2.4の証明が終わる．

3. 第二特性量の推定

前節の結果に基づき，本稿の主眼である（1.3）の推定量の漸近分布を導出しよう．

3.1 モデル設定
確率基底 P = (Ω,F ,F = (F)t∈R+ ,P )の上で定義される以下の形の 2次元セミマルチンゲール
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X = (X1,X2)� を考える：

(3.1) Xk
t =Xk

0 +

∫ t

0

bksds+

d′∑
j=1

∫ t

0

σkj
s−dw

j
s +

∑
0<s≤t

∆Xk
s .

ここで w= (wj)j≤d′ は d′次元標準ウィーナー過程，b=(bk)k≤2は可予測過程，σ= (σkj)k≤2,j≤d′

は右連続かつ各点で左極限を持つ適合過程，X0 は F0 可測確率ベクトルである．本節を通じ
て t> 0を一つ固定し，データ系列 (Xi/n)

[nt]
i=0 が得られている状況を対象とする；以下で扱う統

計量には形式上 (Xi/n)
[nt]+2m−2
i=[nt]+1 の要素も含まれているが，mは固定された定数なので漸近的

には影響しない．また，定数 r > 0に対し，µr で標準正規分布の r次絶対積率を表す：

µr =
2r/2

√
π

Γ

(
r + 1

2

)
.

（3.1）の下，（複合同順で）

X1
t ±X2

t =(X1
0 ±X2

0 ) +

∫ t

0

(b1s ± b2s)ds+
d′∑

j=1

∫ t

0

(σ1j
s− ± σ2j

s−)dwj
s +

∑
0<s≤t

(∆X1
s ± ∆X2

s )

であり，見易さのため

Y 1 =X1, Y 2 =X2, Y 3 =X1 +X2, Y 4 =X1 −X2

とおけば Y = (Y k)k≤4 は r= 4として（2.1）の形に書ける．このように記号上 X と Y を対応さ
せ，更に y=(yk)k≤4 に対して

(3.2) gk
l (y)= |yk|2/m, l= 1,2, . . . ,m,

として前節の結果を利用していく．つまり，ここでは形式上m0 = 4の状況を扱うことになる．
本節では 1次元確率過程 ξ に対して

Mn
t (m,ξ)=

1

n

[nt]∑
i=1

m∏
l=1

|√n∆n
i+l−1ξ|2/m

と書くことにする．このとき，（3.2）の下で各 k≤ 4について

Mn
t (g;Y )k =Mn

t (m,Y k)

のように前節の記号 Mn
t (g;Y ) と対応する．gk

l を l に依存しない形にとったので，以下では
gk

l = gk と書く．
以上の記号の下，（1.3）で定義される θt の一致推定量の漸近挙動を見ていく．

3.2 一致推定量
推定量 θ̂n

t を

(3.3) θ̂n
t =

⎛
⎜⎜⎝
θ̂11,n

t

θ̂21,n
t

θ̂22,n
t

⎞
⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎝

µ−m
2/mM

n
t (m,X1)

µ−m
2/m

1
4
{Mn

t (m,X1 +X2) −Mn
t (m,X1 −X2)}

µ−m
2/mM

n
t (m,X2)

⎞
⎟⎟⎠

で定義する．MPVのジャンプに対する頑健性に加えて二次変動に関する分極公式

[X1,X2] =
1

4
{[X1 +X2] − [X1 −X2]}

を思い起こせば，（3.3）は自然な推定量である．2/m< 2，即ち m≥ 2であれば定理 2.1から直
ちに θ̂n

t の一致性が従う：
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定理 3.1. （2.2）が Y を X に代えて成り立っていれば，m≥ 2に対して θ̂n
t →p θt が従う．

注意 3.2. （3.3）の三つの要素には簡単のため共通のmを入れたが，実際にはこれらは異な
る 2以上の自然数でもよい．

注意 3.3. “X1 と X2 は同時にはジャンプを持たない”という仮定のもとでは，二次変動
の公式から

[X1,X2]t = 〈X(c)〉21t +
∑

0<s≤t

∆X1
s ∆X2

s = 〈X(c)〉21t

となり，理論上は通常の QVの非対角成分を用いれば十分であることになる．しかしながら，
実際の有限標本の状況においては同一の区間 [(i− 1)/n,i/n]において X1 と X2 が同時にジャ
ンプを持ち得るため，大きなバイアスが生じる可能性を無視できない点に注意せねばならない．

3.3 推定量の漸近標準正規性
適合過程 Λt = (Λrj

t )r≤4,j≤d′ ∈R
4 ⊗ R

d′
で Y の拡散係数過程を表す：

Λ1j := σ1j , Λ2j := σ2j , Λ3j := σ1j + σ2j , Λ4j := σ1j − σ2j .

（3.3）の定義，定理 2.4，および連続写像定理（Aldous and Eagleson, 1978参照）により，m≥ 3

（条件（2.9），即ち 2/m< 1に対応）に対して

(3.4)
√
n(θ̂n

t − θt)→d(F)

⎛
⎜⎜⎝

µ−m
2/m

∑
j≤4

∫ t

0
a1j

s dw
′j
s

1
4
µ−m

2/m

∑
j≤4

∫ t

0
(a3j

s − a4j
s )dw′j

s

µ−m
2/m

∑
j≤4

∫ t

0
a2j

s dw
′j
s

⎞
⎟⎟⎠=d V

1/2
t η

を得る．ここで =d は分布同等を表し，ηは F と独立な N3(0, I3) 確率変数，また

Akk′
t :=

∑
j≤4

∫ t

0

akj
s a

k′j
s ds(3.5)

:=

∫ t

0

[
{ρΛs (gkgk′

)}m − (2m− 1){ρΛs (gk)ρΛs(gk′
)}m

+ 2

m−1∑
q=1

{ρΛs(gkgk′
)}q{ρΛs (gk)ρΛs(gk′

)}m−q

]
ds

（Akk′
t はmに依存する）に対して Vt は以下のように与えられる：

(3.6) Vt =µ−2m
2/m

⎛
⎜⎜⎝

A11
t sym.

1
4
(A13

t − A14
t ) 1

16
(A33

t + A44
t − 2A34

t )

A12
t

1
4
(A23

t − A24
t ) A22

t

⎞
⎟⎟⎠ .

以下 Vt が正則であると仮定する．Vt の一致推定量 V̂ n
t を明示的に構成すれば（3.4）によって

安定型中心極限定理

(V̂ n
t )−1/2√n(θ̂n

t − θt)1{V̂ n
t >0} →d(F) N3(0, I3)

が従う．（3.6）の表現により，このためには (Akk′
t )k,k′ の一致推定量を構成できれば十分である．

まず k= k′ の場合については，Barndorff-Nielsen and Shephard（2004c, Section 5.2）で考察
された 1次元の場合に帰着され，正規分布の尺度変換によって V kk

t の表現を飛躍的に簡略化で
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きる．即ち，定数

Km :=µm
4/m − (2m− 1)µ2m

2/m + 2

m−1∑
q=1

µ
2(m−q)
2/m µq

4/m

を導入すれば，（3.5）は

Akk
t =

∫ t

0

[
{ρΛs ((gk)2)}m − (2m− 1){ρΛs(gk)}2m

+ 2
m−1∑
q=1

{ρΛs((gk)2)}q{ρΛs(gk)}2(m−q)

]
ds

=Km

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∫ t

0
{∑j≤d′(σ

kj
s )2}2ds, k=1,2,∫ t

0
{∑j≤d′(σ

1j
s + σ2j

s )2}2ds, k=3,∫ t

0
{∑j≤d′(σ

1j
s − σ2j

s )2}2ds, k=4

=:Kmη
k
t

となる．定理 2.1により，m′ ≥ 3および k≤ 4に対して

n

[nt]∑
i=1

m′∏
l=1

|∆i+l−1Y
k|4/m′

=
1

n

[nt]∑
i=1

m′∏
l=1

|√n∆i+l−1Y
k|4/m′ →p µm′

4/m′ηk
t

が得られる；ここでm′ ≥ 3としたのは定理 2.1を適用するための条件（2.6）に対応する 4/m′< 2

による．これらから，m′ ≥ 3であれば各 kについて

(3.7) Âkk,n
t :=

Km

µm′
4/m′

n

[nt]∑
i=1

m′∏
l=1

|∆i+l−1Y
k|4/m′ →p Akk

t

となる．これで Akk
t の一致推定量 Âkk,n

t （k= 1,2,3,4）が得られた．

注意 3.4. 形式的に m= 1ととれば K1 = 2であり，これは，X が連続型かつ 1次元の場合
の Barndorff-Nielsen and Shephard（2004b）の結果に対応する．

注意 3.5. θ̂11,n
t および θ̂22,n

t の漸近ランダム分散は，それらに掛かる定数 C(m) :=Kmµ
−2m
2/m

を通じてのみ mに依存し，またm �→C(m)は mについて単調に増加する．従って，θ̂11t およ
び θ̂22t の推定に関しては，漸近的にはm= 3（即ち許容される最小のm）が最適な選択というこ
とになる．

翻って k �= k′ の場合には，ρσs(g
kgk′

)の項に k= k′のときのような都合の良い尺度変換は期
待できない．実際，Corcuera et al.（2006, Lemma 9）にあるように，一般に ρ �= 0に対して確率
変数 (U,V )が二次元正規分布 N2

(
0,
(
1 ρ
ρ 1

))
に従う場合，r > 0について |U |r|V |r の期待値は

E[|U |r |V |r] = (1 − ρ2)r+1/22r
∞∑

k=0

(2ρ)2k

π(2k)!

{
Γ

(
r + 1

2
+ k

)}2

と煩雑な表現になり，この量を上手く尺度変換することは無理であろう．よってここでは定理
2.1を（3.5）の右辺に項別に適用し，複数のMPVの線形結合として Âkk′,n

t を構成する：

Âkk′,n
t :=n

{ [nt]∑
i=1

m∏
l=1

|∆n
i+l−1Y

k|2/m|∆n
i+l−1Y

k′ |2/m(3.8)
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− (2m− 1)

[nt]∑
i=1

m∏
l=1

|∆n
i+l−1Y

k|2/m|∆n
i+l+m−1Y

k′ |2/m

+ 2

m−1∑
q=1

[nt]∑
i=1

(m−q∏
l=1

|∆n
i+l−1Y

k′ |2/m

)

·
( m∏

l=m−q+1

|∆n
i+l−1Y

k · ∆n
i+l−1Y

k′ |2/m

)( 2m−q∏
l=m+1

|∆n
i+l−1Y

k|2/m

)}

→p Akk′
t .

この Âkk′,n
t はきれいな形とは言えないが，与えられた各 mについて簡単に計算できる点が重

要である（勿論 k= k′ の場合にも（3.8）において k= k′ とした統計量を使うことは可能）．
今（3.6）の右辺の Akk′

t を全て（3.7）および（3.8）で構成した Âkk′,n
t に代えたものとして V̂ n

t =

[V̂ kk′,n
t ]k,k′ を定義すれば，m,m′ ≥ 3に対して V̂ n

t →p Vt が従う．
以上を総括して以下の定理を得る：

定理 3.6. （2.2）で Y をX に代えたもの，（2.3）で γ を σに代えたもの，および（2.4）で γ を
σに代えた類似の仮定が成り立っているとし，また（3.6）で与えられる Vt が P -a.s. で正則であ
るとする．このときm,m′ ≥ 3に対して P [V̂ n

t > 0]→ 1であり，

(V̂ n
t )−1/2√n(θ̂n

t − θt)1{V̂ n
t >0} →d(F) N3(0, I3)

が成り立つ．特に第二特性量の非対角要素 θ21t の推定については

V̂ 22,n
t :=

Â33,n
t + Â44,n

t − 2Â34,n
t

16µ2m
2/m

に対して

(3.9)

√
n

V̂ 22,n
t

(θ̂21,n
t − θ21t )1{V̂

22,n
t >0} →d(F) N1(0,1)

が成り立つ．

注意 3.7. 定理 3.6の仮定の下，（3.9）によって統計量√
n

V̂ 22,n
t

θ̂21,n
t 1{V̂

22,n
t >0}

は θ21t = 〈X(c)〉21t = 0のときに限って漸近的に標準正規分布に従う：θ21t �= 0であれば発散する．
これを利用して，〈X(c)〉21t =0か否かの検定を定式化できる．

注意 3.8. （3.2）の構造を適当に拡げることで QV と MPV の同時収束も導出可能である．
特に ∑

i≤[nt]

∆n
i X

1∆n
i X

2 − θ̂21,n
t →p [X]21t − 〈X(c)〉21t =

∑
0<s≤t

∆X1
s ∆X2

s

が成り立つので，安定分布収束の下でデルタ法を適用して
∑

0<s≤t ∆X1
s ∆X2

s の信頼領域推定
も定式化できる．

4. 数値実験

θ̂11,n
t と θ̂22,n

t については X が 1次元の場合に帰着され，その数値実験については，第 1.2節
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の冒頭で紹介した URLにある Barndorff-Nielsen et al.（2006c）の長尺版でなされている．本節
では（3.9）に焦点を当て，その正規近似の精度を簡単な数値実験を通じて観察しよう．ジャンプ
がない連続セミマルチンゲールの場合の数値実験については Barndorff-Nielsen and Shephard

（2004a）を参照されたい．
Barndorff-Nielsen and Shephard（2004b, 2005a）および Barndorff-Nielsen et al.（2005）におい

ては，有限標本での標準正規近似精度を改善するための対数変換の有用性が議論されている．
この手順は Aldous and Eagleson（1978）の安定分布収束に関する連続写像定理によって理論的
に正当化されるが，（3.9）においては推定対象 θ21t は負値かもしれないので，そのような手法の
直接適用はできないことに注意されたい．
ここでは t=1，m=m′ = 3と設定し，また，X がジャンプした場合には必ずその時点でX1

と X2 が同時にジャンプしているような場合を見ていくことにする．

4.1 例 1：レヴィ過程の場合
まず，X を以下で与えられる二次元レヴィ過程とする：

(4.1)

(
X1

t

X2
t

)
=

(
σ11 σ12

σ21 σ22

)(
w1

t

w2
t

)
+ 1{Nt≥1}

∑
i≤Nt

(
ε1i
ε2i

)
.

ここで σ = (σkk′
) は定数，N は強度 λ > 0 のポアソン過程であり，(w,N) と独立な同分布

確率変数の列 (ε1i , ε
2
i )i は二次元正規分布 N2(0, [(δ

kk′
)k,k′ ]⊗2) に従う．ここではサンプル数を

n= 500,1000,2000 の三通りに設定し，[0,1]上で 5回ジャンプが生じたという条件の下で θ̂12,n
1

を計算する．この場合，ジャンプ時点の分布は 5つの独立な [0,1] 一様乱数の順序統計量の分
布に等しい．
パラメータの値は σ11 = 1.0，σ12 =−0.5，σ21 = 0，σ22 = 1.0，δ11 = 0.5，δ12 = 0.2，δ21 =−0.1，

δ22 = 0.4ととった．このとき E[(ε1i )
2] = 0.29，E[(ε2i )

2] = 0.17，E[ε1i ε
2
i ] = 0.03となる．推定対象

は θ121 = σ12σ22 =−0.5である．
擬似サンプル (Xi/n)i≤n を独立に 500個発生させ，得られた θ121（m=m′ = 3）の推定値 500

個の標本平均および標本標準偏差（s.d.）を表 1に示す（比較のため，θ̂kk,n
t に関する結果も併せ

て記載した）．
MPVの構造から θ̂kk,n

t はジャンプ変動に起因する正のバイアスを持つが，MPVの差の形で
定義される θ̂12,n

1 は一般に正のバイアスを持つとは限らない．実際表 1において θ̂12,n
1 のバイ

アスは負であり，またその大きさは θ̂kk,n
t の正のバイアスの大きさと比較して小さいことが観

察できる．
（3.9）の左辺に対応する QQ プロットおよび n= 500,1000,2000 の各場合における 500 個の
V̂ 22,n

1 のプロットを図 1に示す．
V̂ 22,n

1 ≤ 0，即ち（3.9）が意味を成さないような試行は 1回もなかった．3つの列は左から各々
n= 500,1000,2000の場合に対応しており，また上段の各QQプロットにおける 45度直線はター

表 1. モデル（4.1）に対する θ1 = (θ11
1 , θ12

1 , θ22
1 ) = (1.25,−0.5,1.0) の推定値の標本平均およ

び標本標準偏差（s.d.）.
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図 1. モデル（4.1）における（3.9）の近似精度に関する QQ プロット（上段），および対応する
V̂ 22,n
1 の推定値のプロット（下段）．

ゲットである標準正規分布に対応する．下段の V̂ 22,n
1 のプロットにおいては，若干見難いが，

各々において標本平均を示す横直線を引いておいた．nの増加に伴って，V̂ 22,n
1 が真の値（ここ

ではある定数）に収束していることが分かる．
図 1の 3つの QQプロットでは (V̂ 22,n

1 )−1/2(θ̂12,n
1 − θ121 )は傾きが 1未満の直線状に散布して

いる様子が見て取れる．要因としては，V̂ 22,n
1 が，n≤ 2000程度ではまだばらつきが大きく不

安定であることが考えられよう．
また，mおよびm′を 4以上に大きくすると，それに伴ってより多くのMPVの線形結合とな

る V̂ 22,n
1 が不安定になり，正規近似精度が悪化していく現象が観察された（これは次の例 2の数

値実験結果においても観察された）．これより，実用上は許容される範疇で最小の m=m′ = 3

の推奨が示唆される．

4.2 例 2：σが確率変動する場合
次に以下の X を見ていく：

(4.2)

(
X1

t

X2
t

)
=

∫ t

0

(
σ1

sdB
1
s

σ2
sdB2

s

)
+ 1{Nt≥1}

∑
0<s≤Nt

(
ε1i
ε2i

)
.

ここで Y k := (σk)2，k=1,2，は

dY k
t =αk(βk − Y k

t )dt+
√
γkY k

t dB
′k
t

で定義される平方根拡散過程であり，(B1,B2,B′1,B′2)は，4次元標準ウィーナー過程w=(wl)l≤4

と定数 ρ,ρ1,ρ2 を介して以下のように表現されるものである：

B1
t =w1

t , B2
t = ρw1

t +
√

1 − ρ2w2
t ,
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表 2. モデル（4.2）に対する θ1 = (θ11
1 , θ12

1 , θ22
1 ) の推定値の標本平均および標本標準偏差（s.d.）.

図 2. モデル（4.2）における（3.9）の近似精度に関する QQ プロット（上段），および対応する
V̂ 22,n
1 の推定値のプロット（下段）．

B′1
t = ρ1w

1
t +
√

1 − ρ2
1w

3
t , B′2

t =
ρ2√

1 − ρ2
w2

t +

√
1 − ρ2

2

1 − ρ2
w4

t .

ジャンプ部分の構造は例 1と全く同じとする．先の例と同様に n= 500,1000,2000 とし，[0,1]

上で 5回ジャンプが生じた状況を扱う．
正数 αk,βk,γk が αkβk ≥ γk/2をみたせば，σk

0 > 0の下で (σk
t )t∈[0,1] ⊂ (0,∞) a.s. となること

が知られている．ここでは，パラメータの値を α1 = 3，α2 = 2，β1 =β2 =1，γ1 = 0.3，γ2 =0.4，
ρ=0.3，ρ1 =−0.4，ρ2 =−0.2ととった．推定対象は θ121 = ρ

∫ 1

0
σ1

sσ
2
sds=0.3

∫ 1

0
σ1

sσ
2
sdsで，これ

は確率変動する量である．
サンプルを擬似生成するに際し，各試行において多次元オイラー法による以下の近似を h=

1/20000として用いた（∆t,hw :=wt+h − wt と書く）：⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

X1
t+h

X2
t+h

Y 1
t+h

Y 2
t+h

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

X1
t

X2
t

Y 1
t

Y 2
t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

0

α1(β1 − Y 1
t )

α2(β2 − Y 2
t )

⎞
⎟⎟⎟⎠h+Dt

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∆t,hw
1

∆t,hw
2

∆t,hw
3

∆t,hw
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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ここで

Dt :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
Y 1

t 0 0 0

ρ
√
Y 2

t

√
1 − ρ2

√
Y 2

t 0 0

ρ1

√
γ1Y 1

t 0
√

1 − ρ2
1

√
γ1Y 1

t 0

0 ρ2√
1−ρ2

√
γ2Y 2

t 0
√

1 − ρ2
2

1−ρ2

√
γ2Y 2

t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

こうして生成した (Xih)20000i=1 から，40，20，10ステップ毎にXihを拾い上げて各々 n= 500,1000,

2000の場合に対応させ，例 1と同様に，推定値を独立に 500回算出した．
ここでは θ121 の真値は試行毎に変わるため，表 2においては θ̂12,n

1 − θ121 の 0への収束に関す
る数値結果を示してある（前例と同様，比較のために θ̂kk,n

t に関する結果も併せて記載してあ
る）．例 1と同様，θ̂12,n

1 の一致性は良く成り立っていることが見て取れる．
図 2において再び（3.9）の左辺に対応するQQプロットと V̂ 22,n

1 の推定値のプロットを示す．
傾向は例 1とほぼ同様であるが，V̂ 22,n

1 の収束が例 1と比較して遅いという点が見られる．

5. 結語と補遺

本稿では多次元セミマルチンゲールの第二特性量行列，特にその非対角要素の推定に関する
モデルフリーかつ実装容易な手法を与えた．これは Barndorff-Nielsen and Shephard（2004a）の
MPV版であり，同時に Barndorff-Nielsen et al.（2006c）による 1次元の場合の結果の多次元版
である．簡単に計算できる統計量に基づいたセミパラメトリック推定が実装可能であり，mと
m′以外には微調整変数がない点において使い易い推定量と言える．それらの選択については，
第 4.1節で触れたように許容範囲の中での最小値である m=m′ = 3が推奨される．数値実験に
おいては，θ̂12,n

t のバイアスは θ̂kk,n
t のそれと比較して小さいが，漸近分散の推定量 V̂ 22,n

t の収
束速度が緩やかであるという傾向が見られた．
ジャンプ変動に頑健な第二特性量の推定法というのが本稿の主眼であったが，実際には第

二特性量行列はX に伴うリスクの指標の一つに過ぎないということも念頭に置くべきであり，
ジャンプ変動に起因するリスクの定量的管理を同時に行うことは重要な課題と言える．第 1.2.2

節で言及した（a）および（b）の手法は現在実務の場にも浸透しつつあり，上記のための標準的な
道具と位置付けられよう．
本稿では X が 2次元の場合に焦点を当てたが一般に d次元の場合には

〈X(c)〉t = [〈X(c)k,X(c)k′〉t]dk,k′=1 =

[
d′∑

j=1

∫ t

0

σkj
s σk′j

s ds

]d

k,k′=1

であり，推定対象は θt = vech(〈X(c)〉t)∈R
d(d+1)/2 となる．d≥ 3の場合にも全く同様にして安

定型中心極限定理を導出できる．2次元の場合との見かけ上の違いとして k �= k′，l �= l′ に対す
る θ̂kk′,n

t と θ̂ll′,n
t の漸近共分散が現れるが，（3.6）のようにそれらもAkk′

t の形を介して表現され，
d=2の場合と本質的な違いはない．
また，本稿では複雑さを避けるためジャンプ回数が局所的に有限回であると仮定した．ジャ

ンプ部分
∑

0<s≤t ∆Xs が例えば発散するレヴィ測度 ν を持つレヴィ過程の場合のように局所
的に無限回ジャンプを起こすような場合でも，ジャンプ変動の尺度である Blumenthal-Getoor

指数

inf

{
β≥ 0 :

∫
|z|≤1

|z|βν(dz)<∞
}
∈ [0,2]



実現多重指数変動に基づく第二特性量行列の推定 35

が適当な範囲内にあればMPVを介して定理 2.1および 2.4と同様な結論を導くことは可能であ
る（1次元の場合の詳細についてはBarndorff-Nielsen et al., 2006c, Section 3.2を参照されたい）．
最後に，関連する最近の文献の幾つかを紹介しておこう．

• 局所無限ジャンプの場合におけるジャンプ検出フィルター利用型の類似の結果がGobbi

and Mancini（2007）によって得られている．また，最近 Aı̈t-Sahalia and Jacod（2008）, Todorov

and Tauchen（2008）は一般の確率過程に対して定義される広い意味での Blumenthal-Getoor指
数の一次推定を定式化した．

• セミパラメトリックな一般の枠組みで簡単な推定量を構成できたのは推定対象が（時間）積
分量であることによる．例えばある固定された t > 0について σt を推定したいとなると，問
題は遥かに難しくなる．この方面における先行研究結果としてフーリエ解析に基づいた推定手
法が考案されている．興味のある読者はMalliavin and Mancino（2008）, Mancino and Sanfelici

（2008）とその参考文献を参照されたい．
• 実現 r 次変動や MPV を応用した“固定期間 [0, t]で少なくとも一回ジャンプが生じたか

否か”の検定に関する別の文献としては，Aı̈t-Sahalia and Jacod（2007）, Jacod and Todorov

（2008）が挙げられる．共にセミマルチンゲールの広い族に対して適用可能な結果である．
• 本稿の立場はジャンプ変動を無視して連続変動の情報のみを抽出するというものであった

が，ジャンプの構造を精密に加味した実現 r次変動やMPVの漸近挙動も知られており，この場合
一般には極限にジャンプの構造が関与する．詳細は Jacod（2007, 2008）, Corcuera et al.（2007）,
Woerner（2003, 2007），また関連する論文として Barndorff-Nielsen and Shephard（2006b）を参
照されたい．また，X がセミマルチンゲールから乖離する場合にも先行研究があり，例えば
Corcuera et al.（2006）はウィーナー過程 wをフラクショナルブラウン運動に代えた場合の実現
r次変動の漸近分布論を導出している．

• Kinnebrock and Podolskij（2007）の応用として，最近 Barndorff-Nielsen et al.（2008）によっ
て QVの一つの変形である realized semivariance（RS）という概念が導入された．（3.1）において
X および wを 1次元とするとき，RSは

RS+,n
t :=

[nt]∑
i=1

(∆n
i X)21{∆n

i X≥0}, RS−,n
t :=

[nt]∑
i=1

(∆n
i X)21{∆n

i X≤0}

の二つを通じて定義され，これらは

RS+,n
t →p 1

2

∫ t

0

σ2
sds+

∑
0<s≤t

(∆Xs)
21{∆Xs≥0},

RS−,n
t →p 1

2

∫ t

0

σ2
sds+

∑
0<s≤t

(∆Xs)
21{∆Xs≤0} =:RS−

t

をみたす．上記論文では，特に RS−
t を計量経済の分野で重要な“下降リスク”の新しい尺度

として位置づけ，様々な分析がなされている．

MPVの拡張およびそれらの応用に関する研究は依然として進行中のようである．
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Dudley, R. M. and Norvaǐsa, R.（1999a）. An introduction to p-variation and Young integrals, Ma-

PhySto Lecture Notes 1998-1, http://www.maphysto.dk/cgi-bin/gp.cgi?publ=60.



実現多重指数変動に基づく第二特性量行列の推定 37
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Estimation of Second-characteristic Matrix Based on

Realized Multipower Variations

Hiroki Masuda

Graduate School of Mathematics, Kyushu University

Realized multipower variation (MPV for short) defined for stochastic processes dis-
cretely observed at high frequency is a generalization of the classical realized quadratic
variation. In this note, targeted at a class of multidimensional semimartingales with jumps,
we consider first-order inference for the second-characteristic matrix, especially its off-
diagonal elements. First we review some prior results concerning asymptotic behavior
of MPV, and then formulate a stable central limit theorem for a consistent estimator.
In consequence, we can readily construct confidence regions of the estimator as in the
one-dimensional case.

Key words: Stable central limit theorem, multidimensional semimartingale with finite number of
jumps, realize multipower variation, estimation of second characteristic.


