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要 旨

加法ハザードモデル，比例オッズモデル，加速モデルなど，比例ハザード性を満たさないセ
ミパラメトリックモデルに対する様々な推測法が，近年提案されてきた．Cox比例ハザードモ
デルで用いられる部分尤度最大化は，これらのモデルには有効に働かないが，多くのモデルに
対してマルチンゲール推定方程式の立場から，推測法が統一的に構成可能である．また，マル
チンゲール残差に基づいて統一的に回帰診断を行うことができる．本論文では，これらの方法
を中心として，生存時間解析におけるセミパラメトリック推測および関連する話題についての
最近の進展を概観する．

キーワード： Cox比例ハザードモデル，加速モデル，加法ハザードモデル，経験過程，
線形変換モデル，マルチンゲール．

1. はじめに

生存時間解析とは，何らかの関心のある事象（イベント）が生起するまでの時間に関する統計
的推測を行う分野の総称であり，医学・経済学・品質管理などの分野で広く応用されている．医
学分野については，例えば臨床腫瘍学の専門誌である Journal of Clinical Oncology誌などを見
ると，多くの論文において，生存時間解析分野の基本的な道具であるKaplan-Meier法，logrank

検定，Cox比例ハザードモデルが頻繁に用いられている．腫瘍領域の臨床研究では，死亡まで
の期間，病勢進行までの期間など，状態の悪化までの期間を問題にすることが多く，これらの
方法は不可欠な道具となっている．腫瘍領域以外でも，治癒するまでの期間など，時間を問題
にすることは多く，生存時間解析が広く応用されている．
このような生存時間（死亡をイベントとしない場合も，このように呼んでおく）を評価する臨

床研究においては，有害事象の発現などにより，イベントが観察される以前に研究から脱落す
ることが不可避である．また，全ての症例のイベントが観察されるまで研究を継続すると，研
究結果を得るのに多大な時間を要することから，全ての症例のイベントの観察を待たずに統計
解析を行うことが通常である．その場合，一部の症例に対してはイベントが観察されていない
ことになる．このような症例は（右側）打ち切りと呼ばれ，Kaplan-Meier法，logrank検定，Cox

比例ハザードモデルを始めとする生存時間解析分野の諸手法は，何らかの方法で打ち切り症例
を考慮して構成される．打ち切りを考慮して構成した諸手法は一般に複雑になり，その理論的
考察も標準的なものではなくなる．Kaplan-Meier法，logrank検定，Cox比例ハザードモデル
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の正当化には，マルチンゲールなどの確率過程論の技術が本質的な役割を果たしており，実用
上極めて重要な諸手法に確率過程論がエレガントに応用されている点が，この分野を興味深い
ものとしている（Fleming and Harrington, 1991; Andersen et al., 1993; Kalbfleisch and Prentice,

2002）．
Cox（1972）により提案された Cox比例ハザードモデルは，基準ハザード関数をパラメトライ

ズしないセミパラメトリックモデルであり，一般にパラメトリックモデルよりも柔軟であると
考えられる．そのため，SASなどの統計ソフトウェアーで手軽に実施できることも相まって，
極めて広範に用いられている．一方で，Cox比例ハザードモデルが要求する比例ハザード性の
仮定は，実際のデータ解析の場面では，必ずしも満たされない．その場合，他のモデルを検討
することになるが，統計ソフトウェアーで手軽に実行できることから，パラメトリック加速モ
デルが用いられることも多い．しかしながら，その際には基準ハザードをどのようにパラメト
ライズするかが問題となる（Kalbfleisch and Prentice, 2002）．1980年代後半から，基準ハザード
関数を特定することなく，かつ比例ハザード性を満たさないセミパラメトリックモデルの推測
理論が著しく発達してきた．本論文では，Cox比例ハザードモデルおよび比例ハザード性を要
求しないセミパラメトリックモデルの推測理論を中心に，最近の生存時間解析の発展の概観を
行う．生存時間解析の推測法の発展には，確率過程論的な考察が不可欠であるが，背景にある
確率過程論的な技術的側面にも簡単に触れることとする．本論文の構成は以下の通りである．
2節で，本論文が主に取り上げる一変量生存時間解析における基本的な記法を準備する．3節
では Cox比例ハザードモデルの推測について簡単にまとめる．Cox比例ハザードモデルのパラ
メータ推定は部分尤度の最大化に基づくが，マルチンゲール推定方程式としての導出も可能で
あり，基本的な考え方をまとめる．4節では，比例ハザード性を要求しないいくつかのセミパ
ラメトリックモデルの推測について紹介する．Cox比例ハザードモデルで用いられた部分尤度
の方法は，これらのモデルには有効には働かず，モデルの特質を利用した様々な推測法が提案
されている．一方で，多くの場合に，マルチンゲール推定方程式の観点から統一的に推測法を
導出でき，その点を中心に解説する．5節ではこれらのセミパラメトリックモデルに対する回
帰診断技術についてまとめる．特に，多くのセミパラメトリックモデルに対して統一的に回帰
診断を行うことができる累積マルチンゲール残差による方法を中心に解説する．6節ではいく
つかの関連する話題として，縮小回帰モデル，多状態モデル，経時測定データに対する生存時
間解析の応用についての最近の研究について紹介する．まとめと，言及できなかったいくつか
の話題について，7節で言及する．

2. 生存時間データ

ある時点を原点とし，関心のあるイベントが生起するまでの時間を表す確率変数を T とし，
打ち切りを示す確率変数を C とする．X = min(T,C)とし，イベントが観察されたか否かを示
す二値確率変数を∆ = I(T ≤C)とする．Zを p次元共変量とし，有界であると仮定する．実際
には，多くの場合に時間依存共変量の場合も取り扱うことができるが，統一的に議論を進めるた
めに，時間 tに依存しないもののみを考える．T あるいは C のいずれか一方しか観測できない
右側打ち切りの場合を考え，(X,∆,Z)が観測されるものとする．Z を与えたもとで，打ち切り
C はイベント T と独立であるとする．T は連続型の非負の確率変数とし，Z を与えたときの T

の条件付き生存時間関数を S(t|Z) =P (T > t|Z)，条件付きハザード関数を λ(t|Z) = −dS(t|Z)/dt
S(t|Z)

，
累積条件付きハザード関数を Λ(t|Z) =

∫ t

0
λ(u|Z)duにより定義する．T,C などの確率変数に対

し，i番目の症例に対する観測値を Ti,Ciなどと下付き数字で表すこととする．i番目の症例に
対し，観測値 (Xi,∆i,Zi)が得られているものとし，{(Xi,∆i,Zi)}n

i=1 は独立に (X,∆,Z)と同
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一の分布に従うものとする．本稿ではこの右側打ち切りを伴う一変量生存時間解析の枠組みを
基本として議論を進めることとする．その自然な拡張と考えられる再発事象データについても
扱うが，必要な記法は後に準備する．

3. Cox比例ハザードモデルと部分尤度による推測

3.1 Cox比例ハザードモデル
Cox（1972）により提案された Cox比例ハザードモデルは

λ(t|Zi)=λ0(t)exp(βT
0 Zi)

により定義される．ここで，λ0(t)は基準ハザード関数と呼ばれ，β0 は p次元の回帰係数であ
る．イベントが観察された時間を t(1) < t(2) < · · ·< t(L) とする．同一時刻に複数の症例にイベ
ントが生じていないとし，t(l) にてイベントが観察された症例の共変量を Z(l) と書く．R(t)を
時間 tにおけるリスク集合とする．つまり，時間 tの直前までにイベントが観察されず，かつ
打ち切りも受けていない症例全体とする．β0 の推定は，部分尤度関数

l(β)=

L∏
i=1

exp(βTZ(i))∑
l∈R(t(i))

exp(βTZl)
(3.1)

の最大化により行われることが多い（Cox, 1972）．対応するスコア関数は

UPH(β) =
L∑

i=1

[
βTZ(i) −

n∑
i=1

log

{ ∑
l∈R(t(i))

exp(βTZl)

}]
(3.2)

により与えられる．UPH(β) = 0 の解を β̂PH とする．部分尤度に基づくスコア関数は基準ハ
ザード関数 λ0(t)を含んでおらず，基準ハザード関数 λ0(t)を特定することなく，β̂PH を標準
的な Newton-Raphson 法により得ることができる．一方で，スコア関数は独立な確率変数の
和の形になっておらず，扱いが面倒なものとなっている．Tsiatis（1981）は独立な確率変数の
和に近似することにより，一致性，漸近正規性などの β̂PH の理論的正当性を与えた．その後
Andersen and Gill（1982）が，より一般的な設定のもとで，見通しのよい理論的正当化を与え
た．τ を P (Ci > τ )> 0を満たす定数とし，Ni(t) = I(Xi ≤ t,∆i = 1)，Yi(t) = I(Xi ≥ t)とする．
Ni(t)および Yi(t)はそれぞれ計数過程，リスク集合過程と呼ばれるもので，データ (Xi,∆i)と
{(Ni(t),Yi(t))}は一対一に対応する．したがって，(Ni(t),Yi(t),Zi)をデータとみなすことがで
きる．Ft = σ{Ni(u),Yi(u),Zi :u≤ t}とする．ただし，σ(·)は · で生成される最小の σ 代数と
し，その族 F = {Ft : t∈ [0, τ ]}は filtrationと呼ばれる．Ni(t)は F に関して劣マルチンゲール
になる．このことから，適当な正則条件のもと，F−マルチンゲールMi(t)が存在して，

Ni(t) −
∫ t

0

Yi(u)dΛ(u|Zi) =Mi(t)(3.3)

と一意的に分解できることが知られている（Fleming and Harrington, 1991 など）．ただし，
Λ(t|Zi) =

∫ t

0
λ(u|Zi)du とする．この分解は Doob-Meyer 分解と呼ばれ，左辺第二項は，可予

測過程と呼ばれるものであり，補正項（compensator）と呼ばれる．可予測過程の正確な定義は
省略するが，実用上頻繁に現れる可予測過程は，左連続な sample pathを持つ確率過程である．
時点 tにおいて，直前 t−までの事象を条件付けると，左連続性により左辺第二項は定数とな
り，Mi(t)を誤差項とみることで，Doob-Meyer分解は「データ −回帰部分=残差」の構造と解
釈され，ハザードに対してモデリングすることが，生存時間データに対する自然な回帰モデル
の枠組みであることが理解される．
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部分尤度に基づくスコア関数は

UPH(β) =
n∑

i=1

∫ τ

0

{Zi − Z̄(u;β)}dNi(u)

と書くことができる．ただし，確率変数 Ni(t)に関する積分は，sample pathごとに Lebesgue-

Stiltjes積分を用いて定義するものとし，

Z̄(u;β) =
S(1)(u;β)

S(0)(u;η)

S(0)(u;β) = n−1
n∑

j=1

Yj(u)exp(βTZj)

S(1)(u;β) = n−1
n∑

j=1

ZjYj(u)exp(βTZj)

とする．この表現と Doob-Meyer分解（3.3）を介して，マルチンゲールに関する収束定理である
Rebolledoのマルチンゲール中心極限定理や Lenglartの不等式（Andersen et al., 1993 など）を
応用することで，Andersen and Gill（1982）は Cox比例ハザードモデルにおける β̂PH の一致性，
漸近正規性を示した．さらに基準累積ハザード関数 Λ0(t)=

∫ t

0
λ0(u)duの Nelson-Aalen型の推

定量である Breslow推定量（Breslow, 1972）

Λ̂(t)=

n∑
i=1

dNi(t)

nS(0)(t;β)

の漸近正規性を示した．
ところで，Andersen and Gill（1982）での議論では（3.3）の分解が本質的であって，Ni(t) が

Ni(t)= I(Xi ≥ t,∆i =1)により定義されていることは本質的ではない．一人の症例から複数の
イベントが繰り返し観察されうる場合を想定し，Ni(t)を時間 tまでに症例 iに生じた総イベン
ト数，つまりイベントが生じるごとに 1だけ跳躍する確率過程と考え，Yi(t)を症例 iが時間 t

においてリスクにあれば 1，無ければ 0をとる確率過程とし，ハザード関数を強度関数

λ(t|Zi) = lim
h↓0

h−1P (Ni(t+ h) −Ni(t)= 1|Ft)

に取り替えることで，（3.3）を通じて再発事象に関する Cox型の回帰モデルを考えることがで
きる．Andersen and Gill（1982）はこの枠組みで一気に Cox回帰モデルに対する部分尤度によ
る推測法の正当化を与えており，再発事象に対する彼らのこの枠組みは Andersen-Gillモデル
と呼ばれることがある．彼らのマルチンゲールによる理論的正当化は，ハザード関数あるいは
強度関数が Cox回帰型であることに強くは依存しておらず，次節で議論するセミパラメトリッ
クモデルなど，様々な状況に適用可能である．もともと，マルチンゲールによる方法は，Aalen

（1978）により一標本問題における累積ハザード関数に対する Nelson-Aalen型推定量の性質を
調べるために用いられ，Gill（1980）は，この方法により，二標本問題における logrank検定，一
般化Wilcoxon検定を含む検定統計量の性質を調べた．このように，マルチンゲールの方法は
生存時間解析の極めて広範な問題に対して統一的に適用可能であり，生存時間解析研究の日常
の道具として広く用いられている．

3.2 部分尤度による推測のマルチンゲール推定関数としての解釈
部分尤度（3.1）は，全尤度を適当な条件付き確率密度の積に分解し，β0 に関する情報をほと

んど含まない部分を無視することにより得られ（Cox, 1975; Fleming and Harrington, 1991），そ
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の結果 Cox比例ハザードモデルの場合には，基準ハザード関数に依存しないスコア関数（3.2）
を得ることができる．このように，Cox比例ハザードモデルの推測は尤度によるものと考えら
れるが，異なる立場からスコア関数（3.2）を導入することができる．

Mi(t;β,Λ) =Ni(t) −
∫ t

0

Yi(u)exp(βTZi)dΛ(u)

とし，次のようなマルチンゲールに基づく推定方程式のペアを考える．
n∑

i=1

Mi(t;β,Λ)= 0

n∑
i=1

∫ τ

0

ZidMi(u;β,Λ) = 0.

E[Mi(t;β0,Λ0)|Zi] = 0により，この推定方程式を考えることは自然である．第一式が全ての t

に成り立つことから，
n∑

i=1

dNi(u) =
n∑

i=1

Yi(u)exp(βTZi)dΛ(u)

⇐⇒ dΛ(u) =

∑n
i=1 dNi(u)∑n

i=1Yi(u)exp(βTZi)

となる．これを第二式に代入して，dΛ(u)を消去するとスコア関数（3.2）が得られる．βを β̂PH

としたとき，Λ(u)は Breslow推定量に一致する．したがって，この導出は，初めに部分尤度に
より β̂PH を得て，その後 Breslow 推定量を得る通常の流れの逆を行っていることになる．本
論文では，この方法をマルチンゲール推定方程式による方法と呼ぶこととする．次節以降で見
るように，この方法は広範なセミパラメトリック推測に適用可能な方法となっている．

3.3 平均値関数に対する Cox型のモデルへの拡張
Andersen-Gillモデルは Doob-Meyer分解の成立が前提となっており，それは {Ni(t)}がポア

ソン過程であることを要請することに相当する．Lin et al.（2000）は，この仮定を緩め，Ni(t)

の平均値関数に Cox型のモデルを仮定したモデル

E[Ni(t)|Zi] = Λ0(t)exp(βT
0 Zi)

に対して，通常の部分尤度に基づくスコア関数による推定量が，一致性および漸近正規性を有
することを示した．この枠組みでは，Doob-Meyer分解が成立せず，従ってマルチンゲールに
よる理論的な議論は利用することができないことになる．Lin et al.（2000）は経験過程の理論
（Pollard, 1990; van der Vaart and Wellner, 1996; Bilias et al., 1997）の応用により，理論的正当
化を行った．

4. 比例ハザード性を要求しないセミパラメトリックモデルの推測

生存時間解析に Cox 比例ハザードモデルが与えた影響は大きく，基準ハザード関数を特定
しないセミパラメトリック推測がデータ解析法の中心的な役割を果たしている．一方で，比例
ハザード性を始めとするいくつかの強い仮定を Cox比例ハザードモデルは要求しており，実際
のデータ解析において，必ずしも適切ではない．そのため，基準ハザードを特定せず，比例ハ
ザード性を要求しないセミパラメトリックモデルの推測が発展してきた．本節では，そのよう
なセミパラメトリックモデルを概観する．モデルの定式化を巧妙に利用した方法が多く提案さ
れている一方で，統一的な視点で推測法を理解することも可能となっている．
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4.1 加法ハザードモデル
加法ハザードモデルは

λ(t|Zi)=λ0(t) + βT
0 Zi(4.1)

により定義される（Breslow and Day, 1980, p. 183）．このモデルに対して，部分尤度による推測
を考えても，基準ハザード関数に依存しない β0の推定方程式を導入することは困難である．Lin

and Ying（1994）は以下のような基準ハザード関数に依存しない β0 の推定方程式を提案した．

UAH(β) =

n∑
i=1

∫ τ

0

{
Zi − Z̄(t)

}{
dNi(t) − Yi(t)β

TZidt
}

(4.2)

ただし，Z̄(t) =
∑n

j=1 Yj(t)Zj
∑n

j=1 Yj (t)
とする．この推定方程式は明示的に解くことができ，UAH(β) = 0

の解 β̂AH は

β̂AH =

[
n∑

i=1

∫ τ

0

Yi(t)
{
Zi − Z̄(t)

}⊗2
dt

]−1[ n∑
i=1

∫ τ

0

{
Zi − Z̄(t)

}
dNi(t)

]
(4.3)

により与えられる．
ところで，推定方程式（4.2）は部分尤度に基づくスコア関数としての解釈はされないが，マル

チンゲール推定方程式として導くことができる．

Mi(t;β,Λ)=Ni(t) −
∫ t

0

Yi(u){dΛ0(u) + βTZidu}

として推定方程式のペア
n∑

i=1

Mi(t;β,Λ) =0

n∑
i=1

∫ τ

0

ZidMi(u;β,Λ) =0

を考える．第一の式より
n∑

i=1

dNi(u) =

n∑
i=1

Yi(u)dΛ(u) + βT
n∑

i=1

Yi(u)Zidu

⇐⇒ dΛ(u) =

∑n
i=1 dNi(u) − Yi(u)β

TZidu∑n
i=1Yi(u)

とし，これから第二式の dΛ(u)を消去することで，（4.2）を得ることができる．
打ち切りがない場合には，線形回帰モデルは明示的な解を有しているが，後述するように，

線形回帰モデルに対応する加速モデルは，打ち切りが存在する場合には，推定量は明示的な解
を持たない．一方で，加法ハザードモデルの定義（4.1）の右辺は負の値をとり得るという欠点を
有しているが，（4.3）のように推定量が明示的に与えられる利点を有している．本論文では詳し
くは触れないが，区間打ち切りと呼ばれる打ち切りを受ける生存時間データなど複雑なデータ
に対して，簡明なセミパラメトリック推測法を構成する方法として，加法ハザードモデルが有
効な方法となっている（Lin and Ying, 1997; Martinussen and Scheike, 2002a）．

4.2 比例オッズモデル・線形変換モデル
比例オッズモデルは

log
1 − S(t|Zi)

S(t|Zi)
= log

1 − S0(t)

S0(t)
+ βT

0 Zi
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にて定義される（Bennett, 1982）．ただし S0(t)は基準生存時間分布とする．回帰係数 β0 の各
成分は，説明変数の違いにより，t年生存率に対するオッズに対して tに依存せずに定数倍さ
れる効果を示している．この比例オッズ性は，t→∞によりハザード比が 1に収束することが
示され，ハザード比の意味で説明変数の影響が減弱していく状況を反映したモデルということ
になる．比例オッズモデルに対する推測としては，Yang and Prentice（1999），Murphy et al.

（1997），Scharfstein et al.（1998）などがある．
線形変換モデルは

g(S(t|Zi))=h0(t) + βT
0 Zi(4.4)

により定義される．ただし，h0(·)は未知の単調非減少関数であり，g(·)は既知の単調非増大関
数である．g(x)= log 1−x

x
とした場合が，比例オッズモデルであり，g(x)= log (− logx)とした

場合が，Cox比例ハザードモデルに相当する．（4.4）において t=T とすることで，線形変換モ
デルは

h0(Ti) =−βT
0 Zi + εi(4.5)

と表現することができる．ただし，εi は既知の分布に従う確率変数で，εi が極値分布に従う場
合が，Cox比例ハザードモデルに相当し，標準 logistic分布に従う場合が，比例オッズモデル
に相当する．この表現を巧妙に利用し，Cheng et al.（1995），Fine et al.（1998）はノンパラメト
リック部分 h0(t)に依存しない β0 に対する U統計量型の推定方程式を提案し，一致性・漸近
正規性を示した．

Chen et al.（2002）は，マルチンゲール推定方程式の考え方による推測法を提案した．推定方
程式の組

n∑
i=1

[dNi(t) − Yi(t)dΛ{h(t) + βTZi}] = 0

n∑
i=1

∫ τ

0

Zi[dNi(t) − Yi(t)dΛ{h(t) + βTZi}] = 0

を考える．Cox比例ハザードモデル，加法ハザードモデルにおいては，固定した βに対して第
一の方程式を基準ハザードに関して明示的な式により解いていたが，線形変換モデルでは明示
的に解くことはできないことになる．Chen et al.（2002）は，この二つの推定方程式を，基準ハ
ザードおよび βについて交互に解くことを提案し，その結果得られる推定量が，一致性および
漸近正規性を持つことを示した．

4.3 加速モデル
加速モデルは

logTi = βT
0 Zi + εi(4.6)

⇐⇒ Ti = exp(εi)exp(βT
0 Zi)(4.7)

により定義されるモデルである．ここで，εiは Ziと独立な確率変数で，その確率分布関数 F0(·)
は未知であるものとする．このモデルは（4.7）より，基準ハザードに対応する確率分布 F0(·)に
従う確率変数 exp(εi)を exp(βT

0 Zi)exp(εi)に加速させていると解釈される．加速モデルの条件
付ハザード関数は

Λ(t|Zi)= Λ0(texp(−βT
0 Zi))



126 統計数理　第 57 巻　第 1 号　 2009

を満たす．ただし Λ0(t)=− log{(1 − F0(t))}は，基準ハザード関数とする．すなわち，加速モ
デルは説明変数により時間軸のスケール変換を行っていることに相当する．
定義（4.6）により，加速モデルは誤差項の分布を特定しない線形回帰モデルであるので，打

ち切りが生じない場合には，最小二乗法により明示的な推定量が与えられる．しかしながら，
打ち切りが存在する場合には，明示的な解を得ることができず状況は一変する．Buckley and

James（1979）は，右側打ち切りが存在する場合の最小二乗推定量であるBuckley-James推定量
を提案した．彼らの方法は，打ち切り症例のイベントを，データを与えたもとでの条件付期待
値で代用し，最小二乗法を適用する方法であり，再帰的な計算が必要となる．更にその理論的
性質を導出することも容易ではなくなる．Lai and Ying（1991）は，chainingなどの確率過程論
的な技術を用いて一致性・漸近正規性を示した．Jin et al.（2006）は次に述べる順位回帰による
方法に対して Jin et al.（2003）が提案した線形計画法および標本再抽出法による比較的簡明な
方法の提案を行った．
次に，Prentice（1978）に始まる順位回帰に基づく方法について述べよう．εi(β) = logXi −βTZi

と定義する．{εi(β),∆i}に対する logrank検定統計量

UAF T (β) =
1

n

n∑
i=1

∆iψ(β,ei(β))(Zi − Z̄i(β))(4.8)

を考える．ただし，ψは重みとし（Jin et al., 2003），

Z̄i(β) =

∑n
j=1ZjI(ej(β)≥ ei(β))∑n

j=1 I(ej(β)≥ ei(β))

ei(β) = log(Xi) − βTZi

とする．UAF T (β0)の各成分は一標本での（重み付き）logrank 検定統計量であることから，漸近
的に平均 0の正規分布に従う．このことから，逆に logrank検定統計量が 0となる β により，
β0が推定されることが期待される．実際には（4.8）は階段関数であり，一般にはゼロ点を有さな
いので，‖UAF T (β) ‖を最小にする β̂AF T により推定される．‖UAF T (β) ‖は βに関して滑らか
でないことから，その最小化はやはり標準的ではないが，Lin and Geyer（1992）は，simulated

annealingによる方法を開発した．また，推定方程式が滑らかでないことから，漸近正規性の証
明は標準的なものではなくなるが，Tsiatis（1990）, Lai and Ying（1992）, Ying（1993）などによ
りなされた．漸近分散は未知の誤差項 εi の確率密度関数 dF0(t)/dtに依存しており，直接漸近
分散を推定するには平滑化を用いる必要がある．Wei et al.（1990）は，minimum dispersion統
計量により，確率密度関数 dF0(t)/dtを推定することなしに，回帰係数の検定を行う方法を提
案した．回帰係数の次元が小さい場合には，この検定統計量に基づいて信頼区間を構成するこ
とが可能であるが，一般には困難となる．Lin et al.（1998）, Jin et al.（2001）は，推定方程式を
標本再抽出することで，確率密度関数 dF0(t)/dtを推定することなしに，回帰係数の信頼区間
を構成する方法を開発した．その標本再抽出の方法は，Random Multiplier法と呼ばれ，後述
する累積残差に基づく回帰診断，生存時間関数の同時信頼区間の構成（Lin et al., 1994; Cheng

et al., 1997），分位点回帰（Parzen et al., 1994; Jin et al., 2001）などの，幅広い問題で応用され
ている．一般に β̂AF T は一意ではないが，基礎となる logrank検定統計量として Gehanスコア
を与えた logrank検定統計量（Gehan, 1965）を用いると，推定方程式は凸関数となり，漸近的に
一意的な解を有する．Jin et al.（2003）は，重みに Gehanスコアを与えた logrank推定方程式に
よる推定値が線形計画問題を解くことで得られることを示し，Random Multiplier法により標
本再抽出した推定方程式を線形計画法により解くことで効率的に信頼区間を構成する方法を提
案した．更に，広範なスコアに対して，Gehanスコアによる推定値を初期推定値として再帰的
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に推定する方法も提案した．
このように，基本的とも考えられる線形回帰問題ではあるが，打ち切りがある場合には困難

が多く，非常に豊かな統計的方法が発展している領域である．最近，セミパラメトリックモデ
ルの意味での漸近有効な推定法がZeng and Lin（2007a）により提案された．logrank推定方程式
による方法は自然に Andersen-Gill型の加速モデルに拡張することができ（Lin et al., 1998; Jin

et al., 2005），打ち切りがある場合の線形回帰モデルの推測として順位回帰による方法は自然な
方法であるといえる．
加速モデルは，定義（4.7）より，生存時間データを，共変量 Ziに依存しない，従って各症例に

共通な分布を有する確率変数に変換するモデルと解釈される．このように，モデルの定義が確
率変数に対して直接的に行われているのは，Cox比例ハザードモデルなどの他のモデルにはな
い性質であり，この確率変数間の変換を，因果推論における反事実仮想下への変換と見なすこ
とで，無作為化臨床試験における治療不遵守の調整において，加速モデルは重要な役割を果た
している（Robins and Tsiatis, 1991; Robins, 1993）．また，繰り返し測定データの解析において，
いわゆる情報を持つ脱落（Diggle et al., 2002 など）が生ずる場合には，推定にバイアスが生じる
が，この状況においてバイアスのない推定を可能にする方法のひとつである artificial censoring

法においても加速モデルは重要な役割を果たしている．この方法は，情報を持つ脱落時刻を加
速モデルにより変換し，変換された脱落時刻以降のデータを人工的に脱落させる方法であり，
加速モデルの確率変数間の変換という解釈が重要な役割を果たしている（Lin and Ying, 2003）．

5. セミパラメトリックモデルに対する回帰診断法

5.1 適合度検定
Cox比例ハザードモデルに対しては様々な観点からの適合度検定の方法が提案されている．

Lin and Wei（1991）は，Cox比例ハザードモデルによる推定量の分散が，部分尤度を尤度関数と
見なしたときの Fisher情報量の逆数で与えられることを利用して，二種類の情報行列の差を評
価するWhite（1982）による情報検定に対応する適合度検定を提案した．Jones and Harrington

（2001）はマルチンゲールが平均 0でかつ独立増分であるという性質に着目した適合度検定を提
案した．Lin（1991）は，通常の部分尤度による推定量と，部分尤度に基づくスコア関数に重み
を導入した，重み付きスコア関数による推定量が，Cox比例ハザードモデルを正しく特定した
場合には同一の真のパラメータ β0に収束するものの，誤特定した場合には異なる極限を有する
ことを利用した適合度検定の方法を提案した．この方法は Gill and Schumacher（1987）により，
二標本の場合の比例ハザード性の適合度検定として導入されたが，重みつきの推定方程式を考
えることができる状況であれば適用でき，実際加速モデルの適合度検定にも応用された（Wei et

al., 1990; Lin et al., 1998）．これらの方法は理論的にも妥当な適合度検定であり，モデルの当て
はまりを客観的に評価することができるが，一方で，このような包括的な適合度検定に共通の
問題として，一旦モデルの適切性が疑われた際に，どのような誤特定が生じているかという，
モデルを改善するための情報は与えられないことが挙げられる．

5.2 累積残差による回帰診断法
回帰モデルの診断において，残差を調べることは非常に有用であるが，生存時間解析におけ

る回帰モデルに対しては複数の残差の提案がある．定義が自然であり，広く用いられている残
差として，マルチンゲール残差がある．Cox比例ハザードモデルの場合，マルチンゲール残差は

M̂i(t)=Ni(t) −
∫ t

0

Yi(u)exp(β̂TZi)dΛ̂(u)(5.1)

なる確率過程として定義される．ただし，通常マルチンゲール残差と言った場合には，この定
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義で t=∞とした
M̂i = ∆i − Λ̂(Xi)exp(β̂TZi)

のことを指す場合がある（Therneau and Grambsch, 1990）．実際統計解析ソフトウェアー SAS

の PHREGプロシージャではこれが出力される．本稿では（5.1）をマルチンゲール残差と呼ぶ．
Doob-Meyer分解（3.3）を考えると，この残差がもっとも自然なものであると考えられる．
回帰診断において，残差をプロットすることは回帰モデルに含めた説明変数の関数形の適

切性を確認したり，外れ値が存在するか否かを検討する際に有用となる．実際，正規分布の誤
差を仮定した重回帰モデルなどでは，残差を各説明変数方向にプロットし，系統的なパターン
が見出されないか，あるいは著しく外れた値がないかなどを検討することがよく行われる．こ
のような方法が有効であるには，残差がどのようにばらつくかに関する知識が必要で，誤差の
正規性の仮定が重要となる．しかしながら，マルチンゲール残差は，値域が (−∞,1]と著しく
0を中心に非対称となっており，単純にマルチンゲール残差をプロットしても，そこからモデ
ルの適切性を判断することは非常に困難である．モデルが正しく特定されていれば，マルチン
ゲール残差は，Doob-Meyer分解におけるマルチンゲールを近似するものであることから，平均
は 0であることが期待できる．このことから Therneau and Grambsch（1990）, Grambsch et al.

（1995）はマルチンゲール残差のプロットを平滑化する方法を提案した．しかしながら，結果が
平滑化の方法に依存しているうえ，p値などによるばらつきを考慮した評価ができないことか
ら，主観的であるという欠点を有する．これらの欠点を克服する方法として，Lin et al.（1993）
は累積残差による回帰診断法を提案した．検定統計量として

H(t,z)=n− 1
2

n∑
i=1

I(Zi ≤ z)M̂i(t)(5.2)

を考える．ただし，z は p次元ベクトルであり，I(Zi ≤ z)は Zi の各成分がそれぞれ z の各成
分よりも小さいときに 1，いずれかの成分で成り立たないときに 0をとるものとする．モデル
が正しく特定されているとき，この多次元パラメータで添え字付けられた確率過程が，平均 0

の正規確率過程に弱収束することが示される．従って，観測された sample pathが平均 0の正
規確率過程の sample pathでない場合には，モデルの誤特定が疑われることになる．そのため
には，極限の正規確率過程の共分散構造を知る必要があるが，解析的にその構造を求めること
は困難である．Lin et al.（1993）は random multiplier法と呼ばれる標本再抽出法により，乱数
を発生させることにより，この正規確率過程の sample pathを計算機上で発生させる方法を提
案した．これにより，モデルが正しいという仮説のもとでの sample pathを任意の個数発生さ
せることができ，Kolmogorov-Smirnov型の統計量

supt∈[0,τ ],z∈[0,1]|H(t,z)|
の p値が計算でき，フォーマルな検定が可能となる．更に，

H(k)(z(k)) =n− 1
2

n∑
i=1

I(Z
(k)
i ≤ z(k))M̂i(τ )

や

Hexp(x)=n− 1
2

n∑
i=1

I(β̂TZi ≤x)M̂i(τ )

といった統計量を考えることができる．ただし，Z(k)
i を Zi の第 k成分とし，z(k) を z の第 k

成分とする．これらも，当てはめたモデルが正しいときに，平均 0の正規確率過程に弱収束す
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ることが示され，やはり random multiplier法により帰無分布を標本再抽出法により発生させ
ることができる．前者は k番目の説明変数に沿って残差を集めていることに相当し，したがっ
て，k番目の説明変数の関数形の誤特定に対する指向性の強い検定となる．また後者は比例ハ
ザードモデルにおいて，βT

0 Zi を指数関数での変換によりモデル化している部分の仮定の誤特
定に対して指向性の強い検定と考えられる．これらの統計量は一次元の確率過程であることか
ら，観測された sample pathを random multiplier法により計算機上で発生させた帰無仮説下で
の sample pathと共にグラフィカルに表示することで，両者の違いを視覚的に検討することが
できる．これは，標準的な重回帰モデルにおいて，残差を特定の説明変数方向にプロットして
いることに相当しており，更にマルチンゲール残差の非対称性による解釈の困難さを，random

multiplier 法による帰無仮説下での sample pathとグラフィカルに比べることで回避している
ことになる．このような様々な指向性を持つ検定統計量を検討することで，モデルの誤特定が
示唆される場合に，どのような誤特定が生じているかのヒントを得ることができ，非常に有用
である．

Lin et al.（1993）は一変量の Cox比例ハザードモデルに対してこの方法を提案したが，平均
値関数に対する Cox 型のモデルに対しても適用可能である（Lin et al., 2000）．また，マルチ
ンゲール残差は自然に他のモデルにも定義され，累積残差による回帰診断が適用可能となる．
Yuen and Burke（1997），Kim et al.（1998）は加法ハザードモデルに対して，同様の方法を提
案し，Hattori（2008a）は，線形変換モデルに対しての累積残差による方法の正当性を示した．
加速モデルに対しては，Lin and Spiekerman（1996）はパラメトリック加速モデル（Kalbfleisch

and Prentice, 2002など）の回帰診断法を累積マルチンゲール残差により提案した．Stute et al.

（1998）, Stute（2000）は，セミパラメトリック加速モデルに対して，累積残差による方法を提
案した．ただし，残差としてはマルチンゲール残差ではなく，定義（4.6）における εi を用いて
おり，Wild bootstrap法と呼ばれる標本再抽出法を用いている．累積残差による方法は生存時
間解析に特有の方法ではなく，一般化線形モデル（Su and Wei, 1991）にも適用でき，繰り返し
測定データに対する一般化推定方程式（Lin et al., 2002），一般化線形混合モデル（Pan and Lin,

2005），セミパラメトリックモデル（Hattori, 2008b）など，広範な問題に対して適用されている．
累積残差による方法により，Kolmogorov-Smirnov型の検定統計量に基づいて，フォーマル

な検定が可能となり，更に，指向性のある検定統計量と帰無分布をグラフィカルに表示するこ
とで，検定統計量の sample pathが帰無分布のそれと比べて奇妙か否かの視覚的な判断ができ
ることから，非常に有意義ではある．一方で，そのグラフ表示の結果の解釈は，残差を累積し
ていることから直接的ではなく，必ずしも容易ではない．Lin et al.（2002）は一般化推定方程式
の場合ではあるが，様々な誤特定に対して，累積残差がどのような挙動をするかのプロトタイ
プをシミュレーションにより求め，そのプロトタイプを参考にどのような誤特定が生じている
かのヒントを得る方法を検討しているが，十分に実用的なものにはなっていないように思われ
る．更には，残差のプロットによる外れ値の確認も，累積残差による方法では困難である．

6. いくつかの関連する話題

4節でまとめたように，セミパラメトリック回帰モデルの推測理論はすでに多くの提案がな
されている．しかしながら，通常の回帰分析の単純な適用では意味のある結論が引き出せない
状況が存在する．本節ではそのような例として，縮小ランク回帰および多状態モデルについて，
簡単に概観する．生存時間解析の興味深い応用として，繰り返し測定データに対する計数過程
アプローチについても，簡単に紹介する．これらの問題に対しても，これまでに紹介したセミ
パラメトリック回帰モデルならびにマルチンゲール推定方程式の考え方が，重要な役割を果た
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している．

6.1 縮小ランク回帰モデル
マイクロアレイ技術により得られる遺伝子発現量データ，あるいは EGFR，Her2，YB-1な

どの分子標的マーカーなどのように，その間に pathwayが介在し，関連する変数と生存期間の
関連を明らかにしたい状況にしばしば遭遇する（Fujii et al., 2008）．このような場合，関連する
変数を同時に含めた回帰モデルによる解析は，他の変数を条件付けた上での解析となり，解釈
が容易でない．寧ろ，変数間の pathwayを同定し，pathwayの生存期間への影響を評価する方
が自然と考えられる．主成分回帰あるいは部分最小二乗法による方法は，このような pathway

が介在する場合の解析法として重要と考えられる．Cox回帰モデルによる方法が Nguyen and

Rocke（2002），Li and Gui（2004），Li and Li（2004）により，加速モデルによる方法が Huang

and Harrington（2005）により提案された．Ma et al.（2006）は，Lin and Ying（1994）による加法
ハザードモデルに対する推定量が，通常の線形回帰のように明示的な解を持つことを利用し，
線形回帰の場合に提案されていた主成分回帰の理論を，生存時間解析に拡張した．Wei and Li

（2007）は，pathway-based回帰の名の下に，遺伝子などの間に存在する pathwayのハザードへ
の影響を評価するための Cox回帰モデルの推測を boostingにより行っている．

6.2 多状態モデル
ここまでで議論した生存時間データはイベントの種類が死亡など一つの場合であった．しか

しながら，イベントが生じるまでに他の医学的に関心のある事象を生じた後イベントを生ずる
症例が存在するなど，各症例の経過は一般に様々である．Andersen et al.（2000）で扱われた，
肝硬変症例を対象とした PROVA試験では，出血を起こし，その後に死亡する症例と，出血を
起こさず死亡する症例が見られた．試験開始時の状態を 0，出血を起こした状態を 1，死亡した
状態を 2とし，薬剤ならびに背景要因が，出血を起こすまでの期間に影響するか，出血を伴わ
ず死亡するまでの期間に影響するか，出血した後に死亡するまでの期間に影響するか，に関心
があった．このように複数の状態をイベントと見なしたデータに対する関心が最近高まってお
り，そのためのモデルは多状態（multi state）モデルと呼ばれる．中間に発生するイベントを考
慮することで，疾患の進行を考慮した考察が可能となる．肝硬変の例は，3つの状態で，0→ 1，
1→ 2，0→ 2の 3つの推移を許すモデルであり，illness-deathモデルと呼ばれる．様々な例が
Hougaard（1999）にある．
一般に，{0, 1, . . . ,k}の k種類の状態をとり得るとし，i番目の症例の時刻 tにおける状態を

Xi(t)で表すこととする．Xi(t)は非斉時的マルコフ過程であるとする．共変量 Zi を与えたと
きの，時刻 sにおいて状態 hである症例が，時刻 tにおいて状態 j に推移する推移確率を

Phj(s, t|Zi) =P (Xi(t)= j|Xi(s) =h,Zi)

により定義する．状態 hから状態 j に推移する条件付き推移強度関数を

αhj(t|Zi) = lim
∆→0

1

∆
P (Xi(t+ ∆)= j|Xi(t)=h,Zi)

により定義し，各条件付き推移強度関数に Cox型のモデル

αhj(t|Zi)=αhj0(t)exp(βT
hjZi)

を仮定する．ただし，αhj0(t)は推移 h→ j に対する基準推移強度関数とし，βhj は回帰係数と
する．βhj の推定は部分尤度関数の最大化により行うことができる．Nhji(t)を時刻 tまでに生
じた h→ j の推移の回数により定義される計数過程とし，Yhi(t)= I(Xi(t−)=h)とする．部分
尤度を最大にする βhj は，推移 h→ jのみをイベントと見なし，Yhi(t)をリスク集合過程とした
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場合の Andersen-Gillモデルと見なして推定することに他ならない（Andersen et al., 1993）．し
たがって，SASや S-plusなどの標準的なソフトウェアーで比較的容易に推定量の計算が可能で
ある（Andersen and Klein, 2002）．Andersen-Gill型のモデルであれば任意のモデルを用いるこ
とができ，Shu and Klein（2005）は加法ハザードモデルによる多状態モデルの推測を議論した．
一方で，いずれのモデルを用いても，各推移が競合的に生じることから，各推移に対する回帰
パラメータの解釈は，一般には容易ではない．解釈が容易な量として，共変量 Z0を有する症例
が時刻 tに状態 j にいる確率，状態占有確率（stage occupation probability）Pr(Xi(t) = j|Z0)を
考えることができる．各推移に対するモデルから，積積分（product-integral）により推定される
が（Andersen and Klein, 2002），これは Z0 に関して複雑な非線形関数となり，共変量の効果と
しては，解釈が困難となる．Scheike and Zhang（2007）, Andersen and Klein（2007）は，推移強
度に対してではなく，状態占有確率に対して，一般化線形モデル型のモデルを考えた．これら
の方法では，状態占有確率に対する共変量の影響の評価は直接的であり，更にマルコフ性の仮
定を必要としない．一方で，多状態モデルのもともとの動機となる病態間の推移は推定されな
いことになる．このようにいずれの立場に立っても，必ずしも解釈が容易でない部分があり，
より解釈の容易な方法の開発が必要と考えられる．

6.3 繰り返し測定データの解析
多くの医学研究においては，関心のある変数は経時的に繰り返し評価され，繰り返し測定デー

タと呼ばれる．繰り返し測定データに対しては，様々な解析手法が提案されてきている（Diggle

et al., 2002）．最近，Lin and Ying（2001）, Martinussen and Scheike（1999, 2001）, Cheng and

Wei（2000）などにより，計数過程に基づく興味深い方法が提案された．ここでは Cheng and Wei

（2000）で扱われたモデルを考える．Xi(t)を時刻 t における，関心のある変数の測定値とし，モ
デル

E{Xi(t)|Zi}=µ0(t)exp(βT
0 Zi), i= 1,2, . . . ,n

を考える．ただし µ0(·)は未知関数とし，β0は p次元回帰係数とする．二値データに対しては，
このモデルは相対リスクに対する回帰モデルに相当する．経時測定データを評価する際，一般
には予定された測定時点は遵守できず，測定時期は不規則となる．症例 iの時刻 tまでの測定
回数を Ni(t)とする．すなわち，Ni(t)は測定をイベントと見なした際の計数過程とし，Cox型
のモデル E[Ni(t)|Wi] =Λ0(t)exp(ηT

0 Wi)を仮定する．ただし，Wiは Ziのいくつかの成分から
なるベクトルとし，η0の推定は通常の部分尤度に基づく推定量 η̂により行うことができる．時
刻 tまでの累積測定値

∫ t

0
Xi(u)dNi(u)を考え，残差

MX
i (t;β,η) =

∫ t

0

{Xi(u)dNi(u) − exp(βTZi)exp(ηTWi)Yi(u)dΓ̂(u;β,η)}

を考える．ただし，

Γ̂(t;β,η)=
n∑

i=1

∫ t

0

Yi(u)∑n
j=1Yj(u)exp{βTZj}exp{ηTWj}Xi(u)dNi(u)

とする．生存時間解析におけるマルチンゲール推定関数の場合と同様にして，βに関する µ0(t)

に依存しない推定方程式を得ることができる（Cheng and Wei, 2000; Hattori, 2008b）. Lin and

Ying（2001）, Martinussen and Scheike（1999, 2001）, Sun and Wu（2005）は加法的モデルに対し
て，同様な方法により，簡明な推定方程式を導いている．このように，計数過程の方法は，実
際の経時測定データに現れるような，評価時期が共変量に依存する状況へのモデリングとして
有用である．また，マルチンゲール推定方程式による方法が，経時測定データの解析に対する
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セミパラメトリック推測に対して，簡明な方法を提供している．理論的正当化には，経験過程
の理論やマーク付き点過程の理論が有効に用いられている．

7. おわりに

本論文では，右側打ち切りを受ける一変量生存時間データならびに再発事象データに対する
セミパラメトリック推測法の最近の進展についてまとめた．Cox比例ハザードモデルに加えて，
加法ハザードモデル，比例オッズモデル，線形変換モデル，加速モデルを取り上げたが，更にそれ
らを組み合わせたモデル（Lin and Ying, 1995; Chen and Jewell, 2001; Martinussen and Scheike,

2002a）や，一部の回帰係数を時間依存にしたモデル（Martinussen et al., 2002; Martinussen and

Scheike, 2002b; Scheike and Martinussen, 2004）の推測法も開発されている．これらの多くでマ
ルチンゲール推定方程式の考え方が有効に用いられている．クラスター生存時間データあるい
は多変量生存時間データに対する周辺モデルに対しても，本論文で述べた方法は自然に拡張さ
れている（Spiekerman and Lin, 1998; Yin and Cai, 2004; Lu, 2005; Jin et al., 2005など）．また，
本稿では簡単のため共変量 Ziは時間に依存しないものとして話を進めたが，4節で扱った推定
法の多くで，時間依存型共変量を扱うことができる．
マルチンゲールは生存時間解析の手法の構成ならびに理論的発展に重要な役割を果たしてき

た．しかしながら，漸近理論の道具として見た場合，マルチンゲール中心極限定理が有効に働
くのは，一変量生存時間の場合あるいはポアソン性を仮定した Andersen-Gillモデルの場合に
限られ，3節に示したように，ポアソン性を要請しない場合や，クラスター生存時間データあ
るいは多変量生存時間データに対してはうまく機能しない．また，5節で議論した累積マルチ
ンゲール残差による適合度統計量（5.2）は多次元パラメータで添え字付けられており，マルチ
ンゲールによる理論的正当化はできない．これらの問題に対しては経験過程の理論により正当
化が行われている．本論文ではマルチンゲール推定関数に焦点を絞り議論したが，その起源は
Cox比例ハザードモデルに対する部分尤度法に見出すことができる．一方で，Cox（1972）に対
する討論において Breslow（1972）はノンパラメトリック最尤法による部分尤度法の解釈を与え
た．その考えに則り，最近，ノンパラメトリック最尤法により，混合モデルを含む広範なセミ
パラメトリックモデルの推測法が提案され，その理論的正当化ならびに推定量を計算するため
の EMアルゴリズムが実装された（Zeng and Lin, 2007b）．理論的正当化には，やはり経験過程
の理論が応用されており，経験過程の理論は生存時間解析研究に不可欠な道具となっている．
6節で概観したように，分子標的マーカー，遺伝子などの間に存在する pathwayに基づく生存
時間解析あるいは，複雑な病態推移を考慮した生存時間解析など，より生物学的，医学的な理
解を促進するようなモデルの開発および推測法の開発の重要性が近年増していると考えられる
（Aalen and Frigessi, 2007）．経験過程などの理論的基盤により，応用上重要な問題に対する推
測法の開発の更なる発展が望まれる．
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Semiparametric Inference in Survival Analysis and Related Topics
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Inference procedures for semiparametric non-proportional hazard regression models
such as an additive hazards model, a proportional odds model and an accelerated failure
time model have been developed. While the maximum partial likelihood method was
not applied successfully to these models, inference procedures have been developed for
them in a unified way based on martingale estimating equations. Furthermore, regression
diagnostics methods have been developed in a unified way based on martingale residuals.
This paper reviews recent developments of semiparametric failure time regression models
and some related topics.
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