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1 TL;DR

•レベルセット推定は得られた測定結果を用いて次の測定点を決定する
適応的実験設計の一つ

•各測定点を入力とし，対応する測定結果を出力とするブラックボック
ス関数を考慮し，データセットから推定された代理関数を用いて測定
されていない点が閾値を超えるかどうかを予測する

•代理関数が閾値を超える確率に基づいてレベルセット推定のための獲
得関数を提案する

2 レベルセット推定

レベルセット推定(Level set estimation: LSE)はブラックボックス関数の
出力値がある閾値より大きい（または小さい）入力空間上の領域を特定す
ることを目的とした問題であり，特にできるだけ少ない実験反復でLSE
を実行するための能動学習アプローチが提案されている

例材料の物理的特性が所望の品質を満たしていない不良領域を特定する
ことが重要な問題．精製された材料の様々な部分でX線回折のような
技術を用いて物理的特性を測定し，それらが許容下限値を超えている
かどうかを判定することによって決定する
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Figure 1: (a) Example of the three possible configurations of confidence regions. (b) Ambiguities of two example points. (c)
Chlorophyll concentration in relative fluorescence units (RFU) inferred from 2024 measurements on a vertical transect plane
of Lake Zurich (the level set at h = 1.3 RFU is shown dashed). (d) LSE after t = 50 iterations on a grid of 100 ⇥ 100 points:
regions of already classified points in orange (Ht) and blue (Lt), of yet unclassified points (Ut) in black, and observed points
({xi}1it) as white marks. Note how the sampling process focuses on the ambiguous regions around the desired level set.

The pseudocode of Algorithm 1 depicts in detail the oper-
ation of LSE. Our algorithm maintains a set of yet unclassi-
fied points Ut, as well as a superlevel set Ht and a sublevel
set Lt, which are updated at each iteration. Furthermore, the
algorithm maintains for each x a monotonically decreasing
confidence region Ct(x), which results from intersecting suc-
cessive confidence intervals, i.e.

Ct(x) =
t\

i=1

Qi(x) = Ct�1(x) \Qt(x).

Initially, all points x 2 D are unclassified and the confidence
regions have infinite range (line 1). At each iteration, the con-
fidence regions of all unclassified points are updated (line 6)
and each of these points is either classified into one of Ht or
Lt, or is left unclassified (lines 7–10). Then, the next point is
selected and evaluated (lines 11–12) and the new GP poste-
rior is computed (line 13). The algorithm terminates when all
points in D have been classified, in which case the estimated
super- and sublevel sets Ĥ and L̂ are returned (line 16).
Classification. The classification of a point x into Ht or
Lt depends on the position of its confidence region with re-
spect to the threshold level h. Intuitively, if all of Ct(x) lies
above h, then with high probability f(x) > h and x should

Algorithm 1 The LSE algorithm
Input: sample set D, GP prior (µ0 = 0, k, �0),

threshold value h, accuracy parameter ✏
Output: predicted sets Ĥ , L̂
1: H0  ?, L0  ?, U0  D,C0(x) R, for all x 2 D

2: t 1
3: while Ut�1 6= ? do
4: Ht  Ht�1, Lt  Lt�1, Ut  Ut�1

5: for all x 2 Ut�1 do
6: Ct(x) Ct�1(x) \Qt(x)
7: if min(Ct(x)) + ✏ > h then
8: Ut  Ut \ {x}, Ht  Ht [ {x}
9: else if max(Ct(x))� ✏  h then

10: Ut  Ut \ {x}, Lt  Lt [ {x}
11: xt argmaxx2Ut

(at(x))
12: yt f(xt) + nt

13: Compute µt(x) and �t(x) for all x 2 Ut

14: t t+ 1
15: Ĥ  Ht�1, L̂ Lt�1

be moved into Ht. Similarly, if Ct(x) lies below h, then x
should be moved into Lt. Otherwise, we are still uncertain
about the class of x, therefore it should, for the moment, re-
main unclassified. As can be seen in the classification rules
of lines 7 and 9, we relax these conditions by introducing an
accuracy parameter ✏, which trades off classification accuracy
for sampling cost. The resulting classification scheme is illus-
trated by the example of Figure 1a, in which point x would
be classified into Ht and point x00 into Lt, while point x0

would remain in Ut as unclassified. Note that LSE uses a
monotonic classification scheme, meaning that once a point
has been classified, it stays so until the algorithm terminates.
Sample selection. For selecting the next point to be evalu-
ated at each iteration, we define the following quantity

at(x) = min{max(Ct(x))� h, h�min(Ct(x))},

which we call ambiguity and, as it names suggests, quantifies
our uncertainty about whether x belongs to Ht or Lt (see
Figure 1b). The intuition of sampling at areas of the sample
space with large classification uncertainty, expecting to gain
more information about the problem at hand when sampling
at those areas, manifests itself in LSE by choosing to evaluate
at each iteration the point with the largest ambiguity amongst
the yet unclassified (see Figures 1c and 1d).

We can make an interesting observation at this point. If we
use the confidence intervals Qt(x) instead of the confidence
regions Ct(x) in the definition of ambiguity, we get

a
0
t
(x) = min{max(Qt(x))� h, h�min(Qt(x))}

= �
1/2
t

�t�1(x)� |µt�1(x)� h|.

For �1/2
t

= 1.96, this is identical to the straddle [Bryan et al.,
2005] selection rule, which can thus be intuitively explained
in terms of classification ambiguity.
Theoretical analysis. The convergence analysis of LSE
rests on quantifying the complexity of the GP prior for f

in information-theoretic terms. The information gain [Cover
and Thomas, 2006] about f from observing t noisy measure-
ments yt = (yi)1it is

I(yt; f) = H(yt)�H(yt | f).

Srinivas et al. [2010] used the maximum information gain
over all possible sets of t observations

�t = max
yt

I(yt; f)
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図 1: LSEの概念図

3 定式化

X を入力xのドメインとし，f : X → Rをxを入力とする未知の関
数とする．LSEの目的は閾値θが与えられた時に可能な限り少数のデー
タセットから候補点集合X = {xm}Mm=1に対応するそれぞれの出力
{f (xm)}Mm=1がθを超えるかどうかを分類することである．
LSEでは以下の手続きを繰り返すことでこの目的を達成する．

1.得られたデータセットからサロゲート関数 f̂ を推定

2.サロゲート関数を用いてそれぞれの候補点を上位レベル集合(出力が
閾値を超える集合)か下位レベル集合（出力が閾値を下回る集合）の
どちらかに分類

3.サロゲート関数に基づいて次の探索点を選択

4.選択した点をオラクルに問い合わせ対応する出力を取得

5.得られた点をデータセットに追加

サロゲート関数としてはガウス過程回帰(GP)が用いられることが多
い．今，入出力のペアの集合S = {(xn, yn)}Nn=1が与えられたとする．こ
のときGPでは関数 f̂ は平均関数m(x)，共分散関数k(x,x′)のガウス過程
に従って生成されると仮定する．GPを用いたLSEではGP事後分布に基
づいて次の探索点が決められる．具体的にはp(f̂ |y)をパラメータとする
獲得関数をα : X → Rとすると次の探索点は以下のように決められる．

xt = argmax
x∈X

α(x; p(f̂ | y))

代表的な獲得関数としてはStraddle, Maximum Improvement in Level-set
Estimation (MILE)などがある．これらはいずれも，GP事後分布の平均
±標準偏差がしきい値を含むような点の中から，上位・下位集合に分類
可能となる点が最も大きくなるような新規観測を決定論的に提案する．

4 確率的LSE

真の関数 f が事後分布p(f̂ | y)から生成されると仮定し，生成されたサ
ンプルパス f̂ に基づいてm番目の候補点xmが上位レベル集合か下位レ
ベル集合のどちらに所属するかを考える．xmが上位レベル集合に所属
するなら1，下位レベル集合に所属するなら0としたときxmがどちらに
所属するかは以下のように表現できる．

zm := z(xm) = 1R+(f̂ (xm)− θ).

このときΦ(·)を標準正規分布の累積分布関数とするとzm = 0である確
率は以下のように表すことができる．

p(zm = 0) =

∫ θ
−∞
p(f̂ (xm) | y)df̂ (xm) = Φ

(
θ − µ(xm)
σ(xm,xm)

)
=: p0m.

同様に p(zm = 1) = 1 − p0m =: p1mである．すなわち，p(f̂ | y)
に従ってサンプルパス f̂ を生成したときに，候補点xmが上位レベル集
合か下位レベル集合に分類される確率はベルヌーイ分布に従う．このと
きpminm = min{p0m, p1m}とするとpminm は候補点xmの分類の困難さを表
す．実用上は，しきい値θと真の関数値f (x)関数値が一致するような点
は分類が困難であるため，マージンγ > 0を設定して，候補点xmが
f (xm) ∈ Γ = [θ − γ, θ + γ)ならばこの点は候補点集合から取り除く．
f (xm) ∈ Γ = [θ − γ, θ + γ)になる事象wmの確率は

p(wm = 1) =

∫ θ+γ
θ−γ

p(f̂ (xm) | y)df̂ (xm)

=Φ

(
θ + γ − µ(xm)
σ(xm,xm)

)
−Φ

(
θ − γ − µ(xm)
σ(xm,xm)

)
=: q1m.

同様にp(wm = 0) = q0m = 1 − q1m．ここで rminm := min{p0m, p1m, q0m}と
し，以下のように獲得関数を定義する．

xm = argmax
xm∈X

rminm

これは，ベルヌーイ分布のパラメタが0.5に近い点が次の観測の候補点
として選ばれるという直観的にも自然な獲得関数であり，さらに真の関
数がΓに含まれない確率q0mも評価している．

4.1 停止基準

1−
∑M
m=1 r

min
m ≥ δ̃を満たした時にLSEを停止する．つまり全ての候補

点の獲得関数の値の総和が十分に小さくなるとLSEを停止する．このと
き，LSEを停止したタイミングにおいて以下の確率不等式が成り立つ．

Theorem 4.1. Let the candidate point set be X = {xm}Mm=1, then, the
following holds for ϵm = max{pminm , q1m} and ηm = 1R+(q

1
m − pmaxm ):

p (∀xm ∈ X, |zm − E [zm]| ≤ ϵm, wm ≥ ηm) ≥ 1−
M∑
m=1

rminm .

つまり1 −
∑M
m=1 r

min
m ≥ δ̃を満たす時にLSEを停止することでこの

確率不等式が成り立つ確率が少なくとも δ̃以上であることを保証できる．
ここで δ̃はユーザが許容できる「停止が早すぎて候補点を誤分類してし
まうか真の関数がマージンに含まれていない確率」をコントロールする，
ユーザ定義の値である．
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