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【目的】

確率場に対する極値理論が盛んになりつつあり確率過程に対する極値理
論で知られている結果に相当するものが確率場についても得られている。
今回はStehrとRønn-Nielsenの結果の一部とその拡張を紹介する。

【極値理論とは】

極値理論では極端な値をとるデータの出現の仕方、その確率分布を関心
の対象としてきた。現実の現象では、起こるのは稀であるがもし起こると甚
大な影響がでるような自然現象、豪雨や大地震などが対象となる。

【ℤ!上の確率場】

ここではℤ!上の確率場 𝜉" "∈ℤ!と、 ℤ!の有限部分集合の列 𝐷% %∈ℕに対

しその最大値 𝑀 𝐷% = max
"∈'"

𝜉"の従う分布を考える。次のような結果が得ら

れている。

定理 𝐷% %∈ℕは仮定１を満たし、確率場 𝜉" "∈ℤ!は定常であるとする。ま

た定数列 𝑎% (∈ℕ > 0、 𝑏% %∈ℕが存在して、全ての𝑥 ∈ ℝに対し条件

𝒟 𝑎%𝑥 + 𝑏%; 𝐾% が成り立つとする。さらに定数𝑎 > 0が存在して、 𝐷% ~𝑎 5
𝑛となるとする。このとき、非退化な分布関数𝐺 𝑥 が存在して、任意の𝑥 ∈ ℝ
に対し、

𝑃 𝑀 𝐷% ≤ 𝑎%𝑥 + 𝑏% → 𝐺(𝑥)
となるならば、 𝐺 𝑥 は極値分布の分布関数。

（仮定１、条件𝒟 𝑎%𝑥 + 𝑏%; 𝐾% についての詳細は省略する）

注 ここで仮定１を満たす 𝐷% %∈ℕとしては次のようなものが挙げられる。
𝐶 ⊆ ℝ!を𝑝-convexである、すなわち連結で 𝑝個の凸体𝐶), ⋯ , 𝐶*が存在して

𝐶 = ⋃+,)
* 𝐶+と表されるとする。さらに定数列 𝑟% (∈ℕ > 0をとり、𝐷% = 𝑟%𝐶 ∩

ℤ!とする。𝑟% → ∞のとき、これは仮定１を満たす。例えば𝐷% = 1,… , 𝑛 !な
どが仮定１を満たす。さらに定理中の条件 𝐷% ~𝑎 5 𝑛を満たすには、
r(~ 𝑎 5 𝑛 )/!となるよう 𝑟% (∈ℕをとればよい。

一方、 0 < 𝑑. < 𝑑、𝐷 ∈ ℤ!/!#として、 𝐷% = 𝐷× 1,… , 𝑛 !#のようなものは

仮定１を満たさない。

【条件の緩和】

私たちは定理中の条件 𝐷% ~𝑎 5 𝑛を緩和することを考えた。まずはじめに
、 𝐷% %∈ℕからいくつか取り除いたり、有限個ずつ複製する操作ではその他

の条件が保存されるので、これらの操作で上の条件を満たす新たな添字集
合列を構成できる範囲を考えた。

命題 𝐷% %∈ℕは仮定１を満たし、確率場 𝜉" "∈ℤ!は定常であるとする。ま

た定数列 𝑎% (∈ℕ > 0、 𝑏% %∈ℕが存在して、全ての𝑥 ∈ ℝに対し条件

𝒟 𝑎%𝑥 + 𝑏%; 𝐾% が成り立つとする。さらに 𝐷% %∈ℕが 𝐷%$ が狭義単調増加

し、|𝐷%$%&|/ 𝐷%$ → 1となるような部分列 𝐷%$ 0∈ℕ
を持つとする。このとき、

非退化な分布関数𝐺 𝑥 が存在して、任意の𝑥 ∈ ℝに対し、

𝑃 𝑀 𝐷% ≤ 𝑎%𝑥 + 𝑏% → 𝐺(𝑥)

となるならば、 𝐺 𝑥 は極値分布の分布関数。

𝐷% の増加が速すぎると極値分布以外にも収束する。特に

⁄𝐷%1) 𝐷% → ∞のときはGreen (1976)の証明の構成法と同様にして、如

何なる分布𝐺 𝑥 に対しても、それに収束する 𝜉" "∈ℤ! 、 𝑎% (∈ℕ > 0、

𝑏% %∈ℕ を構成できる。 ⁄𝐷%1) 𝐷% → 𝑎 > 1の場合も同様の構成のし方を

すると𝐺 𝑥 そのものではないが、極値分布以外も取り得る分布に収束する

ことが示せた。

【ℝ!上の確率場】

ここでは次のような確率場を考える。

𝑋" = P
ℝ!
𝑓 𝑣 − 𝑢 Λ 𝑑𝑢 𝑣 ∈ ℝ!

ここで𝑓はintegration kernelで、ΛはLévy basisと呼ばれるℝ!上のrandom 

measureとする。このように表される確率場をLévy-driven random fieldと呼
ぶ。

Λに適当な仮定を置くと、任意のBorel集合𝐴 ⊆ ℝ!に対して、確率変数
Λ 𝐴 は以下のようなLévy-Khintchine表現と呼ばれるものを持つ。

𝐶 𝜆 † Λ 𝐴

= 𝑖𝜆𝑎 𝐴 −
1
2
𝜆3𝜃 𝐴 +P

4×ℝ
𝑒+67 − 1 − 𝑖𝜆𝑥𝟏 /),) 𝑥 𝐹 𝑑𝑢, 𝑑𝑥

ここで、 𝐶 𝜆 † 𝑌 は確率変数𝑌のcumulant functionを表し、𝑎 ∈ ℝ, 𝜃 ≥ 0, 𝐹
はLebesgue測度𝑚とLévy測度𝜌を用いて𝐹 = 𝑚⊗ 𝜌と表されるとする。

それぞれの論文では次のケースを考えている。

① 𝜌の右側の裾が正則変動する、すなわちある𝛼 > 0が存在して、任意
の𝑡 > 0に対して、

𝜌 𝑡𝑥,∞
𝜌 𝑥,∞

→ 𝑡/9 as 𝑥 → ∞

を満たす場合。[4]

② 𝜌 ∈ 𝒮: 𝛽 > 0 である、すなわち任意の𝑦 ∈ ℝに対して、

𝜌 𝑥 − 𝑦,∞
𝜌 𝑥,∞

→ 𝑒:; as 𝑥 → ∞

を満たす場合。[5]

③ 𝜌の右側の裾がGumbel分布の吸引領域に属し、𝜌 ∈ 𝒮<である場合。[6]

それぞれ次のような結果が得られている。

1. 適当な条件下で、任意のfull-dimensionalで有界な𝐵 ⊆ ℝ!に対して、

ℙ sup
"∈=

𝑋" > 𝑥 ~𝜌 𝑥,∞ 5 𝑓, 𝜌による定数 as 𝑥 → ∞.

2. 適当な仮定を満たす添字集合列 𝐶% %∈ℕ ⊆ ℝ!,定数列 𝑎% (∈ℕ > 0,
𝑏% %∈ℕ,任意の実数𝑥に対して、

lim
%→?

ℙ sup
"∈@"

𝑋" > 𝑎%𝑥 + 𝑏% =

p
exp −𝑥/9 5 𝑓, 𝜌による定数 ①

exp −𝑒/7 5 𝑓, 𝜌による定数 ②、③
.

つまりこれらの論文の設定ではsup 𝑋"の分布は𝜌（の右側の裾を正規化し

た分布）がどの極値分布の吸引領域に属するかに対応している。今後はよ
り広い設定で同様のことが言えるか議論していきたい。
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