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1 概観

離散凸解析では，種々の離散凸性が定義されるが，それぞれの離散凸集
合に対して多面体表現が知られている．ここで，「離散凸集合の多面体
表現」とは，離散凸集合の凸包の不等式系による表現のことである．こ
のような表現は，多面体的組合せ論と呼ばれる組合せ最適化の標準的な
アプローチの基礎となる．
離散凸解析で扱われる（ほとんど）すべての種類の離散凸集合S (⊆ Zn)

について，次のことが成り立つ．
•凸包Sは多面体で，不等式による表現S = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}をもつ．
• Sは穴をもたない．すなわち，S = S ∩ Znである．
• Sの表現からS自身の表現S = {x ∈ Zn | Ax ≤ b} が導かれる．
M凸集合，L凸集合などについて，その凸包を表現する不等式⟨a, x⟩ ≤ b

の係数ベクトルa（行列Aの行ベクトル）の特徴が知られている．以下
のすべての場合にa ∈ {−1, 0,+1}nである．

集合S 不等式⟨a, x⟩ ≤ bの係数ベクトルa
整数区間 ±111i
M 凸集合 111I, −111N (= −1)
M♮凸集合 ±111I
M2凸集合 111I, −111N (= −1)
M♮2凸集合 ±111I
L 凸集合 111j − 111i
L♮凸集合 111j − 111i , ±111i
L2凸集合 111J − 111I (|I| = |J|)
L♮2凸集合 111J − 111I (|I| − |J| ∈ {−1, 0, 1})
マルチモジュラ集合 ±111I (I = {i | k ≤ i ≤ l}：連続区間)
(注）N = {1, 2, . . . , n}
　　111I: 集合Iの特性ベクトル，111i : 第 i単位ベクトル

なお，整凸集合や有向離散中点凸集合については，凸包が多面体を成す
ことは示されているものの，不等式の特徴づけは知られていない．

例 1.1　集合S (⊆ Z4) の凸包が
S = {x | x1 + x2 − x3 − x4 = 0}

であるとする．等式を不等式に書き換えると，

a(1) = (1, 1,−1,−1), a(2) = (−1,−1, 1, 1)
に対する不等式⟨a, x⟩ ≤ 0となる．上の表によると，M♮凸集合ではa =
±111I で，aの成分に+1と−1の両方が現れることはないから，このSは
M♮凸ではない．L♮凸集合の場合はa = 111j − 111iまたはa = ±111i で，非零
成分の個数は2以下であるから，このSはL♮凸ではない．次に，L2凸集
合の可能性を考える．この場合，上の表ではa = 111J − 111I (|I| = |J|) と
なっており，ベクトルa(1), a(2)はともにこの形である．実際，SはL凸
集合

S1 = {y ∈ Z4 | y1 − y3 = 0, y2 − y4 = 0},
S2 = {z ∈ Z4 | z1 − z4 = 0, z2 − z3 = 0}

のミンコフスキー和S = {y + z | y ∈ S1, z ∈ S2} である．

例 1.2　集合

S = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}
は（単位立方体に含まれるから）整凸集合である．Sの凸包は四面体で
あり，４本の不等式

x1+ x2+ x3 ≤ 2, x1− x2− x3 ≤ 0, −x1+ x2− x3 ≤ 0, −x1− x2+ x3 ≤ 0
で記述される．第２の不等式の係数ベクトルがa = (1,−1,−1)であるこ
とから，表より，SはM♮2凸集合ではない．第１の不等式ではa = (1, 1, 1)

であるが，表によると，L♮2凸集合ではa = 111
J−111I (|I|− |J| ∈ {−1, 0, 1})

の形でなければならないから，SはL♮2凸集合でもない．さらに，Sはマ
ルチモジュラでないことも第２の不等式から分かる．

2 L2凸集合の多面体表現

非空集合 S (⊆ Zn)が次の二つの条件を満たすとき，L凸集合であるいう:

x, y ∈ S =⇒ x ∨ y , x ∧ y ∈ S,
x ∈ S, µ ∈ Z =⇒ x + µ1 ∈ S

（記号：x ∨ y , x ∧ y は，成分毎の最大値，最小値を成分とするベクト
ル）．２つのL凸集合のミンコフスキー和（ベクトル和）で表現できる集
合S = {y + z | y ∈ S1, z ∈ S2}をL2凸集合という．

定理 2.1　L2凸集合 S ⊆ Zn は，(I, J)によって添字づけられた適当な
γIJ ∈ Z ∪ {+∞} に対して

S = {x ∈ Zn | x(J)− x(I) ≤ γIJ (∀I, J : |I| = |J|, I ∩ J = ∅)} (1)

と表現できる（記号：x(I) =
∑
i∈I xi , x(J) =

∑
j∈J xj）．

この定理には２つの異なる証明がある．一つは共役性定理やM2最適
性規準といった離散凸解析の構造的結果を用いた証明である．もう一つ
は代数的な直接証明であり，構成するL凸集合の多面体表現の不等式系
にフーリエ・モツキンの消去法を適用する．なお，L2凸集合を表現する
不等式の個数は指数個になりうる．
式(1) の(I, J)は，グラフ上の有向閉路に対応する．例えば，

S1 = {y ∈ Z4 | y2 − y1 ≤ 3, y3 − y2 ≤ 5, y4 − y3 ≤ 8,
y1 − y4 ≤ 7},

S2 = {z ∈ Z4 | z1 − z3 ≤ 2, z4 − z1 ≤ 1, z2 − z3 ≤ 3,
z4 − z2 ≤ 5, z3 − z4 ≤ 2}

で定義されるL2凸集合S = S1+S2 に対して，S1, S2, Sに対応するグラ
フG1, G2, G1 + G◦2 （G

◦
2はG2の辺の向きを反転したグラフ）は
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となる．Sの不等式表現は

x1 − x3 ≤ 17, x1 − x4 ≤ 11,
x2 − x1 ≤ 9, x2 − x3 ≤ 21, x2 − x4 ≤ 15,
x3 − x1 ≤ 11, x3 − x2 ≤ 12, x3 − x4 ≤ 17,
x4 − x1 ≤ 17, x4 − x2 ≤ 18, x4 − x3 ≤ 11,
x2 + x4 − x1 − x3 ≤ 15

であり，４つの変数を含む不等式x2 + x4 − x1 − x3 ≤ 15 は混合閉路
C = (1, 2)1(2, 3)2(3, 4)1(4, 1)2 に対応する．
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