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1 導入

都道府県ごとに様々なものに対する物価の指数を考えたり、

複数の野球チームで打率や長打率、ホームラン数などの複数の

データが得られたり、といった状況ではデータが自然に行列構造

を持つことが想定される. 

こうした行列型のデータで平均の推定を行う場合、行列構造を

無視してベクトルの形にして、ベクトル型の縮小推定量である

James-Stein推定量を用いることと、行列型の縮小推定量である

Efron-Morris推定量を用いることで推定精度を向上させることが

期待できる. どちらの推定量を用いる方が良いだろうか. データに

基づいてどちらの推定量を用いるべきかを決めたい.

本ポスターは久保川達也教授(東京大学)との共同研究[3]に基

づく.

2 提案する縮小推定量の形

行列データが𝑿 ∼ 𝑁𝑚×𝑝 𝚯, 𝑰𝒎 ⊗ 𝑰𝒑 に従って得られていると

き、平均𝚯を推定したい. このとき2つのよく知られた縮小推定量

として

・ James-Stein推定量

𝚯𝑱𝑺 = 𝑿 𝑰𝒑 −
𝑚𝑝−2

tr 𝑿′𝑿
𝑰𝒑

・ Efron-Morris推定量

𝚯𝑬𝑴 = 𝑿 𝑰𝒑 − 𝑚 − 𝑝 − 1 𝑿′𝑿 −1

がある. 

重み付きの縮小推定量

𝚯𝑾𝑺𝑬 = ෝ𝑤𝚯𝐸𝑀 + 1 − ෝ𝑤 𝚯𝐽𝑆

を提案する. 

3 重みの決定

重みෝ𝑤をどのように決めるかが重要となる.

・決め方1：SURE(Steinの不偏なリスク関数の推定量)を最小化

・決め方2：事前分布に対して行列正規分布とベクトル正規分

布の混合を仮定した、経験ベイズ推定量として導出

詳細は[3]を参照. 以降詳細を省略している部分は基本的に[3]

を参照.

4 推定精度に関する理論

推定量を𝚯とすると、その推定精度の良し悪しを損失関数と呼

ばれるもので測る. 例えば𝐿 𝚯,𝚯 = ||𝚯 − 𝚯||2 = σ𝑖,𝑗൫

൯

Θ𝑖𝑗 −

Θ𝑖𝑗
2
という形のように、真の平均から離れた値をとる程大きな値

をとり、真の平均を上手く推定できている時程小さな値をとるよう

なものを考える. このときリスク関数を𝑿に関する期待値で、

𝑅 𝚯, 𝚯 = 𝐸[𝐿(𝚯,𝚯)]と定める.

右の図は3つの推定量に対して、

リスクの値を表したイメージ図である.

どの推定量が良いか.

ここでは、リスクが最も悪くなる場合を比較するミニマックス性と

いう基準を考える. つまり、sup
Θ

𝑅(𝚯, 𝚯)を最小化する推定量をミ

ニマックスであるという. 𝚯𝒂はミニマックスではない. 正規分布で

は𝚯𝒃 = 𝑿はミニマックスである事が知られている. 𝚯𝒄は𝚯𝒃よりグ

ラフが下にあり、ミニマックスである.

重みを決め方1,2のどちらのケースでもミニマックス性の成立を

証明することができる.

5 分散が未知の場合

分散が未知の場合、 𝑿 ∼ 𝑁𝑚×𝑝 𝚯, 𝑰𝒎 ⊗𝚺 , 𝐒 ∼ 𝑊𝑝(𝒏, 𝚺)を考

える. とくに𝑛 < 𝑝の場合も含めてミニマックス性を証明すること
ができる. 𝑛 < 𝑝の場合には一般化逆行列を用いる.

6 Positive-part 推定量による改良

𝑿𝑿′や𝑿𝑺+𝑿′の固有値を用いて縮小推定量を書き直す事がで
きる. 一般的に固有値の縮小を行う推定量では、固有値を縮小
しすぎて負になってしまう場合には0で打ち切るPositive-part推定
量を用いることで改良することができる. 分散が未知の場合には
[1],[2]に証明がある. 分散が既知の場合にも分散が未知の場合
と同様の方法で証明を行う事が出来る.

7 推定量の特徴

𝑿𝑿′や𝑿𝑺+𝑿′の固有値が全て近い値をとる場合は、すべての
固有値を同じように縮小することが望ましく、James-Stein推定量
がよい. 固有値がばらばらの値をとる場合には、それぞれの固
有値の大きさに対応した縮小が望ましく、Efron-Morris推定量が
良い. 提案した重みはちょうどそのようになっており、数値的にも
それぞれのよい部分を活かしていることが分かる.
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