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1 概要
リーマンゼータ関数ζ(s)は次の関数等式を満たす．

ζ(1− s) = 2(2π)−sΓ(s) cos
πs

2
ζ(s) (s ∈ C).

この等式は，リーマンのクシー関数ξ(s)を用いて記述すれば

ξ(1− s) = ξ(s), ξ(s) :=
s(s− 1)

2
π−

s
2Γ
( s
2

)
ζ(s)

のように，より対称性が高い形に書き換えることが可能である．概均質
ベクトル空間の理論は，関数等式を満たす（多変数）ゼータ関数を系統
的に構成する手法を与える．そのような多変数のゼータ関数に対しても
上記のような現象が見られるのかどうか，あるいはどのような条件が必
要か，といった問いが自然に提起される．

2 記号およびガンマ行列の分解例
Γ(s)は通常のガンマ関数とし，c(z), s(z)およびe [z]は次で定義する．

c(z) := cos
πz

2
, s(z) := sin

πz

2
, e [z] := exp

(π√−1

2
z
)
.
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Shintani (Chapter 1; 1975), F. Sato (§§7.2 Example (B); 1982) では，

ξ
(
s1,

3

2
− s1 − s2

)
= M(s1, s2)ξ

∗(s1, s2)

という関数等式が与えられている．ただしM(s1, s2)は

M(s1, s2) :=

√
π

2

(2
π

)s1+2s2
Γ(s2)Γ

(
s1 + s2 −

1

2

)(
s(s1 + 2s2) s(s1)

c(s1) c(s1 + 2s2)

)
で定義される正方行列である．このときM(s1, s2)は，直交行列τ := 1√

2
( 1 1
1 −1 )に

よる共役をとれば，次のように対角行列と直交行列の積に分解される．

τM(s1, s2)τ
−1 = D−

(
s1+s2−

1

2

)
·
(
1 1
1 −1

)
·D+(s2), D±(s) :=

2sΓ(s)

πs

(
c(s) 0
0 ±s(s)

)
� �

3 等質錐に付随するゼータ関数のガンマ行列
階数 rの等質錐が与えられたとき，それに付随して (局所)ゼータ関数
Φ(f ; s)が定義でき，それは，双対錐の(局所)ゼータ関数Φ∗(f ; s) との
関係式として，次の形の関数等式を満たす (cf. [2])．

Φ(f̂ ; s) =
Γ
(
α(s)

)
(2π)|α(s)|Ar

(
α(s)

)
Φ∗(f ; τ (s)) (s ∈ Cr).

ただしベクトルα ∈ Crに対してΓ(α) = Γ(α1) · · ·Γ(αr)であり，α(s),

τ (s)はそれぞれ適切なCr上のアフィン変換である．また f̂はfのフーリ
エ変換を表しており，Ar(α)は，Ir := {1,−1}rを用いて

Ar(α) =

exp

{
π
√
−1

2

( r∑
j=1

εjδjαj +
1

2

∑
1≤j<k≤r

εjδknkj

)}
ε,δ∈Ir

により定義される正方行列である．Ar(α)の定義に現れたnkj ∈ Z≥0は
等質錐の構造情報である．さて，直交行列J (j)を帰納的に

J (1) :=
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, J (j) :=

1√
2

(
J (j−1) J (j−1)

J (j−1) −J (j−1)

)
.

と定義し，さらに非可換元aiに対して
(∏ rev

)r
j=1aj := ar · · · a1とおく.

定理 ([1])

関数等式のガンマ行列は，J (r)に関して，次の行列と共役である．

2r
(
I2r−1 0
0

√
−1I2r−1

) r∏
j=1

rev
{ r∏
k=j+1

exp(nkjXkj) · D̃
(r)
j (αj)

}
すなわちガンマ行列は，等質錐の構造情報にのみ依存する直交行
列exp(nkjXkj)と，1つの変数にのみ依存する対角行列D̃

(r)
j (αj)た

ちの積に分解される．ただしr ≥ 3とし，XkjおよびD̃
(r)
j (αj)は，

Xkj =
π

2
·

r−k︷ ︸︸ ︷
I2 ⊗ · · · ⊗ I2⊗

k−j−1︷ ︸︸ ︷
A2 ⊗ · · · ⊗ A2⊗R2 ⊗

j︷ ︸︸ ︷
I2 ⊗ · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸

r

,

D̃
(r)
j (αj) =


Γ(α1)

(2π)α1

(
D

(r)
1 (α1) 0

0 D
(r)
1 (α1−1)

)
(j = 1),

Γ(αj)

(2π)αj

(
D

(r)
j (αj) 0

0 D
(r)
j (αj)

)
(j = 2, . . . , r),

ここでD
(k)
j は，次のように帰納的に定義される対角行列である．

D
(2)
1 (α) :=

(
c(α) 0
0 s(α)

)
, D

(2)
2 (α) :=

(
c(α) 0
0 −s(α)

)
,

D
(r)
1 (α) :=

(
c(α)I2r−2 0

0 s(α)I2r−2

)
, D

(r)
2 (α) :=

(
D

(r−1)
1 (α) 0

0 D
(r−1)
1 (α+1)

)
,

D
(r)
k (α) := D

(r−1)
k−1 (α)⊗ I2 =

(
D

(r−1)
k−1 (α) 0

0 D
(r−1)
k−1 (α)

)
(k = 3, . . . , r).

3.1 補足
•この定理は，局所ゼータ関数のなす空間において，基底をうまく選ぶと，ガンマ行
列による変換は，底空間の構造情報から定まる直交行列と引数が1変数のみの対角
行列たちの積という，非常にきれいな形に分解されることを示している．

•今のところ本定理の応用は見つかっていないが，ガンマ行列の解析に有効に活用で
きるのであれば，他の概均質ゼータ関数のガンマ行列の解析にも応用が期待できる．

•等質錐の構造情報nkjがある条件を満たすときには，さらにリーマンのクシー関数
のように，関数等式を完備化することもできる (cf. [1])．
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r = 2のとき，I2の順序を適当に定めるとA2(α)は

A2(s) =

 e[+s1+s2+n21] e[+s1−s2−n21] e[−s1−s2−n21] e[−s1+s2+n21]
e[+s1−s2+n21] e[+s1+s2−n21] e[−s1+s2−n21] e[−s1−s2+n21]
e[−s1−s2−n21] e[−s1+s2+n21] e[+s1+s2+n21] e[+s1−s2−n21]
e[−s1+s2−n21] e[−s1−s2+n21] e[+s1−s2+n21] e[+s1+s2−n21]


となる．定理により，A2(s)は次の行列とJ (2)に関して共役である．

22

(
1
1 √

−1 √
−1

) c(s2)
s(s2)

c(s2)
c(s2)


×

 c(n21) −s(n21)
s(n21) c(n21)

c(n21) −s(n21)
s(n21) c(n21)

 c(s1)
s(s1)

c(s1−1)
c(s1−1)

 .

� �
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