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はじめに

トーラス上のデータ
d次元トーラス上のデータとは，d個の角度から成るベクトル
(u1, u2, . . . , ud) (∈ [0, 2π)d)として表される観測の集合のことをいう．

wind direction at 6 a.m.
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図１. ヒューストン（アメリカ）の気象観測所にて観測された午前６時と正午の風向
データ．個々の観測が，左図では [0, 2π)2上の点として，右図では2次元トーラス上の
点として表されている．

コピュラ
d次元コピュラとは，それぞれの1次元周辺分布が [0, 1]上の一様分布と
なるd次元分布関数のことをいう．
d次元コピュラを変換することにより，任意の1次元周辺分布関数を持
つd次元分布関数を得ることが可能（スクラーの定理）．

=⇒ コピュラにより，柔軟なモデリングが可能となる！

研究の目的
2次元トーラス上のコピュラとしては，Wehrly & Johnson (1980)のコピュ
ラがよく知られているが，その一般次元トーラス上への拡張は知られて
いないようである．
そこで本研究では，Wehrly & Johnson (1980)によるコピュラを拡張し，
多次元トーラス上のコピュラを提案する．
なお本研究は，Christophe Ley准教授(University of Luxembourg, Luxem-
bourg)との共同研究である．

3次元トーラス上のコピュラモデル

本研究では，d次元トーラス上のコピュラを議論するが，はじめに3次元
トーラス上のコピュラを考える．

定義
以下の確率密度関数を持つ3次元トーラス上の確率分布を提案する：
c(u1, u2, u3)

= c2

[
c1 + 2 {ρ12 cos(u1 − u2) + ρ13 cos(u1 − u3) + ρ23 cos(u2 − u3)}

]−1
,

(u1, u2, u3) ∈ [0, 2π)3. (1)
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また，パラメータの条件として，ρ12, ρ13, ρ23 ∈ R \ {0}, ρ12ρ13ρ23 > 0,
そして，ある(i , j, k)に対して |ρkℓ| < |ρjkρjℓ|/(|ρjk |+ |ρjℓ|)を仮定する.

分布(1)の性質

modesとantimodes 確率密度関数(1)が最大となるのは，
(i) uj = uk = uℓ if ρkℓ < ρjkρjℓ/|ρjk + ρjℓ|, ρjk + ρjℓ < 0,
(ii) uj = uk + π = uℓ + π if ρkℓ < ρjkρjℓ/|ρjk + ρjℓ|, ρjk + ρjℓ > 0,
(iii) uj = uk + π = uℓ if ρkℓ > ρjkρjℓ/(ρjk − ρjℓ),
のときである．また，最小となるのは，uj = uk = uℓ + π のときである．
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(−ρ12,−ρ13) = (5, 0.5) (−ρ12,−ρ13) = (1, 0.5) (−ρ12,−ρ13) = (0.15, 0.5) (−ρ12,−ρ13) = (−5,−0.5)

図２. 確率密度関数 (1)の等高線プロット．ただし，(u3, ρ23) = (0, 0.1)であり，x軸，
y軸はそれぞれu1，u2を表す．また，‘×’はmodeを表す．

周辺分布・条件付き分布
(U1, U2, U3) ∼分布(1) とする．このとき，以下が成り立つ：
• Ujの周辺分布： [0, 2π)上の一様分布．

c(uj) =
1

2π
, 0 ≤ uj < 2π.

• (Uj , Uk)の周辺分布： Wehrly–Johnsonコピュラのサブモデル．

c(uj , uk) =
1

4π2

|1− δ2jk |
1 + δ2jk − 2δjk cos(uj − uk − ηjk)

, 0 ≤ uj , uk < 2π.

ここで，δjk = |ϕjk |, ηjk = arg(ϕjk) ∈ {0, π}, ϕjk = {ρjℓρkℓ/ρjk −
ρjkρjℓ/ρkℓ − ρjkρkℓ/ρjℓ − (2π)3c2}/(2ρjk).

• 条件付き分布についても，下記のように知られた分布となる：
(Uj , Uk) |Uℓ = uℓ ∼ Kato & Pewsey (2015)の分布,
Uj |Uk = uk ∼ wrapped Cauchy分布,
Uj | (Uk , Uℓ) = (uk , uℓ) ∼ wrapped Cauchy分布.

　上述の結果を用いることにより，3つの独立な(0, 1)上の一様乱数から，
提案した分布(1)に従う確率ベクトルを棄却なく生成することが可能．

d次元トーラス上のコピュラモデル

定義 d次元トーラス上の分布を，以下の確率密度関数で定義する：

c(u1, . . . , ud) ∝
{
c1 + 2

∑
1≤j<k≤d

ρjk cos(uj − uk)
}−1
, 0 ≤ uj < 2π. (2)

ここで，ρjk ∈ R, c1 ≥ 2
∑
1≤j<k≤d |ρjk |.

性質 (U1, . . . , Ud) ∼分布(2)とする． このとき，以下が成立する：
• Ujの周辺分布：　 [0, 2π)上の一様分布．
• Uj | (U1, . . . , Uj−1, Uj+1, . . . , Ud) = (u1, . . . , uj−1, uj+1, . . . , ud)
の条件付き分布：　wrapped Cauchy分布．
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