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生物の死亡数や事故発生数等の個数データがどのような分布に従うの
か、という問題は古くから関心がもたれている。このような問題に対し、
ポアソン分布はポアソン過程や小数法則等の導出背景や唯一つのパ
ラメータで簡潔に表現されるという利点から重宝されてきた。また、ポア
ソン分布のパラメータが他の分布に従うと仮定して導出される混合ポア
ソン分布は発生傾向の異なる事象が混合している場合も考慮に入れる
ことができる分布として注目を集めてきた。

混合ポアソン分布はその導出背景から、大きな観測値が見られる割合
が元のポアソン分布よりも大きくなる。このような性質を持つ分布を裾の
長い分布と呼び、逆に、大きな観測値が見られる割合がポアソン分布よ
りも小さくなる分布を裾の短い分布と呼ぶ。

離散型分布族ではこの裾の長短に関する尺度として、分散の平均に対
する比で定義される分散指数が用いられる。ポアソン分布はこの値が1

として特徴づけられることから、分散指数が1よりも大きくなる分布は（ポ
アソン分布に対して）過大分散型分布、1より小さくなる分布は(ポアソン
分布に対して)過小分散型分布と呼ばれる。ポアソン分布と同様に古く
から知られている二項分布と負の二項分布はそれぞれ過小分散型分
布と過大分散型分布に分類される。

この分散指数の値が取り得る範囲が広い分布を考えることで、裾の長
短について柔軟に対応できる分布を考えることができる。

Conway and Maxwell (1962)によって導出されたConway-Maxwell-

Poisson分布は

という確率関数を持ち、ただし、 ,                                    ,

● のとき、負の二項分布の特別な形である幾何分布
● のとき、ポアソン分布
● のとき、二項分布の特別な形であるベルヌーイ分布
となる分布である。
この分布は、 のとき過大分散型、 のとき過小分散型とな
る柔軟な分布としてShmueli (2005)が指摘し、注目を集めた。
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問題点と解決案

Conway-Maxwell-Poisson分布に含まれる二つのパラメータはその平均
と分散を同時にコントロールでき、そのためこの分布の平均と裾の長短
を同時にコントロールできる。しかし、二つしかパラメータを持たないため
に、それ以外の事柄については柔軟性を有さない。

例えば、観測値0の頻度を考えたとき、平均の位置と裾の長短にしか対
応できないConway-Maxwell-Poisson分布では実際の頻度と大きなずれ
を生じさせてしまうことがある。

観測値0の頻度に対する柔軟性を持つ分布を考えるには負の二項分布
を含むConway-Maxwell-Poisson分布を考えればよい。

これは元のConway-Maxwell-Poisson分布に含まれている幾何分布は観
測値0が必ず最頻値をとる場所となってしまう一方、その一般化形である
負の二項分布は正の値上ならばどこにでも最頻値をとれることから、幾
何分布よりも観測値0の頻度について柔軟に値をとれる、という考えから
くるものである。
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一般化Conway-Maxwell-Poisson分布

確率関数

を持つ確率分布を考える。

ただし、 ,                                                     .

この分布は
● のとき、Conway-Maxwell-Poisson分布
⇒分布の裾の長短に柔軟
● のとき、負の二項分布
⇒観測値0の頻度がConway-Maxwell-Poisson分布より柔軟

となる。

最頻値について調べると
● , もしくは のとき、単峰型分布となる。
● のとき、一つの最頻値を0で
とる双峰型分布となることがある。

・データへの当てはめ例とその比較

図3 r=0.5, ν=0.1, θ=2.5 のとき 図4 r=0.5, ν=0.01, θ=2.5 のとき


